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توجه روزافزون مهندسان کشور به کارپرد بهینه سازی در طراحی به ویژه در سازه‌ها و نیاز آموزشی 
دانشجویان مهندسی مترجم را بر آن داشت تا اثر حاضر را تقدیم دانش پژوهان و مهندسان نماید . 

چاپ کتاب امقدمه ای بر طراحی بهین» در دو جلد از همین مترجم در سال ۱۳۷۸ توسط انتشارات 
دانشگاه فردوسی مشهد و باز خوری که از طرف اساتید محترم دانشگاههای مختلف و دانشجویان دوره‌های 
کارشناسی» کارشناسی ارشد و دکتری می رسید همه نشانگر این واقعیت بود که کتاب مزبور جایگاه خود 
را در بین OUT‏ یافته و توانسته است بخشی از نیازهای آنان را که درك مفاهیم اساسی و روشهای مختلف 
بهینه سازی است باسخگو باشد . مترجم همچنان معتقد است که برای فراگیری مقدماتی اصول طراحی 
awe Sa‏ در فورههای کارشناضی و کار شای اوق مهندمین» کاب «مقامه ای بر ael e‏ 
بهین؟ مناسب ترین متن درسی است . 

از طرف دیگر برای کارهای عملی و ارائه درس در سطوح پیشرفته تر به ویژه برای دانشجویان کارشناسی 
ارشد رشته' مهندسی مکانیک و عمران در گرایش سازه و همچنین دسترسی به کتابی که روشهای جدیدتری 
را بیان کرده باشد لزوم ترجمه" کتاب حاضر احساس می شد . این کتاب که ترجمه ای از : 


Elements of Structural optimization, Third revised and expanded edition, R.T. Haftka 


۲ مبانی بهینه سازی سازه‌ها 
and Z. Gurdal, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, The Netherlands, 1993‏ 

است پس از یکسال از چاپ اول آن در سال 1992( دو بار تجدید چاپ و مطالب آن افزوده گردیده که 
ویرایش سوم Ol‏ مبتای ترجمه؛ این اثر است . 

این کتاب دارای ویژگیهای برجسته ای است که به پاره ای از آنها به اجمال اشاره می شود . اولاً در آن 
تلاش شده جدیدترین روشهای تحلیلی و عددی بهینه سازی طراحی سازه ها از مراجع مختلف جمع آوری 
و در قالب نظام مندی ارائه شود . GU‏ سابقه" طولانی تدریس و پژوهش مولف سبب شده که با یک تسلط 
sole‏ نسبتاً جامع روشها و کاربردهای مختلف آنها را با بیانی ساده و در یک مجموعه" هماهنگ در اختیار 
خوانندگان قرار دهد . WE‏ درج مراجع در پایان هر فصل و به روز بودن آنهاء که نشانگر تلاش مولف در 
گردآوری آخرین دستاوردهای علمی در این زمینه است» گستره وسیعی از مطالب را برای خوانندگان 
علاقمند به مطالعه بیشتر در دسترس قرار می دهد . 

براساس توصیه مولف در پیش گفتار» بخشهایی از این اثر می‌تواند به عنوان یک درس سه واحدی 
(طراحی بهینه» برای دوره‌های کارشناسی و کارشناسی ارشد ارائه شود . 

در ترجمه انتقال صحیح مفاهیم مورد نظر بوده و از ترجمه لغت به لغت پرهیز شده است . ene‏ پیش 
از YO‏ غلط چایی و منهومی کتاب در ترجمه تصحیح شده است . امید است این اثر نیز مورد استقبال اساتید 
محترم و دانشجویان عزیز قرار گیرد و پژوهشگران نیز از آن بهره مند گردند . 

در انتها از ویراستاران محترم علمی و ادبی GLUT‏ دکتر علی وحیدیان کامیاب و علی سالیانی که با 
دقت نظر و حوصله مطالب این اثر را بازبینی و پيشنهادات ارزنده ای ارائه نمودند تشکر و قدردانی می نماید . 
همچنین از آقای ساسان بهرامی و مسوولین محترم چاپخانه دانشگاه فردوسی مشهد که کار حروفچینی» 
صفحه آرایی و چاپ را به عهده داشتند سپاسگزاری می شود . 


محمدحسین ابوالیشری 
شهریور ماه ۱۳۸۲ 


رشته" بهینه سازی سازه‌ها» هنوز هم رشته نسبتاً جدیدی است و پیوسته از نظر روشها و رویکردها در 
معرض تغییرات سریع قرار دارد . تاکنون بین تعداد زیاد cla zz‏ مقالات و تعداد کم کاربرد در مسائل 
طراحی عملی عدم تعادل جدی وجود داشته است . این عدم تعادل به تدریج جبران می شود . هم اکنون 
در زمینه" مطالب منتشر شده جدید» کمبودی وجود ندارد و کاربردهایی از روشهای بهینه سازی سازه ها 
در مهندسی خودرو هوا فضاء عمران طراحی ماشین و دیگر زمینه‌های مهندسی نیز موجود است. در 
نتیجه" رشد فزاینده" کاربردها» جهت گیری پژوهش در روشهای بهینه سازی سازه هاء با مسائل واقعی 
روز همسوست + 

بیشتر مهندسانی که سازه‌ها را طراحی می کنند» برای تحلیل سازه» بسته‌های نرم افزاری عمومی 
پیچیده ای را به کار می گیر ند . اغلب OUT‏ به کدهای اصلی برنامه دسترسی ندارند و حتی گاهی از جزئیات 
الگوریتمهای تحلیل سازه‌ای که در این نرم افزار ها به کار می رود تنها آگاهی مختصری دارند. بنابرایین 
چالش اصلی که پژوهشگران بهینه کننده" سازه‌ها با آن مواجه هستند» تدوین روشهایی است که برای 
استفاده از چنین بسته های نرم افزاری مناسب باشند . چالش اصلی دیگر هزینه بالای محاسباتی تحلیل 
بسیاری از مسائل بیچیده واقعی روزمره است . در بسیاری از حالتها مهندسان طراح سازه توانایی تحلیل 


۱۳ مبانی بهینه سازی سازه ها 


جز در مواردی که به دقت کمی نیاز داشته باشد را ندارند. 

چنین واقعیتهایی » انگیزه اقبال به روشهای بهینه سازی که نیاز کمتری به تعامل با نرم افزار تحلیل سازه 
را دارند و تنها به تعداد محدودی از اجرای تحلیل سازه نیازمندند را شکل می دهد . دسته ای از این نوع 
روشهاء توسط لوسین اشمیت" تدوین و به طور گسترده ای به کار گرفته می شوند که در این کتاب به 
عنوان روشهای بهینه سازی تقریبی دنباله ای مطرح می شوند . این روشها. به منظور ساختن یک شکل 
تقریبی از مسأله طتراحی سازه از نرم افزار تصلیل استفاده می کنشد و آنگاه روشهای بهینه سازی 
رباضی مختلف را برای حل مسأله تقریبی به کار می برند . سپس طرح بهین مسأله تقریبی» به عنوان 
مینایی برای انجام یک یا چند تحلیل سازه. به منظور به روز کردن یا پالایش مسأله طراحی تقریبی به کار 
می رود . بیشتر مسائل طراحی تقریبی» بر اساس مشتقات پاسخ سازه نسبت به پارامترهای طراحی 
می باشند . | 

در این موقعیت جدید» طراحان سازه معمولاً به فراهم کردن تعاملی بین یک برنامه تحلیل تجاری در 
دسترس و یک بسته نرم | فزاری بهینه سازی تجاری در دسترس فرا خوانده می شوند . سه جزء از مهمترین 
اجزای این تعامل عبارتند از : محاسبه' مشتق حساسیت» ساختن یک مسأله تقریبی و ارزیابی نتیجه‌ها به 
منظور تنظیم دقیق مسأله تقریبی یا روش بهینه سازی برای بازدهی بالاتر و قابلیت اعتماد بیشتر . 

این کتاب به شکلی تدوین شده که قسمت میانی (فصلهای ۶ > ۷و (A‏ درباره دو مسأله ساختن مسأله 
تقریبی و بدست آوردن مشتق حساسیت بحث می کند . ارزیاپی نتیجه‌های بهینه سازی» نیاز به فهم اساسی 
شرایط بهینگی و روشهای بهینه سازی دارد . فصلهای ۱ تا ۵ به بحث در این باره می پردازد. سه فصل آخر 
اختصاص به مباحث ویژه ای چون روشهای معیار بهینگی t‏ بهینه سازی چند سطحی. و کاربرد آنها در 
مواد مرکب دارد. 

مطالب کتاب می تواند به روشهای گوناگونی برای تدریس یک درس کارشناسی ارشد در بهینه سازی 
سازه ها به کار گرفته شود. این روشهاء به زمان در نظر گرفته شده و به آگاهی قبلی دانشجویان در زمینه 
روشهای بهینه سازی بستگی دارد . 

بدون آمادگی قبلی در زمینه" روشهای بهینه سازی» حداقل زمان لازم یک نیمسال پیش بینی می شود . 
پیشنهاد می شود که فصل ۱ و بخشهای ۰۲.۱ ۲.۲و ۲.۳ از فصل ۲ و بخشهای ۳.۱ و ۳.۴ از فصل ۳ 


1) Lucien Schmit 


پی شگفتار ۱۵ 


بسته به علاقه استاد به روشهای بهینه سازی و مطالبی از نصلهای ۴ و ۵ و قسمت اعظم فصل ۶ و دو بخش 
اول فصل Y‏ در این نیمسال ارائه شود. در دو ربع سال متوالی» ارائه فصلهای ۱ و ۰۲ و عنوانهای 
برگزیده ای از نصلهای ۳ تا ۵ و فصل ۶ در ربع اول و فصلهای۷ ۰ و فصل ۸یا ۱۰ در ربع دوم 
پیشنهاد می شود. بالأخره برای دو نیمسال متوالی» فصلهای ۱ تا ۶ برای نیمسال اول و فصلهای ۷ تا ۱۱ 
برای نیمسال دوم پیشنهاد می شود . ۱ 

با یک درس مقدماتی در بهینه سازی ریاضی » می توان یک درس ربع سالی یا نیمسالی ارائه نمود . 
برای درس ربع سالی فصلهای ۱ و ۲ و بخشهای ۰۳۰۱ ۰۳.۲ ۳.۳ و ۳.۷ از فصل ۰۳ و فصل ۰۶ دو 
بخش اول فصل ۰۷ و فصلهای ٩‏ یا ۱۱ پیشنهاد می شود. برای یک درس یک نیمسالی. بخشهای مشابهی 
از نصلهای ۱ تا ۰۷ و فصلهای ٩‏ تا ۱۱ برای ارائه مناسب خواهد بود . 

نویسندگان» از همکاریهای دکتر اچ آدلمان" ۰ بی بار تلمی". جی- اف بار تلمی" ‏ ال برك"» آر 
گرندهی» دی گریوفتون از ای هاگ" آر ue Pos,‏ سک و جی استارنس"! در مطالعه متن 
اولیه و ارائه پیشنهادهای cea‏ صمیمانه تشکر و قدردانی می نمایند . 


1) H. Adelman — 2) B. Barthelemy 3) J.F. Barthelemy 4) L. Berke 5) R. Grandhi 
6) D. Grierson 7) E. Haug 8) R. Plaut 9) J. Sobieski 10) J.Starnes 


بهینه سازی عبارت است از : رسیدن به بهترین نتیجه» در مورد یک coles‏ در حالی که محدودیتهای 
مشخصی برآورده شده باشند . انسان محصور در طبیعت. BIS‏ تمام فعالیتهایش را به شکلی انجام می دهد 
که در انرژی po‏ جویی e uS‏ درد ies‏ برش این bus allg Met‏ اتاد از 
منابع محدود موجود. به منظور ماکزیمم کردن خروجی یا سود است . اختراعات اولیه" اهرمها پا مکانیزم 
ce P‏ به روشنی تمایل بشر را به افزایش بازدهی مکانیکی می نمایاند . مثالهای بی شماری از این دست در 
تاریخ بشر یافت می شود . کتابهای دوگلاس و ایلد" ]1[ مجموعه جالبی در مورد ریشه" کلمه بهینه و 
تعریف طراحی بهین ارائه می دهد . ما تعریف وایلد را نقل به مضمون کرده و طراحی بهین را به شکل 
«بهترین طراحی قابل قبول بر اساس یک معیار کیفی شایستگی از پیش تعیین شده تعریف می کنیم . 

از آن جا که پی گیری تاریخچه تدوین و توسعه بهینه سازی» فراتر از هدف این کتاب است. تنها 
تعدادی از جدیدترین مراجم در زمینه" پهینه سازی سازه ها را فهرست می کنیم . این مراجع ]2-19[ 
سابقه" تدوین و توسعه" شاخه بهینه سازی سازه‌ها را از قرن هجدهم میلادی دنبال می کنند . اهمیّت 
طرّاحی سازه های با وزن مینیمم» اولین بار توسط صنایع هوا- فضا مورد توجه قرار گرفت که در آنها 
ux Db‏ سازه های هواپیما pty‏ با وزن آن کنترل می شد تا با هزینه آن. در دیگر صنایع مربوط به 
سیستمهای مهندمی ساختمان» مکانیک و خودرو» ممکن است هزینه در درجه اول اهمیّت باشد» هر 
چند که وزن سیستم» هزینه و عملکرد آن را تحت تأثیر قرار می دهد . توجه" فزاینده به کمبود مواد خام و 
نقصان شدید منابع انرژی شناخته شده» موجب تمایل به داشتن سازه‌هایی سبک. کارا و ارزان قیمت شده 


1) Douglas Wilde 


fA‏ مبانی dingy‏ سازی سازه ها (فصل ۱ : مقدمه) 


است . این خواست به نوبه" خود بر ضرورت آگاهی یافتن مهندسان از فنون بهینه سازی وزن و هزینه 


سازه‌ها تأکید می کند . هدف این کتاب آگاه ساختن دانشجویان و مهندسان حرفه ای با این فنون است . 


ding 1.1‏ سازی تابح و بهینه سازی پارامتر 

پیش از ظهور محاسبات سریع؛ بیشتر جوابهای مسائل تحلیل سازه بر اساس رابطه سازی به کمک 
معادلات دیفرانسیل صورت می گرفت . این معادلات دیفرانسیل به صورت تحلیلی dy)‏ عنوان مشال به 
کمک سریهای نامحدود) و در بعضی از مواقع با استفاده از روشهای عددی در آخرین مراحل» حل 
می شدند . مجهولات توابعی بودند (مانند تغییر مکانها تنشها و غیره) که روی یک محیط بیوسته تعریف 


q(x) 


شکل ۱۰۱ .۱ مثال تیر 
شروع اولیه بهینه سازی سازه ها نیز روش مشابهی را پیموده که در آن مجهولات توابعی بودند که 
خواص سازه" بهینه را تعریف می کردند. به عنوان مثال تیر نشان داده شده در شکل ۱۰۱۰۱ را در نظر 
بگیرید . تحلیل سازه ای درباره یافتن تغییر مکان wx)‏ تیر از حل معادله معروف زیر بحث می کند . 


d dw 
is (2153) = Q(T). (5.3.9 


ماهیّت بهینگی » نیاز به داشتن یک تابع هدف دارد که می خواهیم آن را ماکزیمم یا مینیمم کنیم . به 


بخش ۱۰۱ :بهینه سازی تابع و بهینه سازی پارامتر  ۸٩‏ 


I 
mae f I?(z)dz, (ALY) 
0 
که در آن نمای  معمولاً بین 0.4 تا 0.5 و یک عدد ثابت معلوم است . یک مسأله" بهینه سازی‎ 
دارد . بدون در نظر گرفتن 43( تیر بهین گشتاور ماند و جرم صفر خواهد داشت . در‎ A3 معمولا تعدادی‎ 
تغیبرمکان ماکزیمم تیر به یک حذ مجاز از پیش‎ Oa S طراحی یک تیرء یک قید نمونه» می تواند محدود‎ 


تعیین شده hg‏ باشد . 


Wmar = max w(z) € wo. (3.154) 
0>2 > 


بدست آوردن شرایط لازم بهینگی به شکل یک معادله" دیفرانسیل بر حسب IG)‏ و Qo)‏ س امکان پذیر 
است . قواعد ریاضی که با این نوع مسأله سروکار دارد حساب تغییراتی نامیده می شود که در فصل Y‏ به 
اختصار مطرح می شود. OF‏ دسته از مسائل بهینه سازی سازه ها که به دنبال یافتن یک تابع سازه ای بهین 
هستند بهینه سازی سازه ای » تابع یا پارامتر توزیع شده نامیده می شوند . 

در اواخر “ans‏ بنجاه و اوایل دهه' شصت . رایانه‌های الکترونیکی با سرعت بالا بر روشهای حل deles‏ 
سازه‌ها اثر بسزایی گذاشتند . فنونی که برای پیاده سازی توسط رایانه بسیار متشاسب بودند- به ویژه 
روش اجزای محدود (FEM)‏ - غالب شدند . روش اجزای محدود در ابتدای تحلیل» سازه را به اجزای 
کوچکی تقسیم می کند» به شکلی که مجهولات تحلیل ‏ به جای تابع c‏ مقادیر گسسته تغییر مکانها و تتشها 
در گرههای مدل اجزای محدود است . معامله" دیفرانسیلی که توسط تحلیل گران حل می شد. با دستگاه 
معادلات جبری بر حسب متغیرهایی که سیستم تقسیم شده به اجزا را مشخص می کند جایگزین می گردد . 

در اوایل “one‏ شصت انتقال مشابهی در زمینه بهینه سازی سازه‌هاء اتفاق افتاد . به هنگام 
بهینه سازی» سازه ای که توسط اجزای محدود جزء جزء شده» طبیعی است که خواصی از سازه که قرار 
است بهینه شود. نیز به اجزای کوچکتری تقسیم گردد . دوباره مثال تیر شکل ۱ ۱۰ ۱۰ را در نظر بگیرید . 
کاربرد روش اجزای محدود برای بدست آوردن تغییرمکانها؛ با تقسیم تیر به قسمتهایی که دارای خواص 
ثابت هستند یا اجزای محدود شروع می شود. بهینه سازی تیر به طور طبیعی گشتاور ماند قطعات رابه 
عنوان متفیرهای طراحی به کار می برد. بنابراین به جای جست و جو برای یک تابع بهین» دنبال مقادیر 


بهین تعدادی پارامتر خواهیم بود. راهکارهای ریاضی که درباره" dings‏ سازی pal yl‏ بحث می کنند بر نامه 


۳۰ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱ : مقدعه) 


ریزی ریاضی نامیده می شوند . بنابراین بیشتر این کتاب (فصلهای n T-Y‏ 4-4( به ببحث در مورد فنون 
برنامه ریزی ریاضی و کاربردشان در مسائل se‏ سازی سازه ها که توسط مدلهای تقسیم شده به اجزا 
تعریف می شوند. اتصاص دارد. به ویژه؛ اغلب صراحتاً فرض می شود که تحلیل سازه براساس روش 


اجزای محدود HUE‏ 
۲ مبانی رابطه سازی مساله 


۱ متغیرهای طراحی 

در بهینه سازی با بهبود بخشیدن به یک سازه به طور ضمنی اختیار تغییر سازه یک پیش فرض است . 
پتانسیل تغییر به طور معمول بر اساس محدوده ای از تغییرات در تعدادی از پارامترها بیان می شود . چنین 
پارامترهایی در اصطلاح بهینه سازی معمولامتغیرهای طراحی نامیده می شوند و در این کتاب 
با یک بردار( X ex, x ۰۰.۰ ex‏ نشان داده‌ می شوند . متغیرهای طراحی می توانند ابعاد سطح 
مقطع یا اندازه" اعضاء پارامترهای کنترل هندسه سازه. خواص مصالح Of‏ و غیره باشند . متغیرهای 
طراحی ممکن است مقادیر پیوسته يا گسسته داشته باشند . متغیرهای طراحی پیوسته یک محدوده تغییرات 
دارند و می توانند هر مقدار در OF‏ محدوده را بگیرند» به عنوان مثال» در مسأله طراحی شکل ۱۰۱۰۱ 
گشتاور ماند هر قطعه از تیر یک متغیر طراحی پیوسته است . متغیرهای طراحی گسسته تنها می توانند 
مقادیر خاصی داشته باشند که معمولاً از بین یک سری از مقادیر مجاز خواهد بود. متغیرهای طراحی 
مصالح اغلب گسسته اند . اگر در طراحی تیر پنج نوع مصالح در نظر بگبریم آن گاه می توانیم یک متغیر 
طراحی که می تواند هر مقدار صحیح از یک تا پنج را بگیرد تعریف کنیم که OUS‏ دهنده نوع مصالح باشد . 
OF‏ دسته از متغیرهای طراحی که عموماً به عنوان پیوسته در نظر گرفته می شوند اغلب به خحاطر ملاحظات 
تولید گسسته می شوند. به عنوان مثال اگر تیر شکل ۱۰۱۰۱ برای مینیمم شدن هزینه طراحی شود 
ممکن است مجبور شویم خود را به سطح مقطع هایی از تیر که در بازار موجود است محدود کنیم . آن گاه 
گشتاور ماند. دیگر متغیر طراحی بیوسته نخواهد بود و گسسته است . 

در پیشتر مسائل طراحی سازه‌ها» در حل مسأله بهینه سازی» از طبیعت گسسته متغیرهای طراحی 


چشم پوشی می شود. وقتی متغیر بهین بدست آمد» آن گاه مقدار متغیر طراحی را به نزدیکترین مقدار 


بخش ۱.۳ :مبانی رابطه‌سازی JL.‏ ۰ ۲۱ 


گسسته در دسترس تغییر می دهیم . این برخورد به خاطر این است که حل یک مسأله بهینه سازی با 
متفیرهای طراحی گسسته معمولاً بسیار دشوارتر از حل مسأله مشابه ولی با متغیرهای طراحی پیوسته 
است . گرد کردن طراحی به نزدیکترین جواب صحیح» وقتی مقادیر متفیرهای طراحی با فاصله های 
نزدیک به هم در دسترس باشند» خوب کار می کند و تغییر متغیرهای طراحی به نزدیکترین مقدار صحیح 
پاسخ سازه رابه طور چشمگیری تغییر نمی دهد . در بعضی از حالتهاء مقادیر گسسته متغیرهای طراحی از 
هم خیلی فاصله دارند» و باید مسأله را با متغیرهای طراحی گسسته حل کنیم . این کار با به کارگیری 
شاخه ای از پرنامه ریزی ریاضی که برنامه ریزی با اعداد صحیح نامیده می شود. انجام می شود . در این 


کتاب فرض می شود که متغیرهای طراحی » پیوسته باشند» مگر غیر آن بیان شود . 





gs‏ ۲۰۱ .۱ توزیع ضخامت بهینه" یک صفحه 


انتخاب متفیرهای طراحی می تواند در موفقیت فرآیند بهینه سازی بسیار موثر باشد . به ویژه باید مطمثن 
شد که انتخاب متغیرهای طراحی با مدل تحلیل هماهنگ است . به عنوان مثال » فرآیند تقسیم بندی یک 
سازه با یک مدل اجزای محدود را در نظر بگیرید و روش بهینه سازی را روی مدل اعمال کنید . اگر توزیع 
متغیر طراحی یک رابطه یک به یک با مدل اجزای محدود داشته باشد» آن گاه ممکن است از دقت مسأله 
کاسته شود . به عنوان مشال» صفحه نشان داده ده در شکل ۱.۲.۱ با یک شبکه اجزای محدود 
7 تحلیل شده [20] و بیشتر متفیرهای طراحی ضخامت اجزای منفردند » در حالی که مدل 7*7 برای 
طراحی ut‏ با ضخامت یک نواخت مناسب بسود؛ برای طراحی نهایی که در شکل نشان داده 


rr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱ : مقدمه) 





شکل ۱.۲.۲ شکل بهین یک سوراخ در یک صفحه» (a)‏ طراحی اولیه» (b)‏ طراحی نهایی 


تفه LOC OREN‏ 
JU‏ مشابه برای حالتی که مختصات گره های مدل اجزای محدود؛ به عنوان متغیر طراحی در نظر 
گرفته شده باشند نیز اتفاق می افتد . به عنوان مثال. شکل سوراخ صفحه aala OUS‏ شده در شکل ۱.۲۰۲ 
برای کاهش تمرکز تنش اطراف سوراخ بهینه شده ]21[ و در آن مختصات گره های مرزی به عنوان 
پارامترهای طراحی در نظر گرفته شده است . در این جانیز» مدل اجزای محدود» برای تحلیل شکل 
دایره ای اولیه سوراخ مناسب co‏ ولی برای «شکل بهین» مناسب نیست . به طور کلی» توزیع متغیرهای 
طراحی باید بسیار بازتر از توزیع اجزای محدود باشد (به جز برای سازه‌های اسکلتی و نازك که اغلب هر 

جزء به یک عضو فیزیکی سازه اختصاص دارد) 


۲۳ .| تایم هدف 

F(x) =[ F(x) ۰ «f, C0]‏ و جود داشته باشد که بتواند بهبودیابد و از OT‏ په عنوان مان هو زر 
بودن طراحی استفاده شود . اصطلاح معمول برای چنین توابعی توابع هدف است . بهینه سازی با بیشتر از 
یک تابع هدف را بطور کلی بهینه سازی چند معیاری می گویند . برای مسائل بهینه سازی سازه‌ها وزن» 
تخییرمکانها» تنشها. بسامدهای ارتعاشی . بارهای کمانش و هزینه یا هر ترکیبی از اینها را می توان به 
عنوان توابع هدف به کار برد . به عنوان مثال خرپای سه میله ای شکل ۱.۲.۳ را در نظر بگیرید . مسأله 
طراحی ممکن است به شکل تغییر موقعیت افقی سه نقطه" تکیه گاهی به منظور مینیمم کردن جرم خرپا و 


تنشها در اعضایش باشد . چهار تابم هدف داریم : جرم و سه تنش ۰ 


بخش ۰۲ :مبانی رابطه سازی‌مساأله ‏ ۲۳ 





yY 
مثال حریای سه میله ای‎ V. Y. Y" شکل‎ 


کار کردن با توابع هدف چند گانه پیچیده است و معمولاً از آن پرهیز می شود . دو روش شهودی 
عمومی برای کاهش تعداد توابع هدف به یک تابع وجود دارد: روش اول این است که یک تابع هدف 
مرکب که جایگزین همه توابع هدف شود درست کنیم . به عنوان مثال» اگر جرم سازه با 10 و تنشهای سه 
میله با ,1,2 yoy f=‏ نشان داده شوند. آن گاه یک تابع هدف مرکب را می توان به شکل زیر بیان 
کرد. 


F = agm + a0; + a305 + 0303, )۱۰ ۳۰ ۱( 


در حالی که , ضرایب وزنی انتخاب شده برای انعکاس اهمیت نسبی هر یک از چهار توابع هدف 
می باشد . 

روش شهودی دوم در کاهش تعداد توابع هدف عبارت از انتخاب مهمترین آنها به عنوان تنها تابع هدف 
و اعمال محدودیت به جای سایر توابع هدف می باشد . بنابراین می توانیم مسأله طراحی خرپای سه میله ای 
را به عنوان مینیمم سازی جرم با شرط قیدهای کران بالا بر روی مقدار سه تنش رابطه سازی کنیم . 

وقتی چگونگی وزن دادن و انتخاب تابع هدف مهم در میان توابع هدف شهوداً روشن نباشد» یک 
راهبرد سیستماتیک برای مسأله استفاده از شاخه ای از برنامه ریزی ریاضی که بهینه سازی ادج ورث - 
پارتو' نامیده می شود و درباره توابع هدف چندگانه بمحث می کند ]24-22[ می باشد . استدلر " ]26-25[ 


شاید اوّلین کسی بود که بهینگی ادج ورث- پارتو را در طراحی سازه ها به کار برد . کاربردهای جدیدتری 





1) Edgeworth- Pareto 2) Stadler 


rr‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱ : مقدمه) 


رامی توان در مراجع 31-27 یافت . 

بردار متغیررهای طراحی OX‏ بهین ادج ورث- پارتو می گویند اگر برای هر بردار × دیگر یا مقادیر تمام 
توابع هدف یکسان باشند. یا حداقل یکی از آنها نسبت به مقدارش در × بدتر باشد . وقتی مشخص کردن 
اهمیت نسبی توابع هدف شهوداً و با درك مستقیم امکان پذیر نباشد و نتوان آن را به صورت یک تابع مانند 
C. Y.)‏ بیان کرد polis‏ وژنهای 3 ,2 ,1 ,10 , و در معادله (۱.۳۰۱) رامی توان با مطالعه طراحی های 
بهین ادج ورث- پارتو مختلف انتخاب کرد . بنابراین فرآیند طراحی یک فرآیند تعاملی است» و اعمال 
قیود تا بدست آمدن رفتار بهین از مطالعه طراحی های بهین ادج ورث- پارتو به تعویق می افتد . 

یکی از رویکردها. برای ساختن یک جواب بهین پارتو » جهت مسائل بهینه سازی با توابع هدف 
چند گانه بر اساس مینیمم T‏ انحراف تک تک توابع هدف از مقدار مینیمم شان است . اگر مینیمم سازی 

á ۹ -‏ * * * ت + * * 
مستقل هر یک از توابع هدف به مقدار توابع ر besse e f‏ ر ۴ در نقطه" طراحی X, e s X‏ 
cal.‏ آن گاه برای هر مقدار اختیاری از بردار متغیر طراحی ‏ فاصله نرمال شده هر یک از توابع هدف 
از مقدار بهینه اش برابر است با 

dey een i=l1,...,p. )۱ . ۲۰ ۳۲( 

ff 

آن گاه مسأله را می شود به عنوان مینیمم سازی بزرگترین انحراف توابع هدف از مقدار میئیمم شان 
(نرم ,1( تعریف کرد 

minimize max [G;(x)] , )۱ .۲ ۰۳( 

i-1,..p 
» * = * "bee - ۰ ۰ š ۰ 

و یا به عنوان مینیمم سازی فاصله (یعنی را یا نرم اقلیدسی) از نقطه' مبنای f — fes fp)‏ 

تا( esf‏ رگم ) = گتعریف کرد؛ 
p‏ 
minimize (۰ Grp‏ 


i=] 


در معادله" (۴ . ۲ .4( برای میزان سهم هر یک از توابع هدف استفاده از ضرایب وزنی نیز امکان پذیر 


۱ ۳ “1.4 ^ ۰ P M 
aS spl e b io sis جد ما ری و‎ up Ped aeta Sae نت بخ‎ 


1) Eschenauer 
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و دیگران [31] ارائه شده است . 
مثال ۱۰۳۰۱ 
طراحی ابعاد سطح مقطع یک تیر مستطیلی برای مینیمم شدن مساحت را در نظر بگیرید. در همان 


قیدهای فیزیکی 6 دو متخیر ۵و h‏ > که عرض و ارتفاع سطح مقطع می باشند باید در محدوده‌های زیر 


0.54 wih >5 باشند‎ 
5r S 5 
h a? a? À 
2 2 à 
| , ۱ © 
w EIS A 8. 


شکل ۱.۲.۴ طراحی سطح مقطع یک تیر برای مینیمم شدن مساحت و مینیمم شدن تنش برشی 





ترازهای دو تابع هدف 
f = A= wh J freu. (a)‏ 


در شکل ۲۰۴ . ۱نشان داده شده اند . مینیمم هر یک از دو تابع در گوشه های روبه‌روی هم فضای 
طراحی قرار دارند 0.5 = hp‏ = ]لاو 5.0 = پ۸ = وت بامقادیر تابع in?‏ 0.25 = زو 
f} = 0.06 bfin’.‏ . 

رویکرد تابع هدف با وزنهای مساوی مینیمم سازی تابع زیر را می دهد 


3 
F = wh + >. (b) 


ن متغیرهای طراحی ۰90 همه جا به شکل حاصلضرب ظاهر شده اند» این حاصلضرب را 
uid‏ ی سای E‏ ین 


۳۶ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱ : مقدمه) 
می توانیم به عنوان یک متغیّر طراحی در نظر بگیریم . مینیمم سازی معادله (D)‏ نسبت په حاصلضرب پرابر 
است با 1.225 = 3/2 = "با مقدار تابع هدف 1.225 = ff = fi‏ اگر از طرف دیگر 
مینیمم سازی نرم اقلیدسی فاصله از مینیمم های تک تک توابع را به کار ببریم» تابعی که بايد مینیمم شود 


3 
= 2 سس‎ - 0.06 
F= (n) 4 | uw |) (c) 










w*h* = 025‏ هه وا6 
5 
D xA * —‏ 
ay w*h* = 5‏ 
w*h* = 1.225‏ 43 
w*h* = 2.5 ir‏ 
icum w*h* = 25.0‏ $2 
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f, مساحت‎ 


Js‏ ۲۰۵ .۱ جوابهای بهین پا رتو برای مسأله طراحی تیر 


دو طراحی بدست آمده بالا و طراحی بدست آمده از مینیمم سازی هر یک از توابع به تنهایی؛ یک بهین 
پارتو را تشکیل می دهند . جوابهای دیگری نیز وجود دارند که شرط بهینگی پارتو را برآورده می کنند . این 
جوابها را می توان یا با تخیر ضرایب وزنی توابع هدف و یا با اعمال یکی از توابع هدف به عنوان قید و تخییر 
سطح مطلوب این قید بدست آورد . به عنوان مثال» اگر تابع هدف دوم با اعمال شرط 0.5 > fo‏ به یک 
قید تبدیل شود و مساحت رامینیمم کنیم » طراحی 3.0 = Luh"‏ مقادیر al‏ هدف 3.0 = f = 0.5. 9 ff‏ 
بدست می آید . به طور مشابه اگر f,‏ را با اعمال fi > 0.5 AS‏ مینیمم کنیم 20.5 aft = 0.5 buh‏ 


f; = 0‏ بدست می آید . تمامی این جوابها روی یک منحنی در فضای تابع قرار می گیرند که دو مینیمم 


بخش ۰۲ :مبانی رابطه سازی مسأله ۰ ۲۷ 


هر یک از توابع را e‏ هم وصل می کند» همچنان که در شکل ۵ . Y‏ .۱ نشان داده شده است . این منحنی 


معمولاً منحنی بازده نامیده می شود . DT‏ ناف 


vg ۱ . ۳‏ 
در رابطه سازی مثال خر پای سه میله ای که تنشها حد بالایی داشتند و مسأله طراحی سطح مقطع تیر که 
متغیرهای ارتفاع و عرض محدود به داشتن مفادیری در یک بازه" مشخص بودند» مفهوم حدود بر 
متغیرهای طراحی را معرفی می کند این قبود حد بالا و پایین متفیرهای طراحی به خاطر سادگی شان اغلب 
در روشهای حل به شکل ویژه ای در نظر گرفته می شوند و قیود جانبی نامیده می شوند . قیودی که حد بالا 
و پایین مقادیر را اعمال می کنند به علت طبیعتشان یود امساوی اند . گاهی نیاز به قیود تساوی داریم . به 
عنوان مثال ؛ خرپای سه میله ای را ممکن است بخواهیم به شکلی طراحی e‏ که ‘all go‏ عمودی تغییرمکان 
در نقطه اعمال نیرو صفر باشد . مثال دیگر از قید تساوی عبارت است از معادلات تعادل که یک سازه باید 

بر حسب متغیرهای طراحی اش برآورده کند . 

بعضی از راهبردهای حل مسائل بهینه سازی غیر خطی نمی توانند قیود تساوی را در نظر بگیرند و تنها 
قبود نامساوی را در رابطه سازی می توان معرفی کرد. در چنین مواقعی می شود قید تساوی رابا دو قید 
نامساوی که de‏ بالا و پایینی را تشکیل می دهند جایگزین کرد که در آنها حد بالا و پایین یکسان است . اما 
معمولاً افزایش تعداد قیود مطلوب نیست . راه دیگر در نظر گرفتن قبود تساوی در چنان موقعیّتهایی را 


بعداً در فصل ۵ مورد بحث قرار خواهیم داد . 


۲۰۳ ۱۰ رابطه سازی استاندارد 
نمادهایی که در این کتاب برای متغیرهای طراحی. تابع هدف و قیود به کار می رود در رابطه سازی 
مسأله بهینه سازی زیر خللاصه شده است . در این کتاب ما درباره مسائلی بحث می کنیم که تنها یک تابع 
هدف دارند . 
f(x) e‏ 


g(x) 20, he Cer s را مشروط به‎ )۱۰ ۲ ۰. ۵( 
مینیمم کنید.‎ h(x) =0 , Nul 


۳۸ مبانی بهینه سازی سازه‌ها frai)‏ ۱ : مقدعه) 

در حالی که X‏ نشان دهندهبردار متفیرهای طراحی با ad ge‏ های 7 , ..., i=l‏ ,× می باشد. فرض 
می شود که قیود تساوی h (X)‏ و قیود نامساوی g(X)‏ به شکل (۲۰۵ pas).‏ شده اند . این که مسأله 
بهینه سازی یک مسأله مینیمم سازی باشد و نه یک ماکزیمم سازی یک محدودیت نیست » زیرا به جای 
ماکزیمم سازی یک تابع هميشه این امکان وجود دارد که منفی آن مینیمم شود . به طور مشابه» St‏ یک 
نامساوی از نوع کوچکتر مساوی داشتیم یعنی 


gx) > 0 )۱ ۰. ۲ .۶( 


می توانیم با ضرب معادله (۲۰۶ .۱۰) در ۱- ۰ آن را به نوع بزرگتر مساوی صفر تبدیل کنیم . هر چند 
در اکثر کتابها مسائل مینیمم سازی را به جای ماکزیمم سازی مطرح می کنند» ولی بیشتر آنها نامساویهای 
از نوع کوچکتر مساوی را بر بزرگتر مساوی ترجیح می دهند . این ترجیح نماد فراردادی بعضی نتیجه‌های 
این کتاب را متأثر می کند و خواننده باید هنگام مقایسه" جوابها با کتابهایی که نماد نامساوی مخالف را به 
کار می برند به این موضوع توجه داشته باشد . 

یک مسأله بهینه سازی را خطی گویند. هنگامی که هم تابم هدف و هم قیود» توابع خطی از متفیرهای 
طراحی x,‏ باشند» یعنی مسأله خطی را می توان به شکل زیر بیان کرد : 


f(x) = ei + دی‎ +++ + ent, = CTX . Y.Y) 
با شاخه ای از برنامه ریزی ریاضی که برنامه ریزی خطی نامیده می شود» حل‎ uas مسائل بهینه سازی‎ 
می شوند . مسأله بهینه سازی غیر خطی گفته می شود اگر تابع هدف یا قیود» توابع غیر خطی از متغیرهای‎ 


طراحی باشد . 


۱۰۲۰۲ Jūs 
خریای سه میله ای شکل ۱۰۲۰۳ را در نظر بگیرید . فرض کنید خریا از فو لاد (چگالی"0.2910/10)‎ 
ساخته شده» و می خحواهیم جرم را مینیمم کنیم مشروط به این که تنش در اعضا در کشش یا فشار. از‎ 
است اعمال‎ O.lin? تجاوز نکند . همچنین یک قید جانبی که مینیمم مساحت هر عضو‎ 30000psi 


می کنیم . متغیرهای طراحی مساحتهای سطح مقطع ,۰۸ A,‏ و yA,‏ مختصات افقی X, 5X, «X,‏ نقاط 


بخش ٩۲‏ :مبانی رابطه‌سازی ماله ۲۹ 
تکیه گاهی است . نقطه اثر نیرو ابت فرض می شود. ما دنبال رابطه سازی استاندارد به شکل )0 Y.‏ .3( 


برای این مسأله بهینه سازی هستیم . 
نوشتن تابع هدف بر حسب متغیرهای طراحی ساده است . 


m = 0.29( Ai Li + AL + AL) , 


در حالی که 
Li = 4/2? + 100? , t= 1‏ 
برای محاسیه قید ند تنش معرفی تغییرمکانهای1» U‏ در نقطه اعمال نیرو به عنوان متغیرهای واسطه 


راحت تر است . می توان نشان داد که معادله هایی که حاکم بر ۰:4 V‏ هستند عبارتند از : 


ku(x)u + ki(x)v —10,000 , 
Kig(x)u + kz(x)v =0 , 


در حالی که 
ku(x) =E pa‏ 


i=l Li 


s i 
kıa(x) =- E p =! 


i=l 


10, 000.4; 
ko (x) Mm ' 


i=l L 





E;‏ عبارت است از ضریب ارتجاعی فولاد (30x 10° psi)‏ تنشهای اعضا بر حسب ۰۷ vU‏ عبارت 
E(-ur/I2-100/1), |^ 2 ۰‏ = 

براساس تحلیل CYL‏ یک راه رابطه سازی مسأله بهینه سازی به شکل استاندارد این است که ۰:4 7 رابه 
فهرست متغیّرهای طراحی اضافه کنیم . رابطه سازی عبارت است از : 


b ™ =0.29( A; Lı + A2L5 + A3L3) مقدار‎ 


۰ مبانی بهیه سازی سازه‌ها (فصل ۱: مقدمه) 


hi zkuu t kiov — 10 000 =0 y مشروط به‎ 
ha =kiu + kv = 0, 


J 
;و (قیود کشش)‎ = 30 000 - E(—uz; + 100v)/L? > 0 , 
ورو (قبود فشار)‎ = E(—uz; + 100v)/ £2 + 30 000 > 0 , 
هبو (قیود مییمم مساحت)‎ = A; - 0.12 0, t= 12,3 « 


آن گاه مسأله ای با هشت متخیر طراحی co)‏ و ۰3 ۰2 ۲۱-1 4)» دو قید تساوی و نه قید 
نامساوی داریم . این رابطه سازی که متفیرهای پاسخ 4 و " و متفیّرهای ابعاد سازه را یه عنوان متغیرهای 
طراحی شامل می شود تحلیل و طراحی همزمان می‌نامند. بسیاری از رابطه سازی‌های بهینه سازی 
سازه‌ها متغیّرهای پاسخ را با | ستفاده از معادله های تعادل حذف می کند . در اين مسأله می توانیم از دو قید 
تساوی ا وا را بدست آورده و دو قید تساوی و دو متغیر طراحی را حذف کنیم . رابطه سازی جدیدی که 
در آن تغییرمکانها به عنوان متغیر طراحی وجود ندارد در بهینه سازی سازه ها بسیار معمولتر است . در 
نتیجه به ندرت با مسائل بهینه سازی سازه ها که شامل فیود تساوی باشد برخورد می کنيم . * ۰ * 

هنگامی که رابطه سازی مثال ۲ . ۲ .۱ بالا به شکل استاندارد درآمد» در حل این مثال» حتی با په کار 
بردن بسیاری از فتون حل استاندارد» ممکن است با مشکلات عددی مواجه شویم . دلیل این مواجهه 
تفاوتهای بسیار بزرگ بین مقادیر متغیرهای طراحی مختلف و قیدهاست . ابتدا متفیرهای طراحی را در 
نظر بگیرید . متغیّرهای طراحی مساحت انتظار می رود که از مرتبه" نسبت نیروی اعمال شده په تنش مجاز 
باشند که بین 0.1 تا lin?‏ است . از طرف دیگر» انتظار می رود که متغیرهای طراحی مختصات از مرتبه 
170 باشند . 

صیس قیود را در نظر بگیرید . اگر تغییرمکانهای U‏ و ده درصد پایین تر پا بالاتر از مقدار بهین شان 
باشند انتظار می رود که قیود تساوی ,۰/1 ,1 از مرتبه" بزرگی ده درصد نیروی اعمال شده باشند . به طور 
مشابه یود نامساوی ,9 تا .9 از مرتبه" ده درصد تنش مجاز 30000051 خواهند بود. قیود حداقل 
مساحت ,و تا و9 نیز از “acy‏ *0.1]0 خواهند بود. 


از آن جا که بسیاری از بسته های نرم افزاری بهینه سازی از نظر عددی توانمند نیستند. حوب است که 


بخش ۰۳ : فرایند حل ri‏ 

چنین تغییرات وسیعی در مقدار متفیّرهای طراحی و قیود را با نرمال سازی از بین برد . متغیرهای طراحی 
را با مقیاس بندی می شود به مرتبه" ۱ نرمال سازی کرد. در مثال ۲۰۲ . ۱متغیرهای طراحی مختصات را 
می شود با فاصله عمودی داده شده (10017) نرمال سازی کرد و متغیرهای طراحی مساحت را با یک 
مساحت اسمی c‏ ”1.31 = ۸ که نسبت بار اعمال شده به تنش مجاز است . 

قبود را نیز می شود به شکل مشابهی نرمال ساخت . معمولا قیود نامساوی را می توان با مقداری مجاز 
که برای تشکیل آنها استفاده شده نرمال ساخت . بنابراین قیدی که مؤلفه' تنش > باید از یک تنش مجاز Far‏ 
کوچکتر باشد» بیشتر به شکل زیر نوشته می شود : 


~a < ۷ ۰, (1.۲.۸)‏ وت < و 


مقدار قید به واحدهای استفاده شده بستگی دارد» و می تواند بزرگ یا کوچک باشد. قید می توآند به 
شکل زير نرمال شود. 


Lai Q.Y.4) 


Oat 


اکنون مقدار قید از مرتبه" یک است و به واحد استفاده شده بستگی ندارند . 


۳ فرایند حل 

روشهای بهینه سازی مطرح شده در این کتاب. اکثرآفنون جست و جوی عددی اند . این فنون با یک 
طراحی اولیّه شروع می شوند و با گامهای کوچکی مقدار تابع هدف یا میزان مقبولیت cae‏ و یا هر دو را 
بهبود می بخشند . هنگامی که نتوان بدون نقض قید» در بهبود بخشیدن به تابع هدف پیشرفتی حاصل 
کرد» جست و جو متوقف می شود . بعضی از روشهای بهینه سازی هنگامی که بهبود تابع هدف بسیار XS‏ 
می شود متوقف می شوند . راه دیگر بررسی بهینگی استفاده از شرایط لازم» که شرایط کان- تاکر (فصل ۵ 
را ببینید) نامیده می (a‏ است که باید در مینیمم صدق کنند . برای نشان دادن تعداد متغیرهای طراحی ما 
معمولاً از 7 استفاده می کنیم» پس جست و جو برای بهین در یک فضای Tt‏ بعدی از متغیّرهای حقیقی "۸ 
انجام می شود . هر نقطه از این فضا امکان یک طراحی را تشکیل می دهد . 

در مسائل بهینه سازی سازه ها» قیدهایی مانند تنشهاء تغییرمکانها یا قیود بسامد روی طراحی اعمال 


gle Pf‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۱: مقدمه) 
می شوند که مهمند . یعتی چنین قیدهایی طراحی نهایی را تحت تأثیر قرار می دهند و تابع هدف را وادار 
می سازند که نسبت به حالت بدون قید» مقدار بالاتری داشته باشد . به عنوان مثال» در مثال ۰۱۰۲۰۲ اگر 
قیود تنش برداشته شود» تمامی مساحتهای سطح مقطعها به مقدار مینیمم خودیعنی 0.11 کاهش می یاہند 
و مختصات نقاط ۰۱ ۲ و ۳ مستقیماً بالای نقطه ۴ قرار می گیرند و طولهای هر سه عضو مقدار مینیمم 
7 خواهد شد و متناظر با آن جرم کل 8.710 می شود و تتش‌های به وجود آمده در اعضا به سمت 
بی نهایت میل می کند . چون ما نمی توانیم تنش بی نهایت داشته باشیم» قیود تنش را اعمال می کنیم» و 
انتظار داریم که جرم بهین از 8.71 بیشتر باشد» و در طراحی بهین» تنش دست کم در یک عضو برابر با 
تنش مجاز حذاکثر 30000۳53 باشد . 

به طور کلی» فضای متغیرهای طرٌاحی را به ناحیه قابل قبول و غير قابل قبول تقسیم می کنیم . ناحیه' 
قابل قبول همه نقاط طراحی امکان پذیر که همه" قیود را برآورده می کنند را شامل می شود . ناحیه غير قابل 
قبول مجموعه" نقاط طراحی است که دست کم یکی از قیود را نقض می کنند . از آن جا که ما انتظار داریم 
قیدها» طراحی بهین را تحت تأثیر قرار دهند» در طراحی بهین بعضی از قیدها بحرانی خواهند بود. این 
وضعیت معادل این است که بهین در مرز بین ناحیه" قابل قبول و غير قابل قبول باشد . قیدهای نامساوی در 
رابطه سازی استاندارد معادله" (۵ . ۲ ۱۰) وقتی بحرانی هستند که برابر صفر باشند . این قیدها را قیدهای 
فعال نیز می نامند» در حالی که قیدهای دیگر فیر فعال باسست اند . به عنوان مثال» قید حداقل 
مساحت, 9 از مشال۲ ۲۰ Y‏ را در نظر بگیرید. برای 0.1102 = A,‏ قید فعال و برای 0.11102 A,‏ 45 
سست. و برای 0.0910۶ = AS A,‏ نقض شده است . 

می توان این طور برداشت شهودی کرد که در واقع فرض می شود» تمام قیود فعال در طراحی بهین 
مؤٹرند یعنی اگر آنها را برداریم تابع هدف می تواند بهبودیابد. این مطلب هميشه درست نیست . امکان 
دارد که قیدی JU‏ باشد و در صورت برداشتن آن طراحی بهین تغییری نکند . بسیاری از روشهای 
بهینه سازی همراه محاسبه" طرح بهین تعدادی عدد راء هر کدام برای یک قید فعال e‏ بدست می آورند که 
ضربگرهای لاگرانژ نامیده می شوند (فصل ۵ را ببینید) و معیار حساسیّت طراحی بهین نسبت به تخییر هر 
یک از قیدها را اندازه گیری می کند . وقتی ضربگرهای لاگرانژ مربوط به یک Ad‏ صفر است» یعنی با 
تقریب مرتبه یک برداشتن این قید تأثیری در مقدار بهین تابع هدف ندارد . 


این ضربگرها اطلاعات طراحی بسیار مهمّی نیز می دهند زیرا در بسیاری از کاربردهای بهینه سازی 


بخش ۱.۴ :رابطه سازی تحلیل و Ff unb‏ 
سازه ها در انتخاب پارامترهایی که قیدها را مشخص می کنند مانند حدود تنش يا مقادیر حداقل متغیرهاء 
تا اندازه ای آزادی عمل وجود دارد. به عنوان مثال» وقتی قیدهای تنش را در یک سازه" فولادی اعمال 
می کنیم» از پیش شماره فولادی که به کار می رود انتخاب می کنیم . برای تخمین اثر تغییر در حذ تنش 
روی تابح هدف می توانیم از ضریگرهای لاگرانژ استفاده کنیم . اگر ببینیم طراحی بهین به این مقدار Io‏ 
تنش خیلی حساس است » می توانیم از فولادی با شماره؛ بهتر استفاده کنیم . 

یکی از مسائل اساسی در بیشتر روشهای حل بهینه سازی بدست آوردن مجموعه قیود فعال است . اگر 
روش حل به شکلی است که هنگام جستجو همه قیود را در نظر می “ary pa IP‏ محاسبات بهینه سازی به 
طور چشمگیری اضافه می شود . اگر از طرف دیگر؛ روش حل تنها قیود JG‏ یا نزدیک به فعال را در 
طراحی آزمایشی در نظر بگیرد» به خاطر نوسان در مجموعه قیود فعال ممکن است همگرایی فرایند 
بهینه سازی با خطر مواجه شود . معمولاً بیشتر روشهای بهینه سازی را با یک راهبرد مجموعه فعال» که 
برای مشخص کردن مجموعه" قیودی که باید در هر طراحی آزمایشی در نظر گرفته شود به کار می رود» 
کامل می سازند . 

هنگام فرایند بهینه سازی سا از یک نقطه طراحی به نقطه' دیگر حرکت می کنیم . در ميان فنون 
بهینه سازی متعدد. اکثر آنها برای حرکت» چهار گام اساسی را بر می دارند . گام اول انتخاب مجموعه 
قید فعال است که در با لا بحث شد. گام دوم محاسبه جهت جست و جوست بر اساس تابع هدف و 
مجموعه؛ قید فعال . بعضی از روشها (مانند روش تصویرگرادیان» جهتی را جست و جو می کنند که بر مرز 
قید فعال مماس باشد . روشهای دیگری مانند جهت قابل قبول یا تابح جریمه" داخلی جهتی را جست و جو 
می کنند که از مرز قید دور شوند. گام سوم عبارت است از تعیین مقدار حرکت در جهتی که در گام قبلی 
مشخص شده است . گام سم اغلب با فرایندی که جست و جوی خطی یک بعدی نامیده می شود به 
انجام می رسد زیرا به دنبال یافتن مقدار یک عدد اسکالر است که فاصله' مقدار حرکت در امتداد جهت 
مورد نظر را تعیین می کند. گام آخر گام همگرایی است که مشخص می کند آیا حرکت دیگری لازم است 


p 


۴ رابطه سازی تحلیل و طراحی 
در یک طراحی عملی نوع رابطه سازی ریاضی مسأله طراحی سازه که بايد به کار رود هميشه روشن 


giles rr‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۱ : مقدمه) 
نیست . به عنوان مثال» تیر شکل ۱ ۱۰۱۰ را در نظر بگیرید و فرض کنید طراح می خواهد به یک طراحی 
با سختی بالا و جرم کم برسد . یک گزینه این است که طراح یک رابطه سازی تابع هدف چند گانه را که هم 
جرم 77 در معادله (۱۰۱۰۲) و هم تخییرمکان ماکزیمم ر س معادله CVV Y)‏ به طور همزمان میتیمم 
شوند . راه دیگر این است که وزنهایی مانند , » و ر ۾ به دو تابع هدف اختصاص داده شود و از آنها برای 
تشکیل یک تابع هدف م رکب ,رب ار » + » استفاده شود. راه سوم این است که جرم به عنوان تابع 
هدف در نظر گرفته شود و مقدار بر , ۵ به عنوان قید لحاظ گردد. co AVG‏ راه دیگر این است که برای 
جرم یک حد بالا در نظر گرفته شود و تغیبرمکان ماکزیمم به عنوان تابع هدف لحاظ گردد. 

تمامی رابطه سازی های فوق برای هدف طرّاحی به وجود آوردن یک طراحی با استحکام و سبک وزن 
قابل قبول است . اما رابطه سازی ریاضی و دشواریهای حل کاملاً متفاوت است . به عنوان مثال» اگر در 
رابطه Y)‏ ۰۱ ۱) داشته باشیم Pd‏ جرم یک تابع خطی از متیر طراحی Kx)‏ است ولی تغییرمکان 
ماکزیمم با آن رابطه" خطی ندارد. بعضی از روشهای بهینه سازی غیر خطی وقتی هدف خطی و قیود 
غیر خی اند بهتر کار می کنند و بعضی دیگر در موقعیتهایی که عکس آن باشد خوب کار می کنند . بنابراین 
انتخاب رابطه سازی بر اساس نرم افزار بهینه سازی در دسترس طراح صورت می D‏ 

رابطه سازی و حل مسأله بهینه سازی سازه‌ها نیز مهم است. زیرا در درجه" اول. تحلیل بايد هنگام 
فرایند بهینه سازی بارها تکرار شود و کاربرد روش gle‏ که از نظر محاسباتی ارزان باشد بسیار مهم است . 
بنابراین یک مدل اجزای محدود دقیق که معمولاً برای یک تحلیل سازه استفاده می شود ممکن است 
برای بهینه سازی مناسب نباشد و شاید بهتر باشد که با یک مدل خام جایگزین گردد. 

انتخاب فرایند حل تحلیل سازه نیز به طور مشابه ممکن است تحت SE‏ محیط بهینه سازی قرار گیرد . 
به عنوان مثال» بسامدهای ارتعاشی و تواترهای آن در یک سازه معمولاً با روش حل مقدار ویژه محاسبه 
می گردد. بعضی از این روشها از تقریب اولیه خوب بردار ویژه سود می برند و بعضی دیگر این طور 
نیستند. برای کاربرد در بهینه سازی سازه‌ها؛ روشهای دسته اول بهترند» زیرا بردارهای ویژه (تواترهای 
ارتعاش) وقتی طراحی تغییر مختصر می ابد به کندی تخییر می کنند . بنابراین بردارهای ویژه طراحی قبلی 
می توانند به عنوان تقریبهای اولیه" خوبی برای بردارهای ویژه فعلی باشند . 

co AVL‏ در بعضی از حالتها» ترکیب تحلیل و طراحی سودمند است . این کار وقتی اتفاق می افتد که 
تحلیل سازه طبیعتی تکراری داشته باشد» مانند رفتار سازه‌های غیر حطی . چر خه های تحلیل و طراحی را 


بخش ۱۰۵ :روشها یکلی و ویژه ‏ ۴۵ 
می شود چنان ترکیب کرد که چرخه تحلیل برای هر چرخه" طراحی فقط بطور جزئی همگرا شود. ( به 
عنوان JUS‏ [33,32] ) . در بعضی از حالتها ترکیب چرخه های تحلیل و طراحی در یک چرخه" واحد 


سودمند است. این روش تحلیل و طراحی همزمان در فصل ۱۰ بحث می شود. 


۵ روشهای کلی و ویژه 

روشهای حلی که عموماً برای بدست آوردن طراحی بهین در بهینه سازی سازه ها به کار می رود را 
می شود به دو دسته" مختلف تقسیم کرد . یک تقسیم GAY‏ مهم روشهای «de-‏ روشهای کلی و روشهای 
ویژه است . روشهای ویژه انحصاراً در بهینه سازی به کار می روند (گرچه بتوان آنها را در زمینه های دیگر 
نیز به کار برد) . روشهای کلی که در مسائل بهینه سازی به کار می روند در زمینه ها و شاخه های ailaze‏ 
دیگری نیز به کار می روند. در آغاز مراحل توسعه بهینه سازی سازه‌ها: روشهای وییژه شهرت زیادی 
داشتند . این روشهای ویژه روشهایی بودند که بعضی از مسائل بهینه سازی سازه ای را در مقایسه با هر 
روش کلی دیگر به طور SIS}‏ حل می کردند . 

موفقیت آمیز ترین روشهای ویژه. فن طرآحی تمام تنیده است که در فصل ٩‏ بحث می شود . این روش 
برای طراحی سازه ای به کار می رود که تنها مقید به قید تنش باشد و برای سازه‌هایی که از یک نوع مصالح 
تشکیل شده باشند و اضافه وزن کمی دارند» خوب کار می کند . 

شهرت روشهای ویژه در حال حاضر کم شده» زیرا محدودیتهای آنها روز به روز بیشتر آشکار می شود . 
رویکردی که در این کتاب در پیش گرفته شده تأکید روی روشهای کی است و نه روی روشهای وییژه . 
روشهای کلی نه تنها مزیت کاربرد وسیعتر دارند» بلکه منابع وسیعتری برای آنها وجود دارد . پژوهشگران 
رشته های مختلف این روشها را پیوسته توسعه می دهند و پیاده سازی آنها را در نرم افزارها کاراتر و قابل 
اطمینان تر می سازند. 

علاوه بر کمرنگ بودن نقش روشهای خاص برای طرّاحی سازه ها ما بعضی از روشهای برنامه ریزی 
ریاضی مانند برنامه ریزی دینامیکی » برنامه ریزی هندسی و فنون کنترل بهین که در مسائّلی به شکل خاص 
به کار می روند رانیز مورد بحث قرار نخواهیم داد. این روشها در مسایل طراحی سازه‌ها با موفقیت به کار 
رفته اند. اما به خاطر فضای خاص در نظر گرفته شده در آنها. در این جا مطرح نمی شوند. برای اطلاع 


بیشتر در مورد کاربرد این روشها در طراحی سازه ها خواننده به مراجع ]34-36[ ارجاع داده می شود . 


۳۶ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (نصل ۱ : مقدمه) 

مهمترین توجهی که یک تحلیلگر سازه باید در استفاده از روشهای بهینه سازی US‏ داشته باشد این 
است که یک رابطه متقابل بین نرم افزار تحلیل سازه و نرم افزار بهینه سازی به وجود بیاورد . این رابطه 
متقابل سه عنصر dal)‏ سازی» حساسیّت و تقریب دارد و یکی از هدفهای مهم این کتاب نیز پرداختن به 
این رابطه" متقابل است . 

رابطه سازی یک مسأله طرّاحی سازه در موفقیت فرایند طراحی نقش مهمی دارد . یک رابطه سازی 
ضعیف می تواند به نتیجه های ضعیف و یا هزینه های محاسباتی بسیار زياد غیر قابل قبول پینجامد . به 
عنوان مثال» فصل ۰۳ مسائل طراحی سازه" مختلفی را مورد بحث قرار می دهد که می‌توانند با یک تابع 
هدف خطی و قیود uas‏ رابطه سازی شوند. das goss‏ بوفت زابطه سازی عطی» روشهای بسیار 
پیشرفته و نرم افزارهایی است که برای Jo‏ مسایل خطی وجود دارد. 

محاسبه' مور و کارای مشتقات قیود و تابع هدف نسبت به متغیّرهای طراحی که الب به عنوان 
مشتقات حساسیّت مطرح می شوند در فصلهای ۷و ۸ بحث می شوند . بیشتر الگوریتمهای بهینه سازی 
عمومی چنان مشتقهایی را نیاز دارند و محاسبه آنها در بهینه سازی سازه هایی که با مدلهای اجزای محدود 
beg‏ می شرند الب مهسترین هی محامبتی است .این مشتقهابرای تدکیل Jai‏ 
می توانند به کار روند که این تقریبها را می توان در بخشی از فرایند بهینه سازی به جای ارزیایی A3‏ دفیق که 
پرهزینه است به کار برد . کاربرد تقریب Ad‏ در فصل ۶ بحث می شود . 

اهمیّت محاسبه Gala‏ و کارای مشتقات حساسیّت و به کار گیری تقریب در قید اکنون مورد تو جه بیشتر 
متخصصان بهینه سازی سازه هاست . ما معتقدیم که این موضوع موفقیت و هزینه" IS‏ محاسباتی فرایند 


بهینه سازی را > بیشتر از انتخاب نوع روش بهینه سازی متأثر می سازد . 


۶ نمربنها 

١-یک‏ سه b‏ که در شکل ۱۰.۶۰۱ نشان داده شده از سه "d‏ فولادی ساخته شده است . انتهای 
این لوله ها روی دایره ای به شعاع ۶ فوت و با زاویه" wel‏ نسبت به هم قرار دارند . یک نیروی به 
طرف Qu‏ عمودی 2516105 در بالا اعمال می شود . لازم است که وزن سه پایه چنان مینیمم شود که سه 


پایه از نظر کمانش اویلری" » کمانش محلی و تسلیم شدن مطمئن باشد. فرض کنید «E = 30× 10 psi‏ 


1) Euler buckling 


d 


120.20 in 





شکل ۱ .۱.۶ یک سه پایه تحت تأثیر بار عمودی 


. محاسبه کنید‎ PSI پر » و تنش کمانش محلی را از رابطه زیر بر حسب‎ 60x 10? psi 


2 s(t 
Cer = 36 x 10 G i 


قیود را در یک فضای طراحی دو بعدی d‏ (قطر مترسط لوله) و ۸ رسم کنید . ناحیه های قابل قبول و 
غیر قابل قبول را مشخْص کنید. ترازهای تابع هدف را بکشید و جواب بهین را نشان دهید . 

۲- یک تیر مستطیلی نازك با مقطعی به ابعاد ا و ۸ و طول 6 در دیوار محکم شده است و نیروی 
p =10kips‏ به انتهای آزاد آن وارد می شود (شکل VF. Y‏ علاوه بر شکست در اثر ضعف استحکام» 
چنان تیری می تواند در اثر چرخش حاصل از ناپایداری جانبی از بین برود. بار بحرائی برای تیری به 
طول ul uL‏ است با 


Der = 4۰013/۳۵۷ 


که در آن E‏ ضریب ارتجاعی T, Sh‏ کوچکترین گشتاور ماند و C.‏ صلبیت پیچشی تیر است که 


east 
Cai = 75ksi ,G = 12x ۱06051 E-30x105psi ALS که از نظر استحکام و چرخش مقاوم باشد . فرض‎ 


۴۸ مبانی dings‏ سازی سازه‌ها (فصل ۱: مقدمه) 


Y 






p = 10 kips 


شکل Y‏ .۱.۶ یک تیر مستطیلی نا زك 


در کشش و فشار. جواب بهین را روی ترسیمه مشخص کنید . 

۳- طراحی یک سطح مقطع T‏ شکل را مانند شکل ۰۳ ۱۰۶ در نظر بگیرید که اهداف آن مینیمم شدن 
مساحت سطح مقطع و مینیمم شدن تنش نرمال حاصل از خمش حول محور خنثای افقی باشد . ضخامت 
بال و جان سطح مقطع ثابت و برابر 0.110 = ٤‏ است . متغیرهای طراحی عبارتند از عرض yw‏ ارتفاع h‏ 
سطح مقطع . از روش ترسیمی طراحی‌هایی را که هر یک از هدفها را به تنهایی مینیمم می کند بدست 
cA‏ در صورتی که عرض و ارتفاع در محدوده" 10 S‏ ۸ و Sw‏ 0.1 باشند . همچنین با استفاده از 


رویکرد تاع وزنی با وزنهای مساوی. و با استفاده از (۴ ۰ ۱۰۲) طراحیها را بیابید . 


A 





س رس 
شکل ۱.۶۰۳ طراحی سطح مقطع یک تیر آشکل 





شکل ۱.۶.۴ یک شبکه ارتجاعی تحت تأثیر بار یکلواغت 


۴- شبکه ای ارتجاعی از دو تیر یکنواخت و با مساحتهای سطح مقطع ,۸و A,‏ مطابق شکل ۰۴ ۱۰۶ 
تشکیل شده است . هر دو تیر تحت تأثیر بار گسترده" 10001b/in‏ قرار دارند . طراحی وزن مینیمم چنین 
سازه ای ابتدا توسط مازس و انادا [37] مطرح شد. تنشهای ماکزیمم کششی و فشاری در مقاطع ۲۰۱ 
۳ رابر حسب 4 و ر4۸ بدست آورید . فرض کنید مدول مقطع 2 و گشناور ماند 7 با روابط زیر به مساحت 


۸ 1.82 A 2.65 


برای کشش و فشار تنش مجاز 20000۳51 در نظر بگیرید و پنج قید و تابع هدف را رابطه سازی کنید . 
قیدها و تابع هدف را رسم کرده و ناحیه های قابل Syd‏ و غیر قابل قبول را مشخص کنید . در مورد 
ریژگیهای ناحیه قابل قبول در مقایسه با دو مسأله قبلی بحث کنید . بهترین طراحی برای شبکه را بیابید . 


1) Moses and Onada 
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ابزارهای کلاسیات در ding)‏ سازی سازه ها Y‏ 


ابزارهای بهینه سازی کلاسیک که برای یافتن مینیمم و ماکزیمم توابع و تابعی ها بکار می روند» کاربرد 
مستقیمی در زمینه بهینه سازی سازه‌ها دارند . کلمه #ابزارهای کلاسیک» در این جا به این خاطر به کار 
می رود که فنون کلاسیک حساب دیفرانسیل معمولی و حساب تغییراتی را در بر گیرد . با استفاده از این دو 
فن» جوابهای دقیق تعدادی از مسائل ساده" نامقید و یا با قید تساوی در مقالات بدست آمده است . باید 
یادآور شد که چنان مسائلی اغلب نتیجه" فرضیات ساده شونده ای هستند که واقعیت ندارند و به شکلها و 
موقعیتهای غیر منطقی می انجامد . با این همه. در نظر گرفتن چنان مسائلی تنها یک تمرین علمی محضص 
نیست بلکه در فرایند حلی بسیاری از مسائل واقعی مفید است . 

در سالهای اخیر توجه به کاربرد ابزارهای کلامیک به ویژه روشهای تغییراتی» در بهینه سازی سازه ها 
افزایش یافته است . رابطه‌سازی ریاضی دسته" وسیعی از سازه‌ها تحت عنوان مسائل بهینه سازی با 
روشهای تغییراتی انجام می شود. به علاوه» مطالعه مسائل کلاسیک نه تنها برای LSE‏ اصول فنون 
روشهای کلاسیک لازم است. بلکه به عنوان یک ضرورت اساسی در بهینه سازی سازه ها مطرح است . 
صورت کامل جوابهای دقیق مسائل کلاسیک به عنوان اعتبار بخشی جوابهای بدست آمده از فنون عمومی تر 
عددی تقریبی به کار می روند . از آن مهمتر» بهینه‌سازی کلاییک شاید بهترین راهمکاری باشد که 
دانشجوی بهینه سازی سازه ها بتواند به سزال وجود و یگانگی طراحیهای بهین و مشخص کردن شرایط 
لازم و کافی بهینگی پاسخ دهد . چنین سالاتی تنها در ساده ترین مسائل بهینه سازی مانند آنچه در این 
فصل در نظر گرفته می شودء می تواند پاسخ داده شود . 


gil rr‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 
۱ بهینه سازی با استفاده از حساب دیفرانسیل 

در غیاب معادلات قید؛ یک تابع هدف به طور پیوسته دیفرانسیل پذیر X)‏ ...رکو Go‏ از ٨‏ متغیر 
طرّاحی مستقل» در صورتی یک مقدار ماکزیمم یا مینیمم در دال فضای طراحی R”‏ دارد که فقط در 
ازای مقادیر متغیهای طراحی AX.‏ مشتق جزثی 


or or af ۰ 


no got uites. ' Bn .۱.١( 





به طور همزمان صفر باشند . این شرط لازم برای ایستا بودن نقطه" ‏ است. در فصلهای بعدی 
خواهیم دید که این ویژگی یکی از ابزارهای ارزشمند یافتن جواب بهین است . برای یک تابع با مقادیر 
اسکالر» بردار مشتقات اول که آن را بردار گرادیان V‏ می نامیم» برای یافتن جهت جست و جو در 
الگوریتمهای بهینه سازی به کار می رود . 

برای بدست آوردن شرط کافی برای فرین بودن یک نقطه ایستا مانند ‏ لازم است که ماتریس مشتقات 


دوم H‏ تابم هدف ارزیایی گردد. ماتریس مشتقات دوم را ماتریس هسیان می نامند و به شکل زیر تعریف 


می شود 
e‏ ?8 ?8 
H- : : E : )۲۰۱۰۲(‏ 


g3 8? 2‏ 
می توان ثابت کرد که اگر ماتریس مشتقات دوم در نقطه" X.‏ معین مثبت باشد» آن گاه نقطه" ایستا یک 
مثبت (متفی) می گویند اگر شکل درجه" دو Q 2 x! Hx‏ برای هر × مثبت (منفی) باشد و تنها در 0 X=‏ 
صفر باشد . بررسی محاسباتی معین مثبت یا منفی بودن یک ماتریس شامل دترمینانهای کهادهای اصلی 
p 1) <1 ,..., 0m‏ شود. کهادهای اصلی H,‏ رشته ای از زیر ماتریسهای مربعی از H‏ از مرتبه # هستند 
که قطر اصلی آنها در امتداد قطر اصلی ماتریس H‏ است . ماتریس H‏ معین مثبت است اگر دترمینان 
همه" کهادهای اصلی واقع شده در گوشه" سمت چپ بالای ماتریس مثبت باشند و معین منفی است اگر 


-H‏ معین مثبت باشد . به همین ترتیب» -H‏ معین مثبت است اگر H,‏ منفی و کهادهای اصلی بعدی» 


بخش ۲.۱ : بهینه سازی با اسنفاده از حساب دیف رانسیل fà‏ 

H, , 1, ,.... 1‏ یک در میان مثبت و منفی باشند[1] . حاصیت دیگر ماتریسهای معین مثبت (منفی) نیز 
می تواند برای بررسی مورد استفاده قرار گیرد. یک ماتریس متقارن معین مثبت (منفی) است اگر و تنها اگر 
مقادیر ویژه اش مثبت (منفی) باشند. 

یک ماتریس متقارن 8 را نیمه معین مثبت گویند اگر شکل درجه دو x Hx‏ = © به ازاء هر × نامنفی 
باشد . این حالت وقتی اتفاق می افتد که مقادیر ویژه ماتریس نامنفی باشند . متأسفانه» شرط مورد انتظار 
نامتفی بودن کهادهای اصلی برای نیمه معین مثبت بودن کافی نیست . اگر ماتریسی نیمه معین مثبت باشد 
و معین مثبت نباشد» آن گاه دست کم یک 0 Xx‏ وجود دارد که شکل درجه دوم صفر بوده؛ و دست کم 
یک کهاد اصلی صفر است و در نتیجه ماتریس منفرد و حداقل یک مقدار ویژه نیز صفر است . در این 
حالت مشتقات مرتبه" بالاتر تابع f‏ برای شرایط کافی یک مینیمم مورد نیاز است . به طور مشابه» وقتی 
H‏ - نیمه معین مت است of‏ گاه H‏ نيمه معین منفی است . اگر H‏ نیمه معین منفی باشد و نه معین 
برای برقراری شرایط کافی یک ماکزیمم مشتقات مرتبه" SVL‏ مورد نیاز است . بالاخره وفتی 
s |‏ نه نیمه معین مثبت و نه نیمه معین منفی TO‏ نامعین نامیده می شود . در af‏ حالت نقطه ایستانه 
مینیمم است و نه ماکزیمم» بلکه یک نقطه" زینو ' است . 


دو مثال ساده زین استفاده از حساب دیفرانسیل در یافتن سازه" بهین را تشریح می کند . 


منال ۲.۱۰۱ 

سازه" خریای معین ایستایی متقارن نشان داده شده در شکل (۱ CY exa‏ باید با تغییر ارتفاعهای h, gh,‏ 
از اعضای عمودی برای مینیمم شدن وزن طراحی شود. چون خرپا از نظر ایستایی معین است نیروی 
اعضا از مساحت سطح مقطعها مستقل است؛ بنابراین مساحنها تا هر عضو تمام تنیده شود (تنش درآن 






شکل ۱ ۱۲۰ gh > r‏ تمام تنیده با O59‏ مینیمم h2‏ 


1) Saddle Point 


۳۶ مبائی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 
برابر تلش مجاز o,‏ باشد) می تواند کاهش یابد . 


برای بار گذاری نشان داده شده در شکل e‏ نیرو در هر عضو می تواند بر حسب هندسه سازه به شکل زیر 


بیان شود 
hı —h P‏ 
HR F-2--, F-0, Q.V. Y)‏ 
1 
h2 2 EP 274‏ 
Aa Eg R = n AY EI, (Y.3.*)‏ 


2h, 2h; 


اگر هر عضو بخواهد تمام تئیده باشد» مساحت سطح مقطع اعضای 4 می تواند با نیرویی که توسط 
عضو تحمل می شود با رابطه" زیر مربوط شود 


Prem i=1,...,9. )۲ .۱ . ۵( 


To 


از رابطه (۱۰۳ (Y.‏ مساحت سطح مقطع ‏ ۸ از اعضای افقی صفر می شود. اما بر اساس ملاحظات 


. ۸دارند. میزان مشارکت وزن این اعضا در وزن 


پایداری فرض می شود این اعضا یک حداقل مساحت m‏ 
کل سازه از متغیرهای طراحی ,۸ و ره مستقل است و برای مسأله مینیمم سازی از آنها چشم پوشی 
می شود. حجم کلی مصالح در سازه خرپای باقی مانده برابر است با جمع حاصلضرب مساحتهای سطح 
مقطمها در طول اعضا که می تواند بر حسب متغیرهای مجهول بیان شود. می توان نشان داد که حجم AS‏ 
باقیمانده برابر است با 

voids ie EE. (Y.3.5) 


با مشتق گیری از حجم نسبت به متغیرهای مجهول داریم 


2 2 V 
LL in 1 - d - Fy) =0 xo Pec =0. )۲۰۱۰۷( 
Oho Oo 


مقادیر بهین ارتفاعها عبارت است از 


khadi Waeb (۲.۱.۸) 


بخش ۲.۱ dings:‏ سازی با استفاده از حساب دیف رانسیل ry‏ 


A; = ÅA = پر‎ = =, )۲ . ۱ . ٩( 
ماتریس مشتقات دوم تابع هدف برای مسأله عبارت است از‎ 


2/h I?) —2h h? 
= و‎ [C/M t ) 4 iT, Covey) 


که در مقادیر بهین متغیرهای طراحی برایر است با 


1/2- 1 ]۷3 لو _ - 
H'- UT Y [in ۳ (Y.3. 3‏ 
ماتریس H"‏ معین مثبت است (کهادهای اصلی را بررسی کنید) . بنابراین؛ شرط کافی بهینگی طراحی 
مثال ۲.۱.۲ 


یک کابل سازه ای که نمی تواند اضافه طول پیدا کند با سختی خمشی صفر در نظر بگیرید مانند 


F‏ در انتهای آن کشیده می شود که دو نقطه انتهایی با فاصله ر1 


از یکدیگر قرار دارند و یک بار گسترده" عمودی با شدت P(X)‏ را تحمل می AS‏ 
از آن جا که مساحت سطح مقطع کابل می تواند در امتداد طول تغییر eS‏ تنش محوری برابر با تنش 
مجاز در نظر گرفته می شود . مقدار بهین کشش افقی F,‏ را که برای یک بار یکنواخت P(X) * po‏ حجم 
کل مصالح کابل را مینیمم می سازد بدست آورید . 


P(x) 





شکل r. f. Y‏ طراح LE‏ سازه ای 


شکل(۲ ۰۱۰ 6۲. کابل با یک نیروی افقی , 


۴۸ مبانی بهینه سازی سازه‌ها(فصل Y‏ :ابزارهای کلاسیک در بهینه‌سازی‌سازه‌ها) 


با صرفتظر کردن از وزن کابل» معادله های تعادل در جهت افقی و عمودی کابل را به دست می آوریم 
dy‏ 
Fha = Ple), (Y. V. MY)‏ و ؛ثابت = F cos = F,‏ 


که در آن 8 4134105 بین محور افقی × و مماس بر مختصات S OLS‏ است بطوری که ول /چل = C088‏ 
برای یک بار گذاری یکنواخت. از دومین معادله تعادل می توان دو بار انتگرال گرفت و از شرط صفر 
بودن تغییر مکانها در دو انتها استفاده کرد و تغییر مکان عمودی در امتداد طول کابل را بدست آورد. 
داریم : 


2 له 
sz) - Gi. )۲۰۱۰۱۳(‏ = 





v= fav, (1.1.169 
0 

در حالی که 

dV = A(s)ds . Q.V.) 


با فرض این که مساحت سطح مقطع باید تمام تنیده باشد» A(s) = Fjo,‏ ۰ پس حجم کل عبارت 


است از 
fF d‏ 
Ve f (gr (۲.۱.۱۶(‏ 
E a‏ 
0 
از انجا که 
وی dy‏ = 
ds = ] + (7) ar, (Y.Y. MV)‏ 


EEUU SIUS Y. ۱۶( معادله‎ 


Fh 
V= 1 + 2) jaz. Q.V M) 
M 


بخش ۲.۱ : بهینه سازی با استفاده از حساب دیفراتسیل ۳۹ 
با جایگزینی مشتق اول تابع تغیبر مکان معادله (۱۳ M.‏ ۰ ) در معادله c YU‏ می توان نشان داد که حجم 
مصالح به مس افقی به شکل زیر مربوط است 


L Pe L? 
V=— ——], sN 
+ ای‎ (۲.۱.14) 


اگر کشش افقی کوچک CLL‏ حجم افزایش پیدا می کند» زیرا کابل بلندتر می شود. SN‏ از طرف 
دیگر» کشش افقی بسیار بزرگ باشد» مساحت سطح مقطع باید بزرگ شود تا سطح تنش در مه (JU‏ 
اگر چه طول کابل به طرف مینیمم فاصله بین دو نقطه" تکیه گاه میل می کند . 


مقدار بهین کشش افقی را می توان از رابطه زیر بدست آورد 





dV 
— = 1. 
که داریم‎ 
poL 
Ff," = : ALYA 


cul‏ مقدار کشش مربوط به مینیمم حجم کل زیر است 


2 
y* تب‎ Pol 


` V0. 


و توزیع مساحت سطح مقطع بهین عبارت است از 


i Fh Fh dy و‎ pL | 1 1 _ 2 ( 
ی مد‎ a aL )اال‎ ons Y.Y. YY) 
Ae Tocos a, bte Co i3 * )2 7 


اگر چه کاربرد حساب کلاسپک. می تواند در بسیاری از سازه‌های دیگر مانند تیرها و طافها تشریح 
شود. مناسب است جنبه ها و فرضیاتی که این مسائل را قابل کاربرد با حساب معمولی می سازد را بیان 
کنیم . به عنوان مثال» مساله" خرپا که در بالا بحث شد می تواند توسط حساب معمولی حل شود. زیرا 
فرضهای ساده شونده" متعددی داشتیم . ابتدا؛ بعضی از متفیرهای طراحی بالقوه مانند مساحت سطح 





)۲ ۰۱۰. YY) 


۰ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل Y‏ ابزارهای کلاسیک در dings‏ سازی‌سازه‌ها) 
TIL‏ تحلیل با حذف اثر وزن خود اعضای خرپا در پاسخ سازه ساده شد و در نهایت از کمانش احتمالی 
اعضایی که در فشار هستند چشم پوشی شد . بیشتر مسائل بهینه سازی سازه‌های واقعی را نمی شود آن قدر 
ساده سازی کرد که بتوان آنها را با حساب معمولی حل کرد. 


۳ نهینه سازی با استناده از حساب نبیر cool‏ 

بعضی از مسائل طراحی سازه. وقتی به عنوان مسائل بهینه سازی رابطه سازی شوند» تابع هدفی به 
شکل یک انتگرال معین دارند که یک تابع و چند مشتق آن مجهولند. چنان شکلهایی » که تابعی ها نامیده 
می شوند» برای هر تابعی که در آن جایگزین می شود؛ مقدار عددی خاصی دارند. کار طراح عبارت 
است از یافتن یک تابع مناسب که تابعی را مینیمم کند . رشته‌ای از ریاضی که درباره" ماکزیمم و مینیمم 
تابعی ها بحث می کند حساب تغییراتی نامیده می شود . جنبه های خاصی از روشهای به کار رفته در حساب 


تغییراتی مانند روشهای به کار رفته در حساب دیفرانسیل است که در این بخش مورد بحث قرار می گیرد . 


Fa Koad‏ مقدمه ای بر حساب تغسبراتی 
مسأله بدست آوردن تابع y(X)‏ که در دو نقطه مقدار آن داده شده y(a) = Ya‏ و y(b) = ys‏ و برای آن 


انتگر ال 


b 
J= | Fi yas, olo) 


مقدار مینیمم یا ماکزیمم داشته باشد را در نظر بگیرید .(y = dy/dz)‏ شرایط انتهایی y(b) »y(a)‏ را 
شرایط مرزی سیتماتیکی مسأله می گویند . در حالت کلی تر F‏ می تواند تابعی با بیش از یک تابع باشد 
یعنی Vp)‏ ,...۰ ,1/2 ,۰)11 و هر یک از این توابع می توانند به 8 متغیر مستقل Ln)‏ ,... ,22 ,21( وابسته باشند . 
همچنین؛ مشتقات مرتبه های بالاتر این توابع نسبت به متغیرهای مستقل می تواند در ۴ باشد. این 
مقدمه" مختصر به تابعی هایی محدود می شود که بر حسب یک تابع تنها با یک متغیر مستقل بیان شده اند . 
بحث عمومی تر روشهای حساب تغییراتی در مراجع متعددی وجود دارد ( به عنوان JU»‏ ]2-4( . 

فرض می کنیم y (z)‏ تابعی باشد که انتگرال ما را مینیمم می کند . تابع دیگری مشل (2)ن در نظر 
بگیرید که با تفییرات کوچک By‏ از y' (x)‏ بدست آمده 


بخش Y. Y‏ بهینه سازی با استفاده از حساب نغیی راتی os‏ 


yz) = y*(r)+dy = yi(z)-en(z), uem 
یک پارامتر داهنه" کوچک و (7)2 یک تابع شکل است . تابع (7)2 باید شرایط مرزی‎ ٤ در حالی که‎ 
سینماتیکی را برآورده سازد‎ 


nla) < 0 , و‎ m(bz-0, (Y.Y.Y) 
بدون تخییر باقی می مانند . معادله (۲۰۲۰۲) را در انتگرال (۱ ۰ ۲۰۲) جایگزین‎ y(b) بنابراین(»)ن و‎ 
می کنیم؛ و ل فقط تابعی از بارامتر اختلال » هی شود‎ 
b 
J(e) = f Fls, y rey" + (2 


با دانستن این که انتگرال J‏ در 0 = ٤‏ یک اکسترمم دارد» می توان با استفاده از حساب معمولی شرط 


)۲ . ۲ .۴( 


b 
dJ(e) T OF dy OFdy 
P aes CTI. dz = 0, )۲ ۰ ۲ . ۵( 
به عنوان تغییر اول تابعی  که با 6 نشان داده‎ (dJ jde leno) با استفاده از معادله (۲ ۰۲۰ ۲) و تعریف‎ 
می شود داریم‎ 
)۲۰۲۰۶( 


b 
ar OF 
ie n + êy )dz =0 


عملکرد 6 مانند عملکرد دیفرانسیل در حساب معمولی است و همان قواعدی که در مورد عملکرد 


دیفرانسیل به کار می رود در مورد عملکرد تخییرات نیز به کار می رود. از خاصیت جابه جایی پذیری دو 


Slee‏ یعنی 


dn d d dy 
l = — © — = = — = d Y ۰ ۳ ۰ ۷ 
Srt ge gel ge) N ۱ ۱ 


برای رسیدن به معادله (۶ . ۲ . ۲) استفاده شده است . 


در حالت عمومی تر ۳ به بیشتر از یک تابع و مشتقات مرتبه بالاتر از این توابع نسبت به متغیر مستقل X‏ 


gle ۳‏ بهینه سازی سازه‌ها Lal‏ ۲ :ابزارهای کلاسیک در dings‏ سازی سازه‌ها) 
وابسته است . به عنوان مثال اگر 
[Femur az, (۲.۲.۸)‏ = 


آن گاه شرط صفر بودن تغییر تابعی به شکل زیر نوشته می شود 





b 
& = (Gen + Foy + Fas y's + ولو‎ dz = 0. (Y.Y.9) 
. شرط لازم اکسترمم که به شکل معادله (۶ ۰ ۰۲ ۲) یا (۹ ۰۲۰ ۲) بیان شد معمولاً زیاد مفید نیست‎ 
جملاتی که تغییرات مشتقها را شامل می شود می تواند انتگرال گیری جزء به جزء شود تا شرایط مفیدتری‎ 
بدست آید . به عنوان مثال با انتگرال گیری از جمله" دوم معادله" (۰۶ ۰۲ ۲) و مرتب کردن آن می توان‎ 


1 ols jE- ze SE) | evt: - 0 Yy) 


برای مسأله" ماه RAS ob e‏ 
شرایط مرزی را برآورده می کند» 0 = nla) = n(b)‏ برابر صفر است . از تعریف تغییرات داریم 
Syla) = dy(b) = ۰ (Y. Y.A‘)‏ 


6J = JE- zx [| bua = 0. (2X. Y) 


در نهایت » bY 0 p>‏ اختیاری است» کو کے هریس TOM‏ ۰ باید 
در باه انتگرال صقر شود بنابراین اگر (ج)بخواهد را مینیمم (یا ماکزیمم) eS‏ باید شرط زیر را که 


به عنوان معادله" اولر- لاگرانژ معروف است» برآورده سازد؛ 


OF d {OF 
eue estime i نت‎ | coo] CY OY NE 
Oy dz (a7) 3 i 


اگر مقدار تابع مجهول در هیچ یک از دو انتها یا در یکی از آنها مشخص نباشد» آن گاه تغییرات y(z)‏ 


بخش ۲.۲ : بهینه سازی با استفاده از حساب نغییرانی ۰ ۵۳ 
نباید در of‏ نقاط صفر شود. ولی جمله اول طرف راست معادله' (۱۰ ۰۲۰ ۲) همچنان باید مستقلااً صفر 
باشد تا این که رابطه به قوت خود باقی باشد. یعنی اگر (2) در نقاط انتهایی توصیف نشده باشد» 


شرایط زیر که اغلب dl‏ مرزی طبیمی نامیده می شود باید برآورده شود 


oF oF 
— =0, — =0. )۲ , ۲ , ۱۳( 
l| * Be 


مثال ۲۰۳۰۱ 





p(x) = ۵ 8 


شکل ۲.۲.۱ کاب لآویځته شده تحت اثر وزن خود 


‘SLU‏ بدست آوردن حالت تعادل )2 y(‏ یک کابل انعطاف پذیر با سطح مقطع ثابت که در اثر وزن 
حودش بین دو نقطه آویزان شده را در نظر بگیرید . دو نقطه آویز به فاصله / از هم قرار دارند همچنان که در 
شکل(۱ ۲۰ . ۲) نشان داده شده است . این یک مسأله نسبتاً مشهور نقطه ثابت از حساب gl eA‏ است . 
کابل شکلی را دارد که با مینیمم بودن انرژی پتانسیل آن سا زگار است . بنابراین؛ برای بدست آوردن 
شکل تعادل (×)ن نیاز به مینیمم کردن تابعی انرژی پتانسیل داریم که می تواند بر حسب تابع شکل مجهول 


زیر نوشته شود 
J= f ovis, )۲ . ۲ ۰ ۱۵(‏ 


که در آن وم وزن بر واحد طول و و یک جزء از طول قوس کابل است . رابطه" طول قوس با 
مختصات افقی × که مرکزش در وسط کابل قرار دارد را در نظر می گیریم و معادله" )10 ۲۰ رادوباره 


می نویسیم 


۵۴ میانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۲ :ابزارها ی کلاسیک در dings‏ سازی‌سازه‌ها) 


1/2 
7 وم‎ | vfi+viae., (Y. 49) 
-1/2 


اکنون می توان یا تغییرات اول معادله" (۱۶ Y‏ ۲۰) را بدست آورد یا چون این یک مسأله با نقطه" 
انتهایی ثابت است معادله اولر - لاگرانه (۱۳ Y.‏ ۲) را که قبلاً بدست آوردیم به کاربرد . شرط لازم 


برای این که انرژی پتانسیل مینیمم شود به شکل معادله" دیفرانسیل معمولی نیز بدست می آید 
d yy‏ / 
=l. )۲ ۲ , ۱۷(‏ } — سب - +y?‏ 1 
dz (=)‏ 
با بسط جمله" دوم و مرتب کردن دوباره» معادله" Y. VV)‏ به شکل زیر ساده می شود 
yy" - y^ - 120. QU. YA)‏ 


d?y/dz? = tdt/dy »dy/dz = t V‏ ۰ معادله" (۲۰۲۰۱۸)را دوباره به شکل زیر می نویسیم 


0 
EH )۲ ۰۷۲.۱۹ 
۲۶ +۱1 y 


با یک بار انتگرال گیری از (۱۹ ۰۲۰ Q‏ داریم 


t= - دماح‎ 1. (v. Y. Y) 


و بالاخره با یک بار دیگر انتگرال گیری داریم 


0 
v(2) = ach (Z +e), t= S = sinh (2 +o). (Y.Y. YS) 
C1 dr €1 
b از کاربرد‎ 
d 
LARES, Q. Y. YY) 
dz lo 


نتیجه می شود که 0 = ‘Co‏ در حالی که را می توان از شرط 
y(—1/2) = y(1/2) = c cosh(I/(2)).. (Xov YY)‏ 


بدست آورد. معادله (۱ QU. ۲۰ Y‏ معادله یک زنجیر است. ۰۰۰ 


بخش ۲.۳ : روشها یکلاسیک برای مسائل مقید ۵۵ 
۴۳ روشهای کلاسيك برای مسائل مقید 
بیشتر مسائل بهینه سازی سازه‌ها روی متغیرهای طراحی قیدهایی به شسکل حد دارند و یا 
قیدهایی به شکل روابط جبری بین متغیرهای طراحی دارند . این قیدها ممکن است مربوط به ضرورتهای 
شکل تابعی طراحی » هندسه» دسترسی به منابع» یا شکل ظاهری و جذابیت باشد. در این بخش ما 
مسائلی را با قیدهای تساوی روی sla tite‏ طراحی در نظر می گیریم . هر چند اکثر قیدهای پیشتر گفته 
شده به شکل قیدهای نامساوی ظاهر می شوند» آنها را می توان به قیدهای تساوی معادلی تبدییل کرد » 


همچنان که بعداً مورد بحث قرار می گیرد. 
شکل کلی مسائل مقید به قید تساوی را می توان به شکل زیر بیان کرد 
تابم f(x), X = (n,...,24)!,‏ 


(۲.۳.۱) رامشروط به j=l.. Re,‏ ,20 (×)ر۸ eae‏ کنید. 

در حالی که تعداد قیدهای تساوی مستفل , :7 کمتر و یا مساوی تعداد متفیرهای طراحی 7 است . Fi‏ 
تعداد قیدها بیشتر از تعداد متغیرهای طراحی باشد» آن گاه مسأله فرا مقید است و به طرر AS‏ جوابی 
وجود نخواهد داشت . 

برای حل مسائلی به شکل معادله" (۰۱ ۰۳ ۲) بیشتر از یک رویکرد وجود دارد. اگر معادله‌های 
قیدهای تساوی را بتوان به طور صریح حل کرد و patel‏ طراحی را بر حسب مجموعه ای از ر ۱1-1 متغیر 
طراحی مستقل بدست آورد. آن گاه تابع هدف را می توان بر حسب, 11- 18 متغیر طراحی مستقل نوشت . 
تابع هدف جدید دیگر مقید به هیچ قیدی نیست و می توان آن را با استفاده از فنونی که در بخشهای قبلی 

به عنوان مثال» برای یک مسأله مینیمم سازی با دو متغیر طراحی مشروط به یک قید تساوی زیر 


تابع f(21,22)‏ 
(۲ ۰ ۲ . ۲) رامشروط به ,0 — h(zı,za)‏ میئیمم کنید » 


ما می توانیم یکی از متغیرهای طراحی را از رابطه قید بدست آوریم 
zı =h,(zx2), (v.v.‏ 


و آن را در تابع هدف جایگزین کنیم . تابع هدف جدید عبارت است از 


Cla ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‎ : Y سازی سازه ها (فصل‎ dings مبانی‎ af 


F(z2) = f{he(z2), 232] . (Y.Y.Y) 


و می توان از آن نسبت به متغیر طراحی مستقل ry‏ مشتق گرفت و df dz,‏ مساوی صفر قرار داد و 
مقدار بهین 2 را بدست آورد. مقدار بهین 2 نیز از معادله" (۰۳۰۳ ۲) به دست می آید . 

به روشی که در بالا گفته شد» روش حذف متغیر یا جایگزینی مستقیم می گویند. برای مسائلی که در 
آنها معادلات قید را نمی شود به طور صریح حل کرد به عنوان مثال» وقتی قیدها بر حسب انتگرال 


تعریف شده باشند» روش دیگری که روش ضربگرهای pl P Y‏ نامیده می شود به کار می رود . 


۱ روش ضریگرهای PSY‏ 

این روش در حساب تغییراتی » در وافع توسعه مستقیم روش مینیمم سازی مقید در حساب دیفرانسیل 
است . ما با مروری بر روش آن چنان که در حساب دیفرانسیل به کار می رود شروع می کنیم . برای یک 
تابع هدف F(X)‏ از ni‏ متغیر طراحی که باید مینیمم شود. تغییر دیفرانسیل در تابع هدف همچنان بايد صفر 


باشد . 


ðf, , af af 
dea P T هی از‎ a ere. )۲ ۰ ۳ ۰ ۵( 


متغیرهای طراحی (dry, dz», ...., dr.)‏ توسط معادلات قیود به هم وابسته اند . 
برای ساده سازی فرض می کنیم تنها یک معادله" قید 0 = h(x)‏ داریم» تغیبرات دیفرانسیل در 


متغیرهای طراحی با رابطه" زیر به هم مربوط می شوند 


LLUP NES RAS FELT )۲ ۳ ,۶( 
Io r 


می توان معادله" Y P)‏ 1( را در یک عدد اختیاری (از حالا به بعد)» X‏ ضرب کرد و به مسعادله" 


(۰۵ ۰۳ ۲) اقزود و معادله" زیر را بدست آورد (مرجع ]4[ را ببینید) 





of of of 
(s. + M ~ Jan +( $2 2-3 tot... «(SL + aS las, -0.Q.Y.v) 


بخشس ۲۳ :روشها یکلاسیک برای مسائل مفید BV‏ 

فرض کنید A‏ چنان تعیین شود که مقادیر داخل هر پرانتز صفر شود و معادله قبلی برآورده شود . این 
کار به 71 معادله برای ۱+ 72 مجهول بر حسب 7 متغفیر طراحی و ضریب مجهول ۸ که ضربگر HUEY‏ 
نامیده می شود می انجامد . رابطه" قید 0 = A(x)‏ رابطه" (۱+ )امین را می دهد . معادله‌های (Y. Y. V)‏ 
و (۰۲ ۰۳ Liga (Y‏ معادله‌هایی است که فرد از مینیمم سازی تابع کمکی /۸ + f‏ نسبت به متغیّرهای 
طراحی و ضربگر لاگرانژ A‏ بدست می آورد . 

برای مسائلی که چند تابع قید دارند. باید برای هر تابع قید یک ضربگر لاگرانژ معرفی کرد . بنابراین» 
در حالت کلی یک مسأله بهینه سازی با یک تابع هدف و fae‏ طراحی و ATE,‏ تساوی که در رابطه 
V"‏ ۰۳۰ ۲) معرفی شد معادل یک مساأله بدون قید یک تابع کمکی به شکل زیر است . 

L(x, A) = f(x) + 9۳ Xy. (Y. Y. A) 

j=l 


مقادیر بهین متغیرهای طراحی از حل دستگاه معادلات , n n‏ تایی زیر بدست هی آید که ۸ + n‏ 


مجهرل دارد. 
ac ,‏ 
an 1E], in,‏ 
ac‏ 
t =l, Ne, So‏ سم 
Dr, 0, 3 Cees | (Y 4)‏ 
منال 4 v.v.‏ 


یک سازه" خرپای معمولی با عضو در نظر بگیرید که تحت تأثیر بارهای متمرکز در اتصالات 
اعضاست . هدف از طراحی عبارت است از مینیمم سازی حجم مصالح به کار رفته در اعضاء در صورتی 
که تغییر مکان A‏ در یک جهت مشخص و یک نقطه معین از خرپا داده شده باشد . به طور کلی» قیود تغییر 
مکان می تواند در بیش از یک نقطه اعمال شود ولی برای سادگی تنها یک قید تغییر مکان در نظر گرفته 
شده است . چون ساختار کلی سازه ثابت است. متغیّرهای طراحی تنها مساحتهای سطح مقطع اعضا 
A, G7 ۱,..., A)‏ هستند. 

به منظور داشتن یک مسأله مینیمم سازی مقید» به بیان قید تغییر مکان بر حسب متغیرهای طراحی نیاز 
داریم . از روش بار ظاهری (روش بار مجازی) که حالت خاصی از اصل نیروهای مجازی یا اصل کار 
مجازی مکمل است برای این منظور استفاده می شود. اصل کار مجازی مکمل می گوید که : دریک جسم 


۵۸ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 





شکل ۲.۳۰۱ طراحی خرپا با قید تغییر مکان 


تغییر شکل پذیر › اگر و تنها اگر کار مجازی مکمل صفر باشد کرنشها و تغییرمکانها با شرایط تکیه گاهی 
سا زگار و هماهنگ است[5] . 


SW? + 6۷ =0. )۲۰۳۰۱۰(‏ 
در این جا 61۷7 کار مجازی مکمل داخلی و 617 کار مجازی مکمل نیروهای خارجی است . روش 


بار ظاهری با اعمال یک بار مجازی واحد در نقطه ای که تغییر مکان مجهو ل انس و go‏ اداد هو اند seis‏ 


مکان مورد نظر شروع می شود . کار مجازی مکمل داخلی تحت تأثیر چنین باری به شکل زیر است 
ów? = —6U* = = | Seed, (Y Ya ۱۱(‏ 
Y‏ 


در حالی که 6U*‏ انرژی کرنش مکمل . ig‏ میدان کرنشی در بارهای واقعی. و Tij‏ میدان تنش مجازی 


sw: = f setas, ۲.۳۰۱۳‏ 
S‏ 
که در آن ‏ مؤلفه های تغیبر مکان سطحی و ,64 مولفه‌های ترکشن های مجازی اعمال شده است . 


برای یک سازه" خرپای دو بعدی با 2 عضو با سطح مقطع ثابت» از معادله های (۰۱۰ ۰۳ ۰۱۱(۰6۲ ۰۳ ۲) 





1) Traction 


بخش ۲.۳ : روشها ی کلاسیک برای مسائل مقید ۰ 84 


و (۱۲ ۰ داریم 


Axl= Y boei LiA;, (Y oT ۱۳ 


i=l 
pli تلش ظاهری در عضو‎ 6٥; کرنش در اثر بارهای واقعی»› و‎ €i در حالی که را طول عضو ام»‎ 
شک زیر‎ «Olaf رای‎ TAN er a pb و کرتهها به متفر های‎ pad کردن‎ by tical 


بوت 

(Y. Y. M)‏ ر 
i=}‏ 

در حالی که ر و Fi‏ به ترتیب نیروهای داخلی ظاهری و واقعی در عضو ام و E;‏ ضریب ارتجاعی 
عضو ء ام است . 

اکنون می توان مسأله" طراحی را به شکل استاندارد معادله (۱ ۰ ۳. ۲) رابطه سازی کرد . 


تابع V(A) =} ALi‏ 
i=l‏ 
ا مشروط fF;‏ : شمم AS‏ 
)10 .۲.۳( زا مسروط به < ۵ - در e‏ شید . 
i=] An‏ 


با معرفی ضربگرهای لاگرانژ؛ تابع هدف کمکی را به شکل زیر می نویسیم 





£A) = )هر‎ fn). )۲۰۳۰۱۶( 
i=] i=l AiE; 
آن گاه شرایط لازم برای اکسترمم» دستگاه معادلات زیر است‎ 
ac AE. 
9A, ^ P^ "gi : (Y.Y. NV) 
01 x fF ۳ 
رو‎ 2 2 gp i-4 =0. (v. Y. 4A) 


با دست آوردن مساحتهای سطح مقطم ها از معادله VV)‏ ۰ بر حسب ضربگرهای لاگرانژ و 
جایگزینی آنها در معادله (Y.Y. YA)‏ می توان مقدار ضربگرهای لاگرانژ را بر حسب تغییر مکان معلوم 


A‏ به شکل زیر بدست آورد 


fe‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه ها) 


n 1 
و(‎ r 
2 xu [4] n (Y. Y. 44) 


i=] 


calf of‏ مقادیر بهین مساحتهای سطح مقطع عبارتند از 


TES (58 , | [FF l 
w= xD (2) n p (Y.Y. Ye) 


j=l 
مصالح با جایگزینی معادله (۰۲۰ ۰۳ ۲) در‎ IS دقت کنید که جمله' داخل کروشه ثابت است . حجم‎ 





5 2 
._ 1 (HEN 
v-i| (x) 3 ; (o x3) 


j=l 


eee 


Y‏ ۲۰۳۰ تابع مشروط به یک قید انتگرالی 

برای مسائلی که متغیرهای طراحی مجهول. توابعی هستند که با تابعی مقید شده اند » حساب تغییراتی 
نیز از ضربگرهای لا گرانژ استفاده می کند . یادآور می شود که برای مسأله کابل آویخته شده. معادله" 
اویلر- لاگرانژ با دادن تغیبرات اختیاری به تابح شکل کابل «by‏ یا به عبارت دیگر با فرض این که y(t)‏ به 
جز برای شرایط مرزی سینماتیک Wal‏ نامقید است بدست آمد . به هر حال. اگر تابع (s)‏ باید یک قید 
انتگرالی به شکل 


b 


| sonas Bue. (v. Y. YY) 


را برآورده سازد» آن گاه اکسترمم تابعی [(2)] J‏ رامی‌توان با استفاده از فن ضربگرهای لاگرانژ 
بدست آورد. در این حالت شرط لازم برای اکسترمم عبارت است از صفر شدن تغیبرات اول یک تابعی 


E 


b 
casa] fae - (Y.Y. vv) 


ü 


بخش ۲۳ :روشها یکلامیک برای مسائل FI a4‏ 


و داشتن یک تغییر مکان مشخص در نقطه ای در امتداد دهانه تشریح می کنیم 


مثال ۲.۳۰۳ 





شکل ۲.۳۰۲ طراحی یک تیر برای یک تغییر مکان مشخص در یک نقطه 


یک تیر از نظر ایستایی معین را با سطح مقطع متغیر A(z)‏ در نظر بگیرید که تحت تأثیر یک بار متم رکز 
ویا گسترده و یک گشتاور» که در امتداد تیر توزیع M(z)‏ دارد» قرار گرفته است . می خواهیم حجم V‏ 
تیر را مینیمم کنیم» مشروط به این که تغییر مکان در نقطه"ع = تبرابر با مقدار مشخص ۵ باشد [۶]. 
این مسأله » که توسط بارنت" ]6[ مورد مطالعه قرار گرفته؛ به شکل زیر رابطه سازی می شود 
l‏ 
5 
v= f Aca e‏ 
0 
(۳۰۲۴. ۲) رامشروط به .0= v(£) - A‏ مینیمم کنید 


با استفاده از روش بار مجازی که در مثال قبلی بحث شد می توان رابطه ساده ای برای تغییر مکان در 


“hä‏ ع r=‏ بدست آورد که عبارت است از 


f M(z)m(z) بر‎ 


w(£) = —Elz) , (Y.Y. YÒ) 
0 


که در آن m(z)‏ توزیع گشتاوری است که با اعمال یک نیروی واحد در نقطه € = ± به وجود می آید و 


1) Barnett 


ls ۶۴‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل Y‏ ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 
مقطع تیر pace‏ طراحی است؛ جمله" گشتاور ماند باید بر حسب مساحت بیان شود . cL pat‏ تابع گشتاور 
ماند تیر با تابع مساحت سطح مقطع به شکل زیر مربوط می شود 


I(x) = a[A(z)]" , (Y.Y. YF) 


که در آن ۵ یک عدد ثابت است و به ابعاد فیزیکی سطح مقطع بستگی دارد و 7 یک عدد ثابت است 
که به رابطه" فیزیکی بین دو تابع وابسته است . در این جا ما عدد ثابت :/را به اعداد صحیح 1و2و3 محدود 
می کنیم . حالت n=l‏ برای تیری با سطح مقطع مستطیلی و ارتفاع ثابت و عرض متغیر در طول تیر 
است . چنین تیری معروف به تیر پله ای صفحه ای است . حالت 2= برای وقتی است که هم ارتفاع و هم 
عرض سطح مقطع تغییر کنند» y‏ نسبت آنها ثابت باشد و بالاخره حالت 3= ۸ برای وقتی است که 
ارتفاع تغییر کند و عرض ثابت باشد . حالت اخیر به تیر پله ای عمقی معروف است . 

تابعی کمکی برای مسأله مینیمم سازی معادله" Y Y)‏ ۰۳ ۰۲ به شکل زیر درخواهد آمد 


s [M(z)miz), _ 
EUM «lf Ei) d 1 Qv YY) 


شرط لازم برای مینیمم مقید عبارت است از صفر شدن تغیبرات اول این تابعی کمکی . در این جا 
n=l‏ قرار می دهیم تا بدست آوردن روابط ساده باشد . تغییرات اول ممادله" ( ۲۷ , ۳ . ۲) برابر است با 


Mim) 9‏ ر 
c = [p> "BAN | A42 =0. (۲.۳.۲۸)‏ 


alu‏ اولر- لاگرانژ مربوط عبارت است از 


M(z)m(x) _ Mm! 
D-XTEAWNS) 2 يا‎ A(z) = A). (Y. Y YS) 


ضربگرهای لاگرانژ مجهول در معادله" )1.14 ۲) باید از ad‏ تغییر مکان در معادله" QC. Y YE)‏ 
بدست آید . یعنی با استفاده از معادلات (۳۰۲۵. ۰)۲ (۲۰۳۰۲۶) و (Y.T. YAD‏ در معادله" 


(۲۳. ۳. ۲) می توان نتیجه گرفت که 


i 1 
1 1 Mm\ 2 
۸5 = — — : xay 
xf CB) dr (Y.Y. Y*) 
0 


بخش ۲.۳ : روشهای کلاسیک برای مسائل مقید ۰ ۶۳ 


بتابراین توزیع مساحت بهین و حجم مربوط به آن به ترتیب برابر است با 


t 
` A'(z) -—EA | f (em) a (M(z)m(z))", (v.v. Y) 
0 


J 


۲ 2 
y*- ER | | (tn) (r...) 


dal a ۲۰۳۰ ۳‏ اضافی دنکر 
در مسائلی که در بخش قبلی بحث شد تنها یک قید انتگرالی ساده وجود داشت و به یک ضربگر 
لاگرانژ در تابعی کمکی نیاز بود . در یک حالت کلی تر: همچنان که قبلا بیان شد» ما می خواهیم تابعی‌هایی 
از چند تابح و مشتقات آنها نسبت به بیش از یک متغیر (معادله ۸ . ۲ راببینید) رااکسترمم کنیم . په علاوه» 


ممکن است m‏ قید اضافی دیگر به شکل 


0 
hi (ne mena 288... SE) =0, t=1,....m, (Y.Y.YY) 


در مسأله اعمال شده باشد . این فیود ممکن است یک معادله جبری ساده پا معادلات دیفرانسیلی بسیار 
پیچیده باشند که باید در هر نقطه ای از کل حوزه مسأله برآورده شوند . 


در این حالت روش ضریگرهای لاگرانژ همچنان به اکسترمم کردن یک تابعی به شکل زیر می انجامد 


c= | (Ean). (Y.Y.YY) 
v i=l 


اما ضربگرهای لا گرانژ دیگر ثابت نبوده و تابعی از مختصات ,× , ... , ر اند . 


مثال ۲۰۳۰۳ 


مسأله ای که در بالا بحث شد می تواند با یک مثال طراحی بهتر تشریح شود. تیری یکسر گیردار با 


fr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه ها) 


این مثال پر اساس حل مکی و گلیب ۲ ]7[ است . 





شکل ۲.۳۰۳ طراحی بهین یک تیر برای خیز مینیمم 


شکل ۰۳۰۳ ۲ یک تیر یکسر گیردار ارتجاعی را که در 1-0 گیردار و در xm]‏ آزاد است نشان می دهد 
که یک بار pile‏ گسترده مشخص G(X)‏ در واحد طول روی آن اثر می کند . هدف عبارت است از مینیمم 
کردن نرم تغییر مکان جانیی تیر برای یک حجم کل داده شده Vo‏ نرمی که انتخاب می کنیم عبارت است 
از انتگرال تغییر مکان جانبی س در طول تیر , بار Q(X)‏ را محدود به تک جهت بودن می نماییم تا با نرم گرفته 
شده همخوانی داشته باشد . 

تابعی که در این حالت مینیمم می شود. انتگرالی از میدان تغبیر مکان(±)س است که بايد معادله" 
تعادل تیر را برآورده کند و قید حجم کل مصالح را نیز نقض LS‏ معادله" تعادل به شکل زیر بیان می شود 


[s(z)w"]" — )2( < 0, )۲۰۳۰۳۵( 

با شرایط مرزی 

atr < 0 : w= 0, J w — 0. (Y.Y.Y£9 
atr=l:  sw'z0, 3 gu" +sw" =0, )۲ ۰۳ .۳۷( 


یعنی 


1) Makky and Ghalib 


بخش ۲.۳ :روشهای کلاسیک برای مسائل مقبد ۰ ۶۵ 


s(x) = EI(x) = aEA"(z), n=1,2,or3. (Y.Y.YA) 


علاوه بر شرط اضافی (۰۳۵. Y‏ ۰0۲ باید یک قید انتگرالی حجم کل نیز به شکل زیر داشته باشیم 
t‏ 

] 49 =v. (Y.Y.Y4) 
0 

تابعی کمکی عبارت امست از : 


I i 
E (ut), GAA MES / w(z)dz +M | f A(z)dz - J 
0 0 


i 
- I As( x) | sw" + 2s'u/" + s"w" — gldz, (Y.Y. T») 
0 


که باید نسبت به (2۸۵)2 w(x), s(z), A(z),‏ و پارامتر Ay‏ ایستا باشد . ولی توجه داریم که A(z)‏ توسط 
معادله (۲۰۳۰۳۸) به (5)2بستگی دارد . بنابراین 


4= (FB) ss )۲ . ۳۰ ۴۱( 


اولین تغییرات L‏ عبارت است از : 


I l t 
66 = | bude +d |f aa + رد6‎ |f a-v 
0 0 0 


i 
— J "رو (2)ج(6‎ + 25'w" + su" — a]dz 
0 


l 
- i Ao( z)[6sw"" + sów" + 26s'w'" + ای‎ Sw" + 6s" w" + s"ów"]dz =0, )۲۰۳۰۴۲( 
0 


که می تواند با تعدادی انتگرال جزء به جزء ساده تر شود . با جمع کردن جملاتی که ضریب 
تغییرات اختیاری ,6۸ ,65 dw,‏ و 6(2 هستند و مساوی صفر فرار دادن آنهاء معادله‌ های لاگرانة- 


اولر زیر 


۶۶ مبانی بهینه‌سازی سازه‌ها (فصل ۲ : ابزارها ی کلاسیک در بهینه‌سازی‌سازه‌ها) 


w: 1~ (2s) =0, (Y.Y. FF) 
ós : 3 nue (Y.Y. FF) 
ds 
81, : | es - ۲۵-۰ )۲ ۰.۳ . Fd) 
0 
àz: "سی‎ + 2s'w" + "س "و‎ — g(x) = 0, (Y.Y. FF) 


همراه با شرایط مرزی مربوط در X=0‏ و اند را بدست می آوریم : 


6 < 0, L Aow" — "س‎ — 0, )۲ ۰ ۳ ۰ FY) 
és =0, b àw” — 0, (Y.Y. YA) 
ów — 0, b 9و۸ + 5 و‎ < 0, (Y.Y. Y4) 
bw’ — 0, یا‎ "s =0, (Y. Y.) 
bw" =0, پا‎ — Ags’ + ور(‎ — D, )۲۰۳۰۵۱( 
fw” = 0 یا‎ Ags =0. )۲ ۰۳ .۵۲( 


معادله های YY)‏ . ۳. ۲) تا (۲۰۳۰۴۶) و شرایط مرزی مربوطه شان کلی هستند و در مورد تپرهای با 
تکیه گاه ساده و گیردار به کار می روند . برای تیر یک سر گیردار » شرایط مرزی عبارت است از معادله های 
(۲۰۳۰۳۶) و (۲۰۳۰۳۷) . چون لنگر خمشی و نیروی برشی به خاطر طبیعت تک جهت بودن بار اعمال 
شده نمی تواند در 2-0 صفر باشد» شرایط بالا به روابط زیر تبدیل می شوند 

2(0) = 0, à (0) — 0, (6*5) 


"(D)s(l) = 0, X(D)s(I) + Ms'(D) = 0. (Y. Y. OF) 


(Y.Y. OF) (Y Y vv)‏ استفاده کنیم و به روابط زیر برسیم 


, 1 
sài = s(z-D, )۲ ۰۳ . ۵۵) 


sw” =f j 12 dr = p(x), (0$. 07) 


i t 


بخش ۲۳ :روشها ی کلاسیک برای مسائل dd‏ ۶۷ 
که از آنها 
2 _ 
yl EAS (۲.۳.۵۷)‏ 
(s(z))‏ 2 


از ترکیب معادله' آخر و معادله" لاگرانژ۔ اولر (۰۴۴ ۰۳ ۲) داریم 


CIPRO (Y. Y. OA)‏ = (ه)*ه 

حالت خاص تیرهای پله ای صفحه ای . بقیه این مسأله به تبرهای پله ای صفحه ای اختصاص می یابد» 

n=l‏ تحت یک بار گسترده" یکنواخت با شدت وې = (4)7. با ارزیابی توزیع DX)‏ ۰ می‌بینیم که رابطه 
(YT. OF)‏ په شکل زیر در می آید 








2 
m PEL Lu )۲ ۰۳ . 4)‏ 
همچنین برای یک تیر پله ای داریم 
dA 1‏ 
Y.-F)‏ = = — = — 
d SD c! = constant. (‏ 
بتابراین معادله (۵۸ .۳ . ۲) به شکل زیر در می آید : 
qa‏ 2-7( _ 
Kz) = PE )۲ ۳ ۰ ۶۱(‏ 
و در آن صورت توزیع بهین مساحت سطح مقطع عبارت است از : 
e(z -1° 0‏ ۰ 
A = =, Teka t‏ 
(z) 7 V5 ( )‏ 
qol?‏ 
FT.‏ .= 
(CY PT)‏ 2 7! 


در نتیجه ‏ مساحت بهین و توزیع سختی خمشی عبارتند از : 


3V(z = 1)? 


aqa) = MEP, 


l 


۶۸ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها (فصل :ابزارها ی کلاسیک در dings‏ سازی سازه‌ها) 
با جای گذاری معادله" (۳۰۶۴. ۲) در معادله (۰۳۰۵۹ ۲) و دو بار انتگرال گرفتن از آن» تابع خیز تیر 


23 
w(z) = cq! zr, .۳.؟(‎ ۶۵) 





در حالی که شرایط مرزی معادله' TE)‏ ۰۳ ۲) مورد استفاده قرار گرفته اند. ثابت ) برای تیر پله‌ای 
صفحه ای مستطیلی با ضخامت ثابت ۸ و عرض متغیر b(x)‏ عبارت است از : 


(Qr. Y ۶۶(‏ < تم 


gol? x? 
w(z) = EVA 


برای مقایسه یک تیر یکنواخت معادل که حجم کلی Vo‏ و طول | و ضخامت ثابت h‏ ولی عرض ثابت 
زیر را دارد در نظر بگیرید 


(Y. Y. Vv) 





_ 0 
bo = 7. )۲ ۰۳ FA) 


براحتی می توان OLS‏ داد که حیز آن () رس معادله زیر را برآورده می کند 


u(z)dz 
(۲.۳.۶4) 


w] anr 


I 
f 
QR I 
Mere Ser 
f wo(z)dz 
0 
حالتهای مختلف دیگری از بارگذاری و انواع مختلف تیرها؛ 1,2,3= ۷ در مرجع ۷ وجود دارد.‎ 


بعضی از این حالتها بخشی از تمرینهای انتهای فصل را تشکیل می دهند . ¢ ee‏ 


۴ قیدهای موضتی و 235995 مین ماکز (Minmax)‏ 
در بسیاری از مسائل بهینه سازی سازه ها قیدهایی داریم که طبیعتاً موضعی هستند مانند قیدهای تنش . 


بخش ۴ ۲ : قیدهای موضعی و رویکرد مین ماکز F4 (Minmax)‏ 
به عنوان مثال در مسأله طراحی تیر »› ممکن است بخواهيم که تنشها در هیچ جا از حد تسلیم تجاوز نکنند . 
چنان قیدهایی را می توان به عنوان قیدهای اضافی ant‏ به معادله PTY)‏ ۲) بیان کرد ولی تساویها با 


نامساوری جایگزین شده اند 


0 
Je E ETE t= Ra | (Y.¥. 1) 


می توانیم نامساوی‌ها را با کم کردن توابع کمبود ٤,‏ به تساوی تبدیل کرده و معادله"(۱ CT E‏ 1« 


: شکل زیر بنویسیم‎ 
g (n. SHE) - Gansta) =0, t=1],...,m. )۲ . ۴. ۲( 


آن گاه تابعی کمکی معادله"(۳۴. ۳. ۲) به شکل زیر خواهد بود 


c= fret] a Q.Y.Y) 


وقتی تغییرات £ رامی گیریم؛ تغییرات ,ا نیز به شکل f, Aitiótidv‏ 72 وارد خواهد شد. با برابر 


صفر قرار دادن ضریب dt;‏ داریم : 

ti =0, IL. ms (Y.*.*) 

این معادله می گوید وقتی (gba za‏ کمبود صفر نیستند ضربگرهای 9l S‏ صفرند . یعنی ضربگرهای 
به شکل زیر نیز نوشت: 

Aig; =0, t=1,...,m, (Y.*. 


زیرااگر و تنها اگر 0 = :و باشد t0‏ است . می توان نشان داد که اگر از معادله"(۰۵ ۴ ۰ ۲) استفاده 
کنیم که معادله" شرط مکملی نامیده می شود می توانیم در تابعی کمکی از تابعهای کمبود حلاص 
شویم. وقتی این کار را بکنیم از تغیبرات تابعی کمکی نسبت به ضربگر لاگرانژ نیز خلاص می شویم؛ و 
به جای آن قیدهای نامساوی را در شرایط بهینگی اضافه می کنیم . این نوع برخورد پا قیدهای نامساوی در 


Ye‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل Y‏ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 


مثال زیر تشریح می شود. 


مثال ۲۰۳۰۱ 


Aj 
1 
l 
A2 
Ww Ww 


شکل ۱ Y. Y.‏ کاب axe yf‏ شده: )4( سطح مقط مکلی ؛ (b)‏ دو قطعه ای با سطح مقطع ثابت 


کابل شکل Y (a)‏ ۰ توسط W aij‏ و وزن خودش کشیده می شود. مساحت سطح مقطع A(X)‏ 
کابل باید برای میتیمم شدن حجم چنان طراحی شود که تنش از مقدار مجاز وی تجاوز نکند و مساحت 
سطح مقطع از یک مقدار مینیمم Ag‏ کمتر نشود . فرض می کنیم که اگر از وزن کابل صرفنظر شود بار W‏ 
بتواند با حداقل مساحت سطح مقطع کابل تحمل گردد . یعنی : 


W < Aag. )۲ .۴ .۶(‏ 
همچنین فرض می کنیم کابل به اندازه کافی بلند است که وزن آن ایجاب می XS‏ مساحت سطح مقطع 


در بالا بزرگتر از Ag‏ باشد . 


مسأله از نظر ایستایی معین است . بار محوری LIS‏ معادله های زیر را برآورده می کند : 
P'+pA=0,  P()-W, ۲.۴ ۰۷(‏ 


در حالی که م چگالی وزنی است . آن گاه مسأله می تواند به شکل زیر رابطه سازی 


* 


T 


بخش Y. Y‏ : قیدهای موضعی و رریکرد مین ماکز Yi (Minmax)‏ 


l 
f ^ev: تابع‎ 
0 
A(z)og-— P(r)20, رانسبت به‎ (Y. *.A) 
A — Ao 20, 
P'+pA=0. J 


: عبارت است از‎ 9t SN تابعی‎ 
1 I 
£(A(x), P(z), Ai (£), à2(£), xe» = | Adz | (Aco — P)dx 
a À I 
+ f M(A— Ao)dz + f )و(‎ + pAMz. 


(۲.۴.4) 


۰ 
۰ 


تغییرات £ را می گیریم و enl‏ 


i i i 
sc = | baaz+ | رد‎ (6Aoo~ 5Pydz + f abade + | )و(‎ 6۳ + pô A)da . 
0 0 0 0 
)۲۰۴۰۱۰( 


از جمله gla‏ که ری دارد انتگرال جزء به جزء می گیریم تا به 8 تبدیل شود آن گاه ضرایب 6۸ و 


6P‏ را مساری صفر قرار می دهیم . در این صورت داریم 


1 + ۸۱00 + Ag + و۸م‎ = 0, )۲ FANN) 


à + ۸5 —0, As(0) = 0. (Y. *. Ww) 
این معادله ها با دو نامساوی‎ 

Ac; P >0, CY) 

۸ - ۸0 2 D, (Y TAY) 


افزایش یافته است که معادله های پذیرش قیدها عبارتند از : 


Ai( Aoo — P) = 0. )۲ . ۴ .۱۵( 
AY(A - Ao) = ۰ (0. Y. MP) 


YY‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی‌سازه‌ها) 

.)۲ . ۴ LV)" dot و‎ 

برای حل معادله های بالا به این نکته توجه می کنیم که در نزدیکی 0 =× فرض می کنیم A < Ag‏ 
است» به این سبب از معادله" (۱۶ Y‏ ۲۰) داریم 0 = Ag‏ می توانیم ,۸ را از معادله Y‏ ۴۰ ۲۰) در 


معادله" (۱۱ ۰۴۰ ۲) جایگزین کنیم و روابط زیر را بيابیم : 
As(0) = 0. (Y.*. Ww)‏ ,0 = وم + A309‏ — 1 
معادله براحتی حل می شود و جواب آن عبارت است از : 
As = (e®7/% — 1)/p, (۲.۴.۱۸)‏ 
و of‏ گاه از Solas‏ (۱۲ ۴۰ داریم: 
Ay -(1/ag)e^*/** . (Y.*. V4)‏ 


این دو معادله تا زمانی معتبرند که Ap‏ < 4 باشد . از معادله"(۲۰۴۰۱۹) می پیئیم که dy‏ غیر صغر 


: )۲ . ۴ . ۱۵(" است» بنابراین از معادله‎ ` 
A(z) =P(z)/ag وفتی که‎ A» A. (Y. *. Y») 


اکنون می توانیم جواب کلی A(X)‏ را بدست آوریم . در انتهای کابل داریم cA 7 Àg‏ و از معادله" 


(۴۰۷ ۰ ۲) داریم : 
(۲۱ ۴۰ . ۲) . ور(2 - )م + P=W‏ 


این جواب زمانی که P‏ از Aga‏ بیشتر شود که از مسادله (۲۰۴۰۲۱) در ,2 = 2 پیش می آید » 


۰ - 


iones dU centes 
Aog - ۷ 


zd 
" pAo 


(.*.YY) 


در ,7 > 7 داریسم A < Ao‏ پس t P= Aag‏ و معادله' (۴.۰۷ .۲) می تواند با معادله" re‏ 


بخش ۲۰۳ glass:‏ موضعی و رویکرد مین ماکز vr (Minmax)‏ 


جایگزین شود : 
Alog+pA=0, A(z = Ao. (v: $ YY)‏ 
این معادله براحتی حل می شود و جواب OF‏ عبارت است از : 
A(z) = Age *77/)7 9. — gern. (v.f. YV)‏ 


رابطه سازی دیگر مسأله" مثال ۱ . ۴ . ۲ عبارت است از یافتن کابلی که حجم مشخصی داشته باشد و 


کمترین تنش ممکن را دارا باشد . تابع هدف عبارت است از : 


min max o(z). )۲ . ۴ ۰ Yd) 


این نمونه ای است از مسائل معروف به مین - ماکز . مسائل مين- ماکز مشکلی که دارند این است که 
ماکزیمم تابع مشتقهای پیوسته ندارند. این مطلب را می توان با در نظر گرفتن ساده ترین حالت ماکزیمم 
یک تابع در دو نقطه دید . به عنوان مثال حالتی را در نظر بگیرید که مساحت سطح مقطع کابل در هر قطعه 
ثابت است تا هزینه" ad‏ آن gab‏ باشد . شکل V(b)‏ ۲۰۴۰ حالتی که تعداد قطعات دو و متغیرهای 
طراحی دو مساحت سطح مقطم A, 9A,‏ است OUS‏ می دهد . 

شکل ۲۰۴۰۲ یک تغییر ممکن تنشهای ماکزیمم هر قطعه به عنوان تابعی از A,‏ است. افزایش A,‏ 
تنش ماکزیمم در قطعه پایین را کاهش» ولی در قطعه بالا را افزایش می دهد. دیده می شود که تنش 
ماکزیمم تیر در نقطه ای که ماکزیمم از یک قطعه به قطعه دیگر جهش دارد در شیب یک گسستگی دارد. 


01,2 


0 


شکل r. f. Y‏ گسسته بودن تابع ماکزیمم 


vr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل Y‏ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 

برای کابل مثال ۰۲۰۴۰۱ دو رابطه سازی مینیمم سازی حجم و یا مینیمم سازی تنش ماکزیمم برای 
حجم مشخص ۷ معادلند . یعنی می توانیم یک تنش مجاز حدس بزنیم و برای این تنش مجاز حجم را 
مینیمم کنیم . اگر حجم بهین بدست آمده از ۷۵ بیشتر بود» تنش مجاز را افزایش می دهیم و بهیته سازی را 
تکرار می کنیم . به طور مشابه؛ اگر حجم بهین از Vo‏ کمتر بود تنش مجاز را کاهش می دهیم و مجدداً 
بهینه یابی می کنیم . در هر حال» برای بسیاری از مسائل» پیدا کردن یک رابطه سازی معادل بدون 
مینیمم سازی یک ماکزیمم ممکن نیست . به عنوان مثال. هنگامی که شکل یک سوراخ را بهینه می کنیم تا 
تمر کز تنش کاهش پیدا کند» اغلب روی حجم قیدی نداریم . بنابراین» نمی توانیم مسأله را به مینیمم سازی 
حجم نسبت به قید تنش تبدیل کنیم. تیلسور و بندسو" LA]‏ یک جواب مناسب ساده ای برای مسائل با 
مشتقهای گسسته ارائه کرده اند . آنها جایگزینی تابع هدف Yo) Wales‏ ۰۴۰ ۲) را با یک تابع هدف دیگر به 
اضافه" یک معادله" قید پيشنهاد کر دند . مقدار 

B 
مینیمم کنید‎ olt) > B, 0 > 7 >. رامشروطبه‎ (Y.Y.Yf) 


متغیر طراحی اضافی 2 حد تنش مجهول است که می خواهیم آن را تا حذ ممکن پایین نگهداريم . 
اکنون تابع هدف عبارت است از یکی از متغیّرهای طراحی که کاملاً هموار است . این راهکار یعنی تبدیل 
یک مسأله مین - ماکز به یک مسأله هموار با استفاده از یک متغیر اضافی › در بسیاری از کاربردها مفید 


است . این راهکار را برای مسأله کابل مثال (۱ ۰۴۰ Q‏ تشریح می کنیم . 


مثال ۲.۴۰۲ 
‘ail,‏ طراحی کابل شکل Va)‏ ۰ ۲۰۴ را برای مینیمم شدن ماکزیمم تنش» مشروط به حد Vo‏ برای 
حجم ۰ ویک حد بایینی Ao‏ روی مساحت سطح مقطع رابطه سازی کنید . 
مسأله ابتدا به شکل زیر رابطه سازی می شود 
qax a(x)‏ 


رانسبت په 


1) Taylor and Bendsee 


بخش ۲۵ :شرایط لازم و کافی بهینگی ۷۵ 


A - Ag 2 0, 
i : 
| ^9 - v. )۲ ۰۴ ۰۲۷( 
0 
مینیمم کنید‎ P'RpA-O. 3 


دقت کنید که ما قید حجم را به عنوان یک قید تساوی رابطه سازی کردیم و نه یک نامساوی زیرا 
برداشت کلی و تجربه به ما می گوید که تمامی حجم به منظور مینیمم شدن تنش به کار می رود. اکنون 
ete *‏ ۱ 
رابطه سازی مین- ماکز را با رابطه سازی تیلور- بندسوی بتا" جایگزین می کنیم 


B 

A(z)8 — P(x) » 0, رانسبت به‎ 

4 — Ag 20, 
i 

f A(r)dx = Vo, (Y.F. YA) 
0 


حل این ds‏ به عنوان تمرین به عهده" خواننده گذاشته می شود (تمرین ۴) o e‏ ه 


۵ شرایط لازم و کافی بهینگی 

در غیاب قیدهای تساوی» معادلات اولر- لاگرانژ شرط لازم بهینگی را فراهم می کند (شرایط 
بهینگی) . بر حلاف حالتی که از حساب دیفرانسیل و انتگرال استفاده می شد » نشان دادن این که چنان 
شرایطی شرایط کافی بهینگی نیز هستند» کار ساده ای نیست . 

کافی بودن شرایط بهینگی گاهی می تواند بر اساس اصول تغییرات مکانیک محیط پیوسته بنا شود. 
برای یک مدل جزء جزء شده» با استفاده از فنون برنامه ریزی ریاضی بهینه سازی (فصل ۰6۵ می توانیم 
کفایت شرایط بهینگی را بر اساس تحذب تابع هدف و قیود بنا کنیم . با این وجود در حالت ul‏ بررسی 
تحدب تابع هدف و فیود نیز کار ساده ای نیست . بیشتر مسائل بهینه سازی نامحدبند . 

بنابراین؛ تدوین کفایت شرایط بهینگی یا مشخص کردن بهین محلی و فراگیر» سؤالی است که پاسخ 


به آن برای بیشتر حالتها ممکن نیست . اغلب برای پاسخ به چنین سوالهایی یا باید پر شم و تجربه مهندسی 





1) Taylor- Bendsae ‘beta’ 


gle YF‏ بهیه سازی سازه‌ها Lal)‏ ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 
اعتماد کنیم و یا بر فنون آزمون و خحطا. 
با استفاده از اصول تغییرات مکانیک: چگونگی برقراری کفایت شرایط بهینگی برای دسته‌ای خاص 


از سائل بهینه سازی را تشریح می کنیم . 


| ۲۰۵۰ سازه های ارتجاعی با سختی ماکزیمم 
تدوین و توسعه این بخش بر اساس کار پراگر" و همکارانش است (مراجع 8و ۱۰ را Gow‏ 
یک سازه ارتجاعی که تحت AU‏ یک بار 2۳ در نقطه ای مثل X‏ است را در نظر بگیرید . فرض DLAs‏ 


آن چنان است که در امتداد خود یک تغییر مکان واحد ایجاد می کند . آن گاه بر اساس fol‏ بقای 


نرژی [11] داریم 
انرزی داخلی zd Oped‏ کار خارجی 
پا 
۲.۵.0( ۷( )۵0 ( )و | = (2P x 1) =P‏ 


که در آن [(0)26)]» انرژی ارتجاعی ویژه یا انرژی کرنشی یک سازه با سختی واحد در اثر میدان کرنش 
Q(X)‏ که با اعمال تغبیر مکان واحد در × به وجود می آید است ؛ و (6).6سختی ویژه سازه در X‏ است . 
یعنی( )و سختی در واحد طول یک ساز یک بعدی و يا سختی در واحد سطح سازه" دو بعدی است . 

بتابراین 3(X)‏ طراحی سازه را مشخص می کند. در حالی که تابع e[QUX)]‏ از پارامترهای طراحی 
مستقل است . به عنوان نمونه (X)‏ و [(00)26]» برای یک جزء تیر یک بعدی به ترتیب برابر با ENS)‏ و 
(انحنا) د است . 

می خواهیم سازه‌ای را طراحی کنیم که برای یک سختی IS‏ داده شده مقدار «P‏ باری که تغییر مکان 
واحد در را به وجود می آورد» ماکزیمم باشد . از dala‏ (۲۰۵۰۱) روشن است که ماکزیمم سازی P‏ 
نسبت به قید انتگرالی سختی ویژه 


[008 = 50, (¥.6.¥) 


v 


1) Prager 


بخش ۲.۵ : شرایط لازم وکافی Kirt‏ ۷۷ 
می تواند با یافتن "dax‏ ایستای تابعی کمکی 


£= J s(X)elQ(X ydo — A | J s(X)dv — 1 (5. Y) 


ics J («gy + «gc ósdy — À | J va) o oY) 


از آن جا که سازه با هر طراحی باید معادله‌های تعادل را برآورده کند» بنابراین براساس اصل انرژی 
ارتجاعی مینیمم (که یک حالت خاص از اصل انرژی پتانسیل مینیمم برای تغییر مکانهای اعمال شده 
است) جمله" دوم اولین اننگرال صفر می شود و داریم : 


J (elQ(X)] - A) Ssdv = 0. (Y.6.0) 
: داریم‎ ós بنابراین برای تغییر ات اختیاری‎ 
eQ = ۸ = عددثابت‎ )۲.۵.۶( 


معادله ۶ . ۲۰۵ شرط لازم بهینگی است. یعنی سختی یک سازه ارتجاعی برای یک طراحی سازه" 
داده شده در صورتی ایستاست که انرژی کرنشی ارتجاعی ویژه در سرتاسر سازه ثابت باشد . می خواهیم 
بررسی کنیم و ببینیم که آیا این شرط کافی نیز هست . برای پاسخ به این سؤال دو طراحی جداگانه ه و 5 را 
با انرژی کرنشی ویژه Q(X)‏ و €[Q(X)]‏ در نظر می گیریم که هر دو قید سختی کلی ثابت را برآورده 
می کنند 


| xa = f (X)a0 = so. (Y.0.V) 


بار P P‏ به ترتیب مربوط به و و 3 عبارتند از : 


P= J ۰00۰۵۵۵ و‎ P= [ 5009600 )۲ ۰۵۰, ۸( 


از کم ox‏ ۶ و P‏ داریم 


WA‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۲ : ابزارهای کلامیک در بهینه سازی سازه‌ها) 


P-P= [scosopoe - f 206۵۵00۰ (1.6.4)‏ 
Q(X) 0‏ میدان کرنش قابل قبول از نظر جنبشی برای طراحی و نیز هست. اگر Q(X)‏ را در تعریف 
۶ با Q(X)‏ جایگزین ees‏ از اصل انرژی پتانسیل مینیمم تضمین می کنیم که 


f s(X)yelQ(X)Mdo < / sODelQUX)de. - — (1.6.19 


v 


بنابراین : 


P-P> | OAR- fO]. 0. 


v v 


اگر طراحی 5 شرط بهینگی معادله (۶ . ۵ . ۲) را برآورده کند؛ آن گاه 
P- ۶ < < fX- 006. (Y.0. Y)‏ 

بالأخره» با ملاحظه" معادله (۷ . ۲۰۵) داریم : l‏ 

P-P»0, T PoP. (Y.6. Ww) 


این معادله می گوید که شرط )9 ۵۰ . (Y‏ نه تنها یک شرط لازم بلکه یک شرط کافی بهینگی است . 


۲ طراحی بهین ستونهای اولر- برنولی! 

ما JU‏ ماکزیمم کردن بار کمانش یک ستون اولر -برنولی با حجم یا وزن مشخص را که سطح مقطع 
آن از رابطه" 1,2,43 = n‏ , "[(4)2]ه = I(x)‏ تبعیت می کند» در نظر می گیریم . همه می دانیم که بار 
کمانش یک سازه عبارت است از مینیمم مقدار خارج قسمت ریلی " برای تمامی میدانهای تغییر مکان هایی 
که از نظر جنبشی قابل قبولباشند[11]. برای یک ستون بهین می خواهیم این مقدار را با تغییر توزیع 
مصالح در امتداد طول ستون ماکزیمم کنیم . بنابراین مسأله فعلی عبارت است از ماکزیمم کردن مقدار 
مینیمم خارج قسمت ریلی برای بار کمانش 


1) Erler- Bernoulli 2) Rayleigh 


۷4 Site لازم وکافی‎ ul t: ۲.۵ بخش‎ 


ER "2d n vw? 
—— Ó ول‎ El(z)uds _ les in DEAA uar ۸۲ ۵۱ 
Kz) w(z) h w dz A(z) «e h ww? dz 
مشروط به قید حجم ثابت‎ 
l 
| Aas =v. )۲۰۵۰۱۵( 
0 


با استفاده از فن ضربگر لاگرانژ داریم 


i n,,72 7 
cm maging ید رگد‎ (5. MP) 


A(z) w(z) h w dr 





شرایط لازم برای پایداری و بهینگی می تواند با صفر قرار دادن تغییرات اول لاگرانژین بدست cA‏ 


یعنی 
2f E "w”ów"d i "wads [ f‏ 
)۲.۵.1۷( چا w"dz iare | f w6‏ اا 0 
f w^ dz ۳ wd] 0‏ 
I‏ 
E A( n-1 n2 5 d‏ 
alf &A(z)dz| =‏ _ ی )اه ول 
fi 2 3‏ 


جمله هایی که تغییرات مشتقهای رورا دارند لازم است انتگرال گیری جزء به جزء شوند . بعد از دوباره 
مرتب کردن جمله ها ضرایب س8 و dw!‏ معادله پایداری و شرایط مرزی مربوط برای هر طرح WAX)‏ 


می دهد در صورتی که ضریب 6۸ شرط بهینگی را می دهد 


[EaAa'(z)u"]" + pw” = 0. (Y.6.1A)‏ : شرط بهینگی 
[EoA" (x)w"| + pw’ — 0, (1.6.39)‏ با ,0 ع سای : شرایط مرزی 
 EaA"(x)w" =0. )۲۰۵۰۲۰(‏ یا ,0= ôw‏ 
l‏ 
dz =0. (Y.6. Y‏ ره | o: nEaAn Aw? — A‏ شرایط بهینگی 
0 


چون جمله" دوم در معادله (۲۰۵۰۲۱) ثابت است» معادله می تواند به شکل زیر ساده شود 
(۲۲. ۲۰۵) عدد ثابت = تی = Awy"?‏ 


می توان نشان داد که این عبارت است از بیان چگالی انرژی کرنشی ابت در شکل حالت 


(la ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‎ : Y مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل‎ A* 

۱ Y: ge 
کمانشی ستون بهین.‎ 

کفایت شرط بهینگی می تواند براحتی برای حالت 71 برفرار گردد . برای این حالت معادله" 
(۱۵ ۰ ۲) به شکل زیر در می آید : 


w^ rig. (Y.6. YY) 


با دو طراحی جداگانه A(X)‏ و A(X)‏ شروع می کنیم که هر دو قید حجم ثابت «Ox VO)‏ ۲) را برآورده 
می کنند که به رابطه زیر می انجامد : 


I 
[(^- Aw» o. (Y.6.YY) 
0 


بارهای کمانش مربوط ‏ و Der‏ با حالتهای کمانشی س و س از روابط زیر بدست می آیند : 


l 2 I Aa? 
ول‎ EaAw" dz ] f; Fa Aw" dz (Y.6. YÒ) 
Per = Ü 42 1 Per = 2 i 2ر“‎ ۱ 
i w'^dr hw dz 


چون حالت کمانشی ره از نظر جنبشی برای A(x) mo‏ نیز قابل قبول است» به کمک خارج قسمت 
ریلی معادله" (۱۴ .۵ .۰)۲ مقدار کمیت ۶ که به شکل زیر تعریف می شود : 


Up. 3. 
= رش بنیز‎ dz 
p= Ee 4۲ .۵ ۰. ۲۶( 
0 
خاصیت زیر را دارد‎ 
D> Per. )۲۰۵ ۰ YY) 


از کم کردن Per‏ از دو طرف رابطه" VV)‏ .۵ .۲) و دوباره مرتب کردن داریم : 


Per — Der > Per — P. )۲ ۰۵ ۰ YA) 
ای‎ pls 
QA 
1 72 - 
و‎ v dr 


1) buckled mode shape 


بخش ۲.۵ : شرایط لازم و کافی بهینگی  Al‏ 
اگر طراحی A(x)‏ شرط بهینگی (۲۳ . ۵ . ۲) را برآورده کند آن گاه به واسطه معادله" (۲۴ ۰ ۲۰۵) 
داریم : 


Per — Per 2 Û, (Y.6.Y*) 


که معنی OF‏ این است که از تمامی طراحی‌ها با شکلهای سطح مقطم متفاوت آن که شرط بهینگی را 
برآورده کند بیشترین مقدار بار بحرانی را دارد؛ و این کفایت شرط بهینگی است. 

پراگر و تیلور ]9[ اثبات کفایت مشابهی برای مسأله" دوگان حالت مینیمم سازی حجم یا وزن ستون 
اولر -برنولی برای یک بار کمانش داده شده ارائه دادند . 

اگر چه اثبات کفایت شرط بهینگی برای مقادیر غر از یک مشکل است. پاسخهای صریح طرح بهین 
برای تمامی شرایط مرزی کلاسیک SUIS‏ معلوم شده و در مراجم ]12-16[ در دسترس است . جوابهای 
عددی تقریبی با استفاده از مدل تغییرمکان اجزای محدود نیز در مراجم [17-20] برای ستونهایی که تکیه گاه 
ارتجاعی دارند و با در نظر گرفتن یک توزیع بار محوری کلی و برای قابهای سردر گزارش شده است . 

کارهای قبل تر؛ بخصوص کارهای تاج بخش و کلر 131[ « رفتار تک حالتی فرض کرده اند و 
گسستگی در شیب و نیروی برشی در محلهایی که مساحت سطح مقطع صفر می شود را اجازه نداده اند . 
آلهاف و رسموسن " [21] نشان داده اند که طراحی تاج بخش و AS‏ [13] برای ستون یکسر گیردار بهینه 
نیست و جوابهای عددی دو حالتی " دقیقتری با در نظر گرفتن قیدی روی مساحت سطح مقطع مینیمم ارائه 
کرده اند . آلهاف و رسموسن یک مقدار حدی برای قید مساحت مینیمم یافته اند که زیر آن مقدار حدی؛ 
ستونهای یک سرگیردار پهین یک رفتار دو حالتی دارند. مقاله‌های SULT‏ ماسور .23 22[. 
آلهاف [۰]24 و پلوت» جانسون و آلهاف " [25] با به کارگیری تقریب کمتری نوشته شده و جوابهای چند 
حالتی " برای ستونهای با پایه های ارتجاعی را رابطه سازی کرده اند . 


منال ۲۰۵۰۱ 
به منظور تشریح › ما حل یکی از حالتهای کلاسیک را در این جا مطرح می کنیم و بقیه حالتها را به 


1) Prager and Taylor 2) Tadjbaksh and Keller 3) Olhoff and Rasmussen 4) bimodal 
5) Masur 6) Plaut, Johnson, and Olhoff 7) multi- modal 


AT‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها Y frai)‏ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 
تمرینها محول می کنیم . ماکزیمم سازی بار بحرانی یک ستون با تکیه گاه ساده به طول ] را که مقید به قید 
حجم ثابت است» معادله" (۱۵ ۰ ۰۲۰۵ در نظر بگیرید . اولین بار در مرجع [19] یک جواب صریح برای 


این مسأله ارائه شد . ما با نوشتن معادله‌های حاکم و شرایط مرزی مسأله شروع می کنیم 


‘ables : [Ea 4? w"]" + pu" . (Y .5.Y3)‏ پایداری 
w(0) = w(I) 2 0, (Y... YY)‏ ۱ شرایط مرزی 
A*(0)u"(0) = Pw") = 0. )۲۰۵۰۳۳(‏ 

(Y.5.YY)‏ رح Awe, or wl‏ : شرایط بهینگی 


نتیجه" شرط مرزی (۳۳ .1:0( و شرط بهینگی YY)‏ 6:6( این است که 


A(0) = A(l) =0. )۲ ۰۵ .۳۵( 


با جایگزینی شرط بهینگی در معادله پایداری داریم 


g 

A”? + — =0, )۲۰۵ ۰۳۶( 
۸ 

که در آن 

f = pf Ea. (Y.6.YV) 


معادله دیفرانسیل )9 Y‏ .1:0( و dal‏ مرزی مربوط را می توان با استفاده از تغییر متغیرها حل کرد . 
اگر داشته باشیم 

A= u7, (Y.A. YA) 

با یک بار انتگرال گیری از معادله دیفرانسیل داریم 

u' = +(e — 48u?) , )۲ ۰۵ .۳۹( 


که » ثابت انتگرال گیری است . از معادله" بالا می توان یک بار دیگر انتگرال گیری کرد. داریم 


| - e| = )۲ ۵۰ f») 


E f — u _ 
(n = 4P2) ` 


بخش ۲۵ : شرایط لازم وکافی Rigs‏ ۸۳ 
با استفاده از یک تغیبر متغیر دیگر + = 4021/2 - رم می توانیم از طرف راست این معادله یک پار 


دیگر انتگرال گیری کنیم . داریم 


lz - al = gala ~ 402A) (a + 267A). —— Q8. v9 
رامی توان با استفاده از شرط مرزی معادله (۰۳۵ ۵ . ۲) بدست آورد که‎ co دو ثابت انتگرال > و‎ 
: عبارتند از‎ 
= سس‎ en ee (Yd ۴۲) 
c2 = go à 3 l-e = gi ۰ .Q. 
در نتېچه‎ 
c; = (310°), و‎ c; = 1/2. )۲ ۰۵۰ YY) 


بنابراین» مقدار بهین مساحت سطح مقطع در هر نقطه در امتداد طول ستون از معادله" (۴۱ (Y...‏ 


بدست می آید . 


برای محاسبه پارامتر بار بحرانی 8 از قید حجم استفاده می کنیم 


I 1/2 i/2 (1/2) 
| ev: = 2 | A(z) = 2 | w/a =2 i wre du - ۷, (¥.0.¥¥*) 
0 0 0 0 
)۲ ۰۵ ۰۳ ۹( پا از معادله‎ 
u(i/2) 1/2 
[ 498 =v. =2 | AE Oa 
0 0 


از طرف راست این معادله می توان انتگرال گیری کرد . داریم : 


8 (e = 42/22 


"m 83° [R - &e(ei - 494?) + (eı — 4/02۵ /2([ 0 cy . ۵. ۴#) 


با so shh‏ تعریف ۰14 از معادله های (VO. YO‏ و (۴۳ ۰۵۰ ۲) می توان u(1/2)‏ را محاسبه کرد که 
عبارت است از : 


u(l/2) = jg 097^. (Y... FY) 





Cla سازی سازه ها (فصل ۲ : ابزارها ی کلاسیک در بهینه سازی سازه‎ dings مبانی‎ Af 
مقدار‎ (Y ۵. FF) در معادله"‎ )۲۰۵۰ FY) و مقدار 1> از معادله"‎ )۲ . ۵ . FV) با جایگزین معادله"‎ 


بهین پارامتر بار و بار بحرانی را بدست می آوریم . 


2 _ ۴ _ 125 EaV? 
Bop. = 94315 ۲ (Der op: = ar HW (Y.a. fA) 





i 





0.0 
00 01 02 03 04 0.5 06 0.6 07 0.8 O09 


0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 
0.95 0.90 0.80 0.70 0.60 





PES 0.58540 | 0.78730 |1.02345 | 1.15651 | 1.22751 1.25000 
0 


Ji‏ ۱ ۲.۵۰ توزیع مساحت برای ستون 


با مقایسه با یک تیر با مساحت سطح مقطع ثابت که در Ag = ۲ OF‏ و aV [B‏ = ول داریم 





125 EI EF 
(Paon = شوت‎ = 141 = 1A gee (*.6. Y4) 





یعنی ستون پله ای عمقی بهین از ستون یکنواخت به همان حجم 41% قوی تر است . با دانستن ره e‏ 
وه و ۰6 Á(x)‏ از معادله CY „O. FY)‏ کاملاً معلوم می شود. به صفر بودن مساحت سطح مقطع در دو 
انتهای ستون توجه کنید که یک نتیجه" مطلوب نیست . این نتیجه بر اثر تعریف نکردن یک قید OUS‏ پایینی 
برای توزیع مساحت به وجود آمده است . * s»‏ 

طراحی بهین صفحات نازك برای پایداری . برای یک ستون. برآیند تلش محوری در حالت پیش 
کمانش مستقل از تغییرات مساحت سطح مقطع در امتداد طول ستون است . ولی این مطلب در صفحات 


بخش ۲.۵ : شرایط لازم وکافی بهینگی  AB‏ 
نازك درست دیسته: برآیندهای تنش صفحه ای در حالت پیش کمانش در صفحات نازك در واقع توابعی از 
توزیم ضخامتند . بنابراین» مسأله بهینه سازی صفحات نازك برای پایداری» بسیار بیچیده تر از ستون 


ات 

در صفحات دایره ای نازك موقعیت چندان بد نیست. زیرا معادله‌های حاکم نتیجه شده (از پایداری 
و بهینگی) معادله های دیفرانسیل غیر خطی معمولی اند که می شود آنها را با بعضی از روشهای عددی مانند 
آنچه توسط فرایوانسال" [YF]‏ پیشنهاد شده حل کرد . 

مسأله در مورد صفحات مستطیلی نازك که معادله های حاکم بر آنها معادله gla‏ دیفرانسیل با مشق 
جزئی غیر خطی اند پیچیده تر است . به عنوان مثال سؤال یکتایی جواب را نمی شود به آسانی پاسخ 
داد . با فرض غیر کششی بودن تغییر شکلهای پیش کمانش که به مستقل بودن برآیندهای تنش صفحه ای از 
ضخامت در حالت پیش کمانش می انجامد» یک شرط یکنواخت بودن چگالی انرژی کرنشی بنا می شود 
که برای چنین صفحاتی o‏ بهینگی است[27] . حتی در این حالت اگر نسبت ابعاد به یک نزدیک باشد 
dingy‏ سازی صفحه پر اساس چنان فرضی به جوابهای قانع کننده ای نمی انجامد . 

آرمند و لودیسر ]28[ کوشیده اند که این مشکل در بهینه سازی صفحات را با وجود فرین (SU‏ 
محلی بسیار زیاد به جای یک بهین فراگیر منفرد توضیح دهند . بر اساس این توضیح ۰ جوابی که توسط 
فرایوانسال ]26[ بدست آمد تنها یک بهین محلی در گروه توزیع های ضسخامت پیوسته می باشد . 
سیمیتسز "]29[ نشان داده است که در حجم مساوی» صفحات دایره‌ای سخت تر بارهای کمانشی بسیار 
بالاتری نسبت به صفحه بهین فرایوانسال دارند. به طور مشابه » کمت * [27] که مدلهای اجزای محدود 
صفحات مستطیلی را بهینه کرد» توزیعهای ضخامت نایوسته ای را مشاهده کرد که گرایشی به شکل خمیده 
دارند و عالی بودن صفحات سخت تر را پیش بینی کرد . هفتکه و پراساد " ]30[ در مقاله" مروریشان در 
زمینه" طراحی سازه‌های بهین با اجزای خمشی صفحه‌ای» طراحیهای SAIS‏ مختلفی که برای یک مسأله 
خاص توسط پژوهشگران بدست آمده توضیح می دهند که ابراز می دارد صفحات سخت تر خمیده بهتر 
از صفحات بهین با توزیع های ضخامت پیوسته اند. آلهاف " [31] برای این رفتار و سوال منفرد بودن و 


بهین محلی در صفحات؛ یک تعدیل ریاضی پيشنهاد می کند. برای استفاده از مراجع بیشتر خواننده به 


1) Frauenthal 2) Armand and Lodier 3) Simitses 4) Kamat 
5) Haftka and Prasad 6) Olhoff 


AP‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل Y‏ :ابزارهای کلاسیک در بهینه‌سازی‌سازه‌ها) 


رساله" گجوسکی و زیکسکوسکی [32] ارجاع داده می شود . 


adu gel ۰ -‏ 
۳ تیرهای اولر- برنولی ارتعاشی بهین 
بسامد اصلی ارتعاش آزاد یک تیر از مقدار میتیمم خارج قسمت ریلی " زیر روی تمامی میدان‌های 
تغییر مکان از نظر جنبشی قابل قبول بدست می آید [11] . 


t 2 
A(x) w'*d 
w? = max min ول‎ BolA u ur Ee ی‎ | 
A(z) (عاس‎ f pA(z)u?dz 


(۲۰۵۰۵۰) 
با این وجود؛ گرچه هم پایداری و هم ارتعاش تیرهای اولر -برنولی با یک دستگاه مقدار ویژه مشابه 
رابطه سازی می شود معیار بهینه سازی ارتعاش آزاد تیرهای اولر- برنولی با معیار بهینه سازی ستونهای 
اولر- برنولی متفاوت است . بر حلاف حالت متونها» صورت خارج قسمت ریلی برای ارتعاش آزاد تیر 
شامل جرم سازه که تابعی از مساحت سطح مقطم است می باشد . 
مسأله ماکزیمم سازی بسامد ارتعاشی یک تیر اولر- برنولی در حال ارتعاش آزاد به حجم Vo‏ و چگالی 
مرا در نظر بگیرید . دوباره فرض می کنیم 3یا ,1,2 = n‏ ,[4)2(۳ه = (7)2 . آن گاه معادله حرکت تیر 
و شرط لازم بهینگی از ماکزیمم سازی مقدار مینیمم خارج قسمت ریلی» cy?‏ مشروط به Ad‏ حجم ثابت 
بدست می آید . به سخن دیگر» اگر از لاگرانین زیر شروع کنیم 


i n, #2 i 
Einem A O E A AGI. CS 
A(z) vi) f pA(z)w?dr J 


که تاپعی از تابع WX‏ و A(X)‏ است و تغییرات کلی آن را نسبت به هر دو تابع مساوی صفر قرار 
دهیم ۰ داریم 


sea" fo Ee|A(z)w'éw'dz _ 2 fy Eo[A(z)] w^ dz li | pA(z)ufudz 
0 


h pA(zr)wdz 1 pA(z)w? dz] 


fa nEa|A(z)-1w^5Adz - fo Eo[A(z)] ^w" dz 
h pA(z)u?dz ۳ pA(z)w?dr| 





[ressa 


0 


1) Gajewski and Zyczkowski 2) Euler- Bernoulli 3) Rayleigh 


بخش ۲.۵ :شرابط لازم و کانی بهینگی  AY‏ 


i 
+۸ / iae =0. CT. 0507) 


0 


اگر از جمله" اول طرف راست معادل' بالا انتگرال جزء به جزء بگیریم و ضرایب Ew‏ و 6۸ را جمع 


کنیم؛ نتیجه" زیر بدست می آید : 


pAv =0. (Y.6.0Y)‏ س — [EnA w"‏ — : معادله" حرکت 
6w=0, or [EaA"w"| =0, (Y.6.0Y)‏ : شرایط مرزی 
6w =0, or [EaA"w"] 2 0. (1.6.00)‏ 

(۲۰۵۰۵۶) عدد ثابت = nEaA™ w" Lu gw!‏ : شرط بهینگی 


از معادله" (۲۰۵۰۵۶) می توان انتگرال گرفت و این نتیجه را بدست آورد که چگالی انرژی لاگرانژ 
باید در حالت اصلی یک تیر ارتعاشی بهین یکنواخت باشد . 

مانند ستونهاء کفایت این شرط بهینگی می تواند برای حالت 1= 7 به سادگی تشریح شود. برای این 
حالت معادله" OF)‏ . ۵ . ۲) به صورت زیر در می آید : 


Eau? — w pw? =c. )۲ ۰۵ ۰۵۷( 


با فرض دو طراحی A(x)‏ و A(x)‏ که هر دو فید حجم ابت معادله (۲۰۵۰۱۵) و همچنین 
معادله"(۲۴ ۰۵۰ ۲) رابرآورده می کنند شروع می کنیم . فرض می کنیم له و ت بسامدهای ارتعاشی اصلی 


3 حالتهای اصلی س و ت مربوط به ترتیب برای دو طرّاحی A(x) Alx)‏ باشد . بنابراین : 


I 12 d A.U" 
aoe — I 1 Waa 
Jo eAu'dz ول‎ pAw? dx 


: کرد که‎ 
1 Asst? 
gaa deuan Se )۲ ۰۵ ۰۵۹( 
fo pAu?dz 
اما داریم‎ 


l i 
2 f pAu*ds = | Eo Aw" dz , )۲۰۵۰۶۰( 
0 0 


le AA‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در dings‏ سازی سازه‌ها) 


1 i 
vf pawrds = | EaAw'dt. (Y .۵ .۶۱( 
0 0 
: از کم کردن معادله' (۲.۰۵۰۶۱) از معادله" (۲۰۵۰۶۰) داریم‎ 
D 1 l ] 
a pAw dz — 7 pautde = | Ea(A — A)u" dz . (Y.6.*?Y) 
0 0 0 


حال فرض کنید که A(x)‏ شرط بهینگی (۰۵۷ ۰۵ ۲) را برآورده کند» olf Of‏ معادله (Y.O. PY)‏ 


می تواند به شکل زیر نوشته شود : 
TN 1 i‏ 
dz — a | pautas = | (A - Aye u?^pu?)dz, (Y.0.5?Y)‏ 2م a‏ 
0 0 0 
با ساده سازی و استفاده از معادله" YO)‏ ۰ داریم : 


el- =0 . )۲ ۰.۵ .۶۴( 


با در نظر گرفتن DA) ‘Soles‏ .۰۵ ۲) داریم : 


ug. )۲ ۰۵ ۰. ۶۵) 


که کفایت شرط بهینگی معادله" OV)‏ . ۵ . ۲) است . 

Ub‏ توجه کرد که برای مسأله" دوگان مینیمم سازی وزن یک تیر در یک بسامد معلوم نیز می توان نشان 
داد که شرایط بهینگی همان است . مثالهای بهینه سازی مشابه متعددی با قیدهای بسامد را می توان در 
مراجع ]33-38[ یافت . به ویژه» ترنر' [34] و تیلور " [35] برای سازه ارتعاشی محوری با جرم مینیمم 
در یک بسامد طبیعی مشخص جواب دقیقی ارائه می نمایند . 

مانند حالت ستونها » جوابهای عددی تقریبی متعدّدی برای ماکزیمم سازی بسامدهای اصلی تیرهای 
ارتعاشی با تکیه گاههای ارتجاعی که حجمشان ثابت است و جرمهای غیر سازه ای متمرکز و گسترده‌ای 


را دارند و مشروط به کرانهای بالایی و پایینی برای مساحت سطح مقطع هستند» با استفاده از روش xS‏ 


1) Turner 2) Taylor 


بخش ۲.۵ : شرایط لازم و کافی ۸٩ Kits‏ 

مکان اجزای محدود در دسترس است . برای مثالهایی از این نوع طراحیهای تقریبی به مراجع ]39 و 40[ 
مراجعه کنید . در مقایسه. مقاله‌های منتشر شده در مورد مسأله دوگان مینیمم سازی وزن تیر برای یک 
کران پایین روی بسامد طبیعی و یک کران بالا و پایین روی متغیرهای طراحی » محدود است [41] . این که 
هميشه مسائل ابتدایی و دوگان در این حالت معادل باشند» روشن نیست421 و 41[ . 

در پایان موضوع ارتعاش تیرها» مناسب است که به این مطلب اشاره کنیم که شرط بهینگی ممادله 
( ۰۵۰۵۷ ۲) یکسانی نیز برای طراحی بهین تیرهای uM‏ ای (ساندویچی) که مشروط به قید خیز اعمال . 
شده در نقطه اثر یک بار تناوبی متمرکز منفرد است» به کار می رود (برای مثال به مرجم آیسرمن! 
[43] مراجعه کنید) . یک شرط بهینگی بسیار کلی تر برای قید خیز اعمال شده در نقطه" مشخص که 
زیر بار گسترده" کلی است توسط پلوت" [44] ارائه شده است . پلوت برای تیرهای لایه ای (ساندویچی) 
نشان داده است که می شود کفایت شرط بهینگی را بر مبنای اصل ایستا بودن انرژی پتانسیل که توسط شیلد 
و پراگر " [45] ارائه شده است» بیان کرد . یک مطالعه جذی تر ریاضی از این مسأله با استفاده از دینامیک 
سازه به عنوان قید توسط مروز" [46] ارائه شده است . در مقاله های مروری که در فصل (۱) به آنها اشاره 
شد می توان یک کتاب شناسی بسیار جامع در موضوع بهینه سازی پاسخ دینامیکی یافت . 

طراحی بهینه صفحات نازك ارنعاشی . مسأله" طراحی بهین صفحات نازك ارتعاشی محدود به مشکل 
(که در طراحی برای کمانش به وجود می آید) وابسته بودن برآیند تتشهای پیش کمانشی به توزیع ضخامت 
نمی شود . این موضوع دلایل جاذبه" بیشتر مسأله" طراحی بهین صیفحات نازك ارتعاشی را نسبت به مسأله 
پایداری توضیح می دهد . هفتکه و پراساد" ]30[ دربار" طراحی بهین اجزای صفحه ای خمشی ارتعاشی 
یک کتاب شناسی جامع اراثه کرده اند . 

حل a‏ طراحی بهین صفحه دایره ای ارتعاشی اولین بار توسط آلهاف [47] ارائه شد . آلهاف نشان 
داد (تمرین A‏ ببینید) که با فرض یک پایین ترین حالت متقارن چرخشی» مساله به یک مسأله مقدار 
ویژه معمولی» مرتبه" چهار» غیر خطی؛ منفرد اما همگن می انجامد. یک جواب عددی تقریبی برای این 
مسأله ارائه شده» ول ec pes,‏ بدت امه S‏ یک se aga‏ است lateat‏ دایعا E‏ انت 
پیوسته است . برای حجم یکسان» به دست آوردن یک صفحه" دایره ای سخت تر که بسامدهای ارتعاش 
اصلی بسیار بالاتری از جواب اولیه" آلهاف داشته باشد» آسان است [47]. 


1) [cerman 2) Plaut 3) Shield and Prager 4) Mro'z 5) Haftka and Prasad 


۰ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل Y‏ ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 

برای صفحات مستطیلی» طراحیهای بهین مدلهای اجزای محدود. که در آنها داشتن توزیعهای 
ضخامت گسسته امکان پذیر است» دوباره گرایش به توزیع مصالح صفحه در امتدادهای خمیده جدا جدا 
شده دارند [48-50]. در حجم یکسان» انتظار می رود که یک صفحه مستطیلی سخت تر» paul‏ 


ارتعاشی اصلی بسیار بالاتری نسبت به صفحه" بهینه شده بر اساس توزیع ضخامت پیوسته داشته باشد . 


۶ کاربرد جوابهای سری در بهینه سازی سازه‌ها 

روشهای حساب تغییراتی که در بخشهای قبلی بحث شدند برای مسائل ساده ای که مجهولها تابعهای 
طراحی مانند توزیع مساحت بودند بسیار مناسبند . این مسائل » مسائل بهینه سازی پارامتر توزیع شده 
نامیده می شوند . 

رویکرد دیگر حل مسائل پارامتر توزیع شده. که آن قدر ساده نیستند که بشود آنها رابا روشهای حساب 
تغیبراتی حل کرد استفاده از جوابهای سری است . zy‏ اصلی عبارت است از فرض یک شکل سری 
برای تابع طراحی مجهول در محدوده سازه و همچنین فرض توابع پاسخ مانند تغییر مکانها . بنابراین » در 
حالت کلی» روش جواب سری مسائل برنامه ریزی ریاضی پیوسته را به گسسته با تعداد متفیرهای محدود 
تبدیل می کند . این پنداره اولین بار توسّط بالاسو برامانيام و اسپیلرز" ]51[ ارائه شد که با استفاده از سریهای 
فوریه آبرای مساحت سطح مقطع سازه‌های تیروستون مسائل مختلف ارتعاشی و کمانشی راحل 
کردند . روش مشابهی اخیراً توسّط پاربری " ]52[ برای بدست آوردن شکلهای مساحتهای سطح مقطع 
مینیمم برای صلیب پیچشی و خمشی دلخواه استفاده شده است . این روش با مثال بعدی تشریح خواهد 


سل . 


مثال ۲.۶۰۱ 

طراحی بهین یک ستون با تکیه گاه ساده برای کمانش بحرانی در این مشال تکرار می شود [51] تا 
استفاده از روبکرد سری فوریه تشریح گردد. مانند مسائلی که قبلاً بحث شد یک قید حجم مصالح ثابت 
وجود دارد. معادله" (۱۵ ۰۵۰ ۲) را ببینید . هدف یافتن توزیع مساحت سطح مقطع یک ستون صفحه ای 


1) Balasubramanyam and Spillers 2) Fourier 3) Parbery 


بیخش ۲.۶ : کاربرد جوابهای سری در بهینه سازی سازه‌ها ۰ ٩۶‏ 


تغیبرات عرض (جهت عمود بر جهت تغییر شکل) یک مقطع مستطیلی مربوط می شود که عمق آن ثابت 
است . این نوع مسأله مربوط می شود به n=l‏ در معادله (۲۶ (Y.Y.‏ 
با معادله پایداری حاکم مسأله شروع می کنیم که عبارت است از : 


EaA(z)w" + pw —0. )۲ ۰.۶ . ۱( 


کمیتهای مجهول را با دو جمله از سری فوریه بسط می دهیم . داریم : 


TI Oar 
= in — in س‎ ۲۰۶ ۲ 
w = ره‎ sin 7- + a3sin——, ( ) 
2xr 
A(z) = fo - Pa cos سس‎ ; )۲۰۶ .۳( 


دقت کنید که شرایط مرزی ستون احتیاج به داشتن تن جملات ثابت در معادله" (۲ ۰ ۲۰۶) را از بین 
می برد . په خاطر انتظار دا شتن یک شکل حالت و توزیع مساحت سطح مقطع متقارن» ر4 JB,‏ سری 
فوریه حذف شده است . انتخاب یک شکل کسینوسی برای مساحت سطح مقطم این امکان را فراهم 
می کند که ضربهای سری فوریه (Aw)‏ مستقیماً به یک سری تبدیل شوند . 

راهبرد GALS‏ در این کاربرد این است که با جایگزینی شکلهای فرض شده برای آنها در معادله ها 
از تعداد جملات مجهول کم کنیم . با مساوی قرار دادن ضرایب توابع مشلشاتی مشابه» می توان 
معادله‌های جبری که این ضرایب باید آنها را برآورده کنند بدست آورد . به عنوان cita‏ با استفاده 
از معادله" )10 ۴۰ ۲۰) می توانیم نشان دهیم که: 


_ Yo 


? )۲ ۰۶۰. ۴( 
L 


با جایگزینی flo‏ در معادله" Y)‏ ۰ ۲۰۶) و آن olf‏ استفاده از معادله" (Y.P. Y)‏ حاصلضرب زیر را 











TOT بدست می‎ 
aA(z)u" = -(7- =) (“a a + و‎ fe 
2 2 L 
- و00‎ 9a . . 3772 Jaf 5 a 
+( 9 a+ 7T a3) a - ¬ —_assin سرت‎ : )۲ ۰۶ . ۵( 


4r‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۲ : ابزارهای کلاسیک در بهینه سازی سازه‌ها) 
در حالی که اتحاد مثلثاتی زیر نیز مورد استفاده قرار گرفته است . 
2cos Asin B = sin(A + B) — sin(A — B), (۲.۶.۶)‏ 


با استفاده از معادله" (۵ . ۶ . (CY‏ در معادله" تعادل و مساوی قرار دادن ضرایب جملات Cop gom‏ 


معادلات جبری زیر را بدست می آوریم : 





-E( E a + a, - e + poy =0, Q9.) 

90 
liom (۲.۶.۸) 
2a ag) = 0. (Y. 5.4) 








برای این که جواب غیر صفری داشته پاشیم» دترمینان ماتریس ضرایب شکل حالت مجهول ,2,8( 
باید صفر باشد . این موضوع به رابطه" درجه دوی زیر برای بار کمانشی ۲ بر حسب تنها ضریب مجهول و8 
باقی مانده مسأله می انجامد . 





O 2 ao a afa aE? 4 Vs. Vh B E . 
p E(t y (—— -7 وم(‎ + 0 E*(— DUE + 159 )۲ ۶ ۰۱۰( 
: بار بحرانی با رابطه" زیر بیان می شود‎ 

E(£)'a ۷ 
= qe E : + f (256% — 32h + 37p2)3| . )۲۰۶ ۰ 4%) 


به منظور بدست آوردن مقدار By‏ که بار کمانشی را ماکزیمم می (XS‏ مشتق معادله (۱۱ SF.‏ ۲) را 
نسبت به پارامتر مجهول ړم می گیریم و آن را مساوی صفر قرار می دهیم . مقدار بهین حاصل 8 برابر 
است با : 


CVF NY) 


و مقدار بهین بار کمانش عبارت است از : 
45 72060۷ 45 


Per = 37 e. = 0 ۰ (Y . ۶ . ۳7 


بخش ۲.۷ :تمرینها ۰ ٩۳‏ 
در حالی Poer‏ که بار کمانشی ستون با سطح مقطع ثابت به حجم Vy‏ است . اگر چه این 22% از ستون 
هم حجم با سطح مقطع ثابت قوی تر است ولی از طراحی بدست آمده در مثال ۱ .۵ . ضعیفتر است . در 
آن مثال تغییر در مساحت با تغییر عمق سطح مقطع بدست آمد در حالی که عرض آن ثابت بود )173( 
روشن است که بهبود بخشیدن به عمق سطح مقطع برای نائل شدن به افزایش مقاومت کمانشی راه موثرتری 
است . Shee‏ ۱ ۰ اگر با 71-21 تکرار شود به یک توزیع درجه دو برای مساحت سطح مقطم با بار 
کمانشی بحرانی pz, = 12/ n? py,‏ می انجامد که تقریباً با نتیجه های بدست آمده در معادله (۱۳ . ۰۶ ۲) 
۱ یکی است . به علاوه» مزیت gal‏ روش بر روشهای کلاسیک دیگر در قابلیت آن در مورد مسائل 
سازه ای کلی که شرایط بارگذاری متنوعی دارند است که نمی شود آنها را با استفاده از حساب تغیبراتی حل 
کرد. ۰۰۰ 
موفقیت جواب سری. در بهینه سازی به میزان زیادی به شکل سری التخاب شده برای نمایش تابع 
مجهول بستگی دارد. به منظور مینیمم نگاه داشتن تعداد متغیرهای طراحی» تنها چند جمله در سری باید 
مورد استفاده قرار گیرد. اما با تعداد جملات کمتر در سری؛ تقریب جواب معادلات دیفرانسیل حاکم 
ممکن است خوب نباشد . انتخاب یک تقریب دو جمله ای برای شکل حالت در مثالی که تازه حل شد این 
امکان را فراهم می کند تا جوابی یک پارامتری برای بار کمانشی ماکزیمم به شکل دقیق بدست آید . با این 
وجود به این نکته Jub‏ دفت شود که جواب با دو جمله که در بالا نشان داده شد معادله تعادل را Lids‏ 
برآورده نمی کند . آخرین جمله در معادله" (۵ . ۰۲۰۶ وفتی در معادله' Jalas‏ جایگزین شود صفر 
نمی شود. اگر از طرف دپگر» فردی جملات زیادتری را در سری استفاده کند؛ یافتن مقدار بهین ضرایب 
جملات مشکل می شود و ممکن است لازم باشد از فنون جست و جوی رسمی استفاده شود . یک روش 
ساده برای کم کردن تعداد pate‏ های طراحی بدون از دست دادن cds‏ استفاده از خاصیت تقارن احتمالی 
مسأله است که تنها بخشی از هندسه شکل باید مدل شود . یک مثال حوب از این رویکرد در مرجع ]52[ 
تشریح شده که برای شکل سطح مقطع یک میله' پیچشی سه نوع تقارن استفاده شده است . 


gu x ۷‏ 
!7 در یک ساژه" ارتجاعی معادله های تعادل و شرایط مرزی آن می تواند با مینیمم سازی انرژی پتانسیل 


سازه بدست آید . این موضوع را برای تیر اولر- برنولی یک سر گیردار تشریح کنید . در مورد نوع شرایط 


4r‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۲ : ابزارها ی کلاسیک در بهینه سازی سازه ها) 
مرزی دو انتهای تیر بحث کنید . فرض کنید انرژی پتانسیل چنان تیری از رابطه“ زیر بدست می آید : 


I 
nz IG ds — | o(2)war, 


v 0‏ 
در حالی که 


aw 


ST 3 c — Ee, 


و g(x)‏ بار جانبی خارجی توزیع شده در امتداد تیر است . 
-Y‏ مسأله مثال ۲۰۳۰۲ را با 1/2 = 6 qo,‏ = و حل کنید. فرض کنید 2 =۸ و N=3‏ 
۳- مسأله مثال ۲۰۳۰۳ را برای حالتهای زیر حل کنید 


. حل کنید‎ Ao = 0.1۷0/۷, W = ۷م2‎ LY. ۴۰ Y مثال‎ -۴ 

۵- توزیع مساحت بهین و بار کمانشی مربوط به آن را برای ستونهای اولر- برنولی زیر مشروط به قید 
حجم ثابت بدست آورید . l‏ 

۸ =1, 2, 3 ستون یک سر گیردار‎ (a 

n =1, 2 ستون با تکیه گاههای ساده‎ (b 

۶- خارج قسمت ریلی برای یک میله" ارتعاشی محوری با یک جرم M‏ غیر سازه ای در سر آزاد ] = × 
آن عبارت است از : 


, h EA(z)u"^ dz 


" = fipA(zyutdz + m[u(D] | 


(a‏ معادله" حرکت و شرط بهینگی را برای طراحی میله ای که کمترین جرم را داشته باشد و بساصد 


اصلی آن wo‏ باشد بدست آورید. 


بخش ۲۷ :تمرینها ٩۵‏ 
(b‏ جواب تورنر [۳۴] که برای چنین میله ای به شکل زیر بدست آمده را بررسی کنید 


B 
Ars cosh fr 
u(z) ere /sinhpl. 


2 
— tanh fl 4E J Vo = “sinh? Al, 


در حالی که Vuip] E‏ = 

۷- با حارج قسمت ریلی مشابه آنچه در مسأله" پیشین آمد برای تیر یکسر گیردار ارتعاشی ساندویچی 
شروع کنید . فرض کنید تیر جرم غیر سازه‌ای توزیع شد o m(z) << pA(z)‏ تحمل می کند. جواب 
تیلور [۳۵] که توزیع مساحت A(X)‏ برای تیر بهین با بسامد اصلی مشخص ود به شکل زیسراست را 


AES بررسی‎ 
i 
we 
AQ) = بط‎ / E — z)£m(£)d£ , 


در حالی که H(z)/ A(x)‏ = 22و 2/1 = E‏ 
۸- نشان دهید که بسامد اصلی یک صفحه" cle pla‏ نازك به شعاع ۵ و تابع توزیع ضخامت (1۳ به 


: شکل زیر است‎ 
۴ f BP (E) [uw + 2vw"w / + (w [£)?)6d£ 
C = mm مس سس سس‎ 4 
f n(eyutedg 
0 در حالی که‎ 
r ta? f EV? 
4 2 dE Wo f mrar, J C= Xi vo 
0 


که بریمها | مشتق گیری نسبت به مختصات شعاعی به بعد E‏ را OUS‏ می دهند . 
همچنان نشان دهید که شرط بهینگی برای ماکزیمم سازی بسامد اصلی چنان صفحه ای با حجم مشخص 


: عبارت است از‎ Vo 
3h? [u/? + 2w" w' [E + (w [2(ع/‎ — ww? = constant, 
است.‎ 0 > E > 1 در حالی که‎ 


1) Primes 


le ۶‏ بهینه سازی سازه‌ها(فصل Y‏ :ابزارهای کلاسیک در بهینه‌سازی‌سازه‌ها) 
9- مسأله مثال ۲۰۶۰۱ را با فرض 7-2 حل کنید . 
۰- معادل حاکم حرکت ارتعاش اجباری حالت پایای یک تیر اولر- برنولی با تکیه گاههای ساده به 
شکل زیر است 


(EIw")" — pAww = q(z,t), 


در حالی که بار wile‏ اعمال شده برابر اس دنو وي = )1 d(z,‏ و توزیع مساحت با رابطه' 
a[A(z)]^‏ = (7)2 به گشتاور ماند سطح مقطع مربوط می شود. توزیع مساحت منطح مقطم بهین را برای 
n-1,2‏ بدست آورید به شکلی که تغیر مکان مرکز» w(1/2)‏ با A‏ حجم مشخص Vo‏ مینیمم شود. یک 
جواب متقارن دو جمله ای برای تغییر مکان و توزیع مساحت فرض کنید . 
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برنامه (Sp‏ خطی ۳ 


برنامه ریزی ریاضی» درباره" اکسترومم سازی تابع ‏ که در فضای طراحی :1-بعدی R”‏ تعریف شده 
و با مجموعه 5 در فضای طراحی محدود شده ارتباط دارد . مجموعه S‏ ممکن است توسّط قیود تساوی 
یانامساوی تعریف شود که ممکن است شکل خطی یا غیر خطی داشته باشند. تابع ‏ همراه با مجموعه" S‏ 
در دامته ‏ را مجموعاًبرنامه ریاضی یا یک مسأله برنامه ریزی ریاضی می‌نامند. این اصطلاح معمولا در 
هر دو زمینه" برنامه ریزی" و زمان‌بندی" که عموماً در تحقیق در عملیات. که شاخه‌ای از ریاضیات است 
و درباره" فرایند تصمیم سازی بحث می کند» مطرح می شود. بسته به طبیعت و نوع متغیرهای طراحی » 
توابع قیود و تابع هذف» مسائل برنامه ریزی ریاضی به دسته‌های متفاوت تقسیم می شود . اما تنها دو دسته 
از آنها مورد نظر ماست : مسائل برنامه ریزی خطی و فیر خطی (که به ترتیب با LP‏ و NLP‏ نشان داده 
می شوند) . 

عبارت برنامه ریزی خطی CLP)‏ گروه خاصی از مسائل اکسترومم سازی را در بر می گیرد که در آنها 
تابع هدف و رابطه‌های قید توابع خطی از متغیّرهای e e‏ اند . از آن جا که شرط لازم برای یک مینیمم 
درونی» صفر شدن مشتق اول تابع نسبت به متخیرهای طراحی است » مسائل برنامه ریزی خطی یک ویژگی 
مخصوص به خود دارند . OT‏ ویژگی این است که مشتق تابع هدف نسبت به متفیّرهای طرّاحی اعدادی 
ثابتند که لزوماً صفر نیستند. این موضوع ایجاب می کند که اکسترومم یک مسأله برنامه ریزی خطی 
نتواند در داخل فضای طراحی قابل قبول باشد. بنابراین» باید روی مرز فضای طرّاحی که با روابط قیود 


مشخص می شود قرار بگیرد . از آن جا که روابط قیود هم توابع خطی از متغیّرهای طراحی اند» طراحی 


1) Planning 2) Scheduling 


۲۳ مبانی بهینه‌سازی سازه‌ها (فصل ۳: برنمه ریزی خطی) 
بهین باید در محل تقاطع دو یا چند تابع قید باشد مگر این که مرز قید موازی خطوط تراز تابع هدف باشد . 
این ویژگی مسائل برنامه ریزی خحطی این امکان را فراهم می سازد که الگوریتمهای Bie‏ 5 که برای رسیدن 
به جوابهای بهین مناسبند طراحی شود. مسائل برنامه ریزی خطی که تعداد زیادی متفیّر طراحی و قید 
دارند معمولاً با یک روش بسیار کارا و مطمئن به نام روش سیمپلکس " حل می شوند . 

با این وجود. متأسفانه» مسائل معنی دار فیزیکی بسیار اندکی» اگر نگوییم هیچ» در طراحی سازه‌ها 
می تواند مستقیماً به عنوان مسائل LP‏ بدون در نظر گرفتن هیچ گونه ساده سازی رابطه سازی شود . 
بیشتر مسائل طراحی سازه ها دارای تابع هدف و روابط قید بسیار غیرخطی اند . با این وجود» گروه 1.۳ په 
Ns‏ منت SD‏ همان SR A‏ میا Besse eco‏ توش E‏ فان بان 
تقریب زد و سپس آنها را به کمک الگوریتم LP‏ استاندارد با بازده بالا حل کرد. چنان تقریبهایی امکان حل 
NLP‏ را برای ما فراهم می کنند . یعنی تقریباً همه مسائل NLP‏ را می توان به عنوان رشته‌ ای از مسائل 
۴نا تقریبی تکراری که به جواب واقعی مسأله NLP‏ همگرامی شود سل کرد به شرط آن که روش به قدر 
کافی تکرار شود. این روش قدرتمند را برنامه ریزی خطی دنباله ای Atal ge (SLP)‏ و در فصل (۶) بحث 
می‌شود. روشهایی که ویژه مسائل مقید غیر خی اند نیز اغلب از برنامه ریزی خطی به عنوان یک گام 
میانی استفاده می کند . به عنوان مثال» روش زوتندیگ " جهتهای قابل قبول (به فصل ۵ مراجعه کنید) یک 
LP‏ را برای یانتن جهت جستجو به کار می گیرد . 

انو Ls‏ مد فو oo gs ese‏ سان ارس انلیا یک اله dits. don‏ 
تقریبی جایگزین شود. به میزان زیادی به درك شهودی طراح و دانش و تجربه اش در مورد مسأله بستگی 
داز بان تفر da‏ باید حمرلا به شکلی اعمال قبرند که معخضه AS‏ مباله رازبا Ae ar‏ 
انتخاب بین داشتن یک مقدار بیشتر برای تابع هدف به خاطر تقریب و یا داشتن یک هزینه محاسبه' 
پایین تر باید به دقت انجام گیرد . خوشبختانه چند گروه از مسائل تحلیل سازه‌ها و طراحی وجود دارند 
که در آنها چنان تقریبهایی منطقی و معقول است . در بخشهای بعدی. بعضی از آن مسائل به عنوان 
مسائل LP‏ ارائه می شوند و حل ترسیمی یک مسأله ساده" LP‏ تشریح می شود. سپس رابطه سازی 
استاندارد مسائل LP‏ ریاضی بیان و فنون حل برای مسائل LP‏ به بحث گذاشته می شود . در 





1) Simplex 2) Zoutendijk 


بخش ۳۱ : تحلیل حد و طرأحی سازه هاب یکه به صورت مائل LP‏ رابطه سازی می uui‏ ۱۰۳ 


۱ تحلیل حذ و طراحی سازه هایی که به صورت مسائل LP‏ رابطه سازی می شوند 

در بسیاری از مسائل طراحی سازه‌ها» شروع به تسلیم شدن نقطه ای از سازه به عنوان یک معیار شکست 
در نظر گرفته می شود؛ ولی این معیار هميشه یک معیار منطقی و معقول نیست . در حالتهای بسیاری 
شروع شکست مورد نظر ما نیست ‏ بلکه برای ما بار ماکزیمم» که بار حد یا بار فرو ریختگی نامیده 
می شود و سازه می تواند بدون آنکه عملکردش را از دست بدهد آن را تحمل LS‏ مطرح است . بار فرو 
ریختگی را می توان به عنوان بار مورد نباز برای به وجود آوردن نقاط تسلیم پلاستیک (خمیری شکل) )45 
به عنوان نقاط لولای خمیری شکل برای عضوهای نوع خمشی شناخته می شوند) کافی که سبب شود 
سازه یک ساز و کار شود و عملکردش تغییر فاحش پیدا کند» تعریف کرد . هر چند محاسبه" دقیق بار فرو 
ریختگی یک سازه به حل مسأله" غیر خطی پر هزینه ای نیاز دارد» برای مصالح چکش خوار' یک تخمین 
محافظه کارانه از آن بار با فرض این که مصالح مانند مصالح کاملاً ارتجاعی- خمیری عمل کنند» 
امکان پذیر است . یعنی فرض می شود مصالح از نمودار تتش- کرنش شکل ۳۰۱۰۱ تبعیت می LS‏ که در 
تنش 09 تسلیم می شود ولی بعد از حد ارتجاعی به عنوان یک مصالح حمل کننده تنش ثابت عمل می کند . 
این فرض مهم است که باعث می شود بتوان تحلیل حد انجام داد و مسائل طراحی را به عنوان مسائل LP‏ 
رابطه سازی کرد . 


Op 


8 کرنش 
شکل V Y‏ ۲۰ منحنی تنش- کرنش برای مصالح نوع کاملاً ارتجاعی- خمیری 
یک مثال ساده خرپای سه میله ای در مثال زیر استفاده می شود تا تفاوت بین بار شروع تسلیم و تخمین 


بار فرو ریختگی مشخص شود. 


1) ductile 


C uas مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۳ برئامه ریزی‎ fof 


مثال ۳۰۱۰۱ 





شکل ۱.۲ ۳۰ فرو ریختگی یک خریای سه میله ای در اثر یک بار منفرد 


برای = sh‏ با اتصالهای لولایی سه میله ای که دارای بار عمودی است و در شکل ۲ ۱۰ ۰ Y‏ نشان داده 
شده تحلیل فرو ریختگی می کنیم . هر سه میله مساحت سطح مقطم یکسان A‏ داشته و از مصالحی با 
ضریب یانگ ' E‏ و تنش تسلیم مه ساخته شده اند . با محاسبه بار P‏ که سبب می شود اولین میله تسلیم 
شود شروع می کنیم . اگر تغییر مکان در اتصال مشترك U «UD‏ نشان دهیم » کرنشهای سه عضو از 


رابطه های زیر بدست می آیند : 


a=, £A = EC = )۳ ۰۱۰ ۱( 


7 4 
نیروی by‏ به آنها در عضوها عبارتند از : 
EA EA‏ 


ng = —v, na =ne = “yv 2 8 ۰ )۳ ۰۱۰ Y) 


با استفاده از معادله های تعادل در لولای «D‏ داریم : 
1 
na = nc, p=ng + gta + nc) = 1.25ng, (c. cv)‏ 
و بارهای داخلی در سه عضو عبارت است از : 
Na = nc = 0.2, ng = 082 . )۳ ۰۱ .۴(‏ 
روشن است که اگر بار از صفر افزایش ly‏ ابتدا عضو 8 تسلیم می شود و وفتی که 


1) Young 


بخش ۳۱ : تحلیل حد و طراحی سازه هایی که به صورت مسائل LP‏ رابطه سازی می‌شوند. — ۱۰۵ 


np = 4, یا‎ p = 1.25400 . )۳ ۰۱ ۰. ۵( 


با این وجود سازه در 1.2540 = م فرو نمی ریزد زیرا عضوهای ۸و C‏ هنوز می توانند بار اعمال 
شده را بدون تخییر شکلهای فاحش تحمل کنند . می توانیم تا زمانی که عضو CUA‏ تسلیم شود بار را 
افزایش دهیم . چون رفتار مصالح را کاملاً ارتجاعی- خمیری فرض کرده ایم » با افزایش بار به بیش از بار 
تسلیم اولیه تنش در عضو 8 در وت باقی می ماند . به سبب وجود تقارن در این مسأله» تسلیم بعدی همزمان 
در عضوهای ۸4 و C‏ اتفاق می افتد . بنابراین؛ در فرو ریختگی» هر سه عضو در نقطه؛ تسلیم خواهند بود 


و داریم : 


nA = np = nc = Ado, (۳.1.۶) 
: داریم‎ (v. Y. Y) fal alaa و از معادله های تعادل‎ 


این مقدار نسبت به باری که اولین تسلیم شروع می شود 6056 افزایش نشان می دهد . ۰ ۰۰ 

در مثال ۳۰۱۰۱ شناسایی ترتیب تسلیم اعضا و بدست آوردن حالت تدش در آنها به هنگام فرو 
ریختن» ساده برد . این واقعیت به ما این اجازه را داد که بار فرو ریختگی را بدون مشکل بدست آوریم . در 
حالت (IS‏ بدست آوردن ت رکیپ عضوهایی که در فرو ریختگی تسلیم می شوند ساده نیست و توزیع تنش 
PROUD ONE‏ ا اکان ر خرو وارد کن وو کت او ردن ار وو 
ریختگی[1] بر اساس یک قضیه' کلی در نظریه پلاستیسیته (خحمیری)» مساله LPS ipea‏ در 
نظر گرفته شود. این قضیّه» قضیه' کران پایین است» و از مرجع [2] ess‏ در زیر نقل می شود . 

AS il‏ پایین : اگر بتوان در هر جایی از سازه توزیع تنشی یافت که از نظر داخلی همه جا در تعادل 
باشد و بارهای خارجی راموازنه AS‏ و با ابن وجود شرایط تسلیم را نقض نکند» این بارها توسط سازه با 


کاربرد این قضیّه اکنون برای مسأله ای که در آن یزان تنش فرو ریختگی مانند مثال ۳۰۱۰۱ کم اهمیت 





1) Calladine 


gle ۶‏ بهینه سازی‌سازه‌ها(فصل ۳: برنامه‌ریزی (phe‏ 
نیست. تشریح خواهد شد. ما از همان سازه مثال قبلی استفاده می کنیم» ولی با یک نیروی افقی اضافی 
در P D ‘shi‏ 


مثال ۳.۱۰۲ 





شکل ۳,۱۰۳ oet‏ حد رای سه میله‌ای در آثر go‏ بار 


تحلیل حد خرپای سه میله ای شکل ۱۰۱ ۳۰را که دو نیروی عمودی و افقی مساوی ‏ به آن اثر 
می کند » در نظر بگیرید . معادله‌های تعادل در این حالت عبارتند از : 


1 
nat (na nc) - و‎ < 0, 


3 
za- ne) - p =0, (۳.۱.۸) 
~Adg € na ngnc € Aog. (Y.3.4) 


تشخیص این که کدام یک از سه میله در فرو ریختگی تسلیم می شود دیگر آسان نیست . با این وجود 
می شود تر کیبهای مختلفی از My‏ ,71 ے۲ را که معادله‌های تعادل را برآورده می کنند در نظر بگیریم تا 
یک کران gah‏ برای بار فرو ریختگی بدست آوریم . به عنوان مشال. اگر 0 nos‏ را آزمایش کنیم. از 
رابطه تعادل (۱۰۸ . ۳) داریم 


nA = 1.155p, و‎ ng = 0423 . (۳.۱.1۰) 


2 
NE 


بخش ۳.۱ : تحلیل de‏ و طراحی سازه هایی که به صورت مسائل LP‏ رابطه سازی می شوند ۰ ۱۰۷ 


روشن است که در این حالت dn, t‏ از و۸ به مقدار تسلیم ۵ می رسد که داریم : 
v3‏ 
na = Ado, ng = 0.366A0», 3 p= -7 40 = 0.866 A00 . (Y. YAN)‏ 


با برآورده شدن تمامی ضرورتهای قضیه کران پایین میبینیم که بار فرو ریختگی از پایین کران 
00 را دارد. اکنون می توانیم ترکیبهای مختلفی از توزیع نیروی اعضا در نظر بگیریم تا برای 
نسبت به آنچه در معادله" (۱۱ ۱۰ ۳۰) داشتیم مقدار بیشتری بدست آوریم . برای بدست آوردن بهترین 
تخمین c‏ مسأله را در قالب یک مسأله ماکزیمم سازی بیان می کنیم 


p‏ را چنان ماکزیمم کنید که 
(۱۲۳ .۱۰ ۳) معادله‌های (۱۰۸.. ۳) و (۹ ۰۱۰ ۳) برآورده شوند. 


روشن است که این یک LP JU‏ است بر حسب متغیرهای hy Ay‏ ۷ و ۰0 و می شود آن را با 
هر الگورتم LP‏ حل کرد. این مسأله آن قدر ساده است که در صورت نیاز یک حل ترسیمی نیز برای Of‏ 
امکان پذیر است (تمرین ۱ رانگاه کنید). * ۰ ۰ 

رابطه سازی کلی محاسبه بار حد برای سازه خرپا مانند روشی است که در Y . ۱۰۲ Jia‏ استفاده شد . 
فرض می شود که هیچ قسمت از سازه خرپا قبل از رسیدن به بار فرو ریختگی پلاستیک(خمیری) در اثر 
کمانش از بین نمی رود . اگر سازه خرپایی داشته باشیم که 7 عضو داشته باشد که با یک سیستم بار AB‏ 
بار گذاری شده باشد درحالی که p‏ بردار بار داده شده y‏ یک عدد اسکالر است. of‏ گاه بار حد را 
می توان با یافتن بیشترین مقدار A‏ که سازه می تواند تحمل کند بدست آورد . معادله های تعادل به شکل زیر 
on y‏ مین سود 


Y eyn = Ap,  d-l.om, ۲۳ ۱۱۳ 
- 


در حالی که (1,...,7 = slay in; (j‏ هر یک از اعضای KU‏ ز:» کسینوسهای جهت. و 171 تعداد 
n; « AjOTj , (Y . ۱۰. M)‏ < رن0 ۸۸ 


در حالی که رش ;406 7 به ترتیب مساحتهای سطح مقطع ها « تنشهای تسلیم در فشار و تتشهای 


{oA‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۳ برنامه ریزی خطی) 


تسلیم در کشش اند آن گاه بار de‏ یا فرو ریختگی جواب مسأله برنامه ریزی خطی زیر است . 
À‏ را مشروط به برآورده شدن 


(Y. ۱۰ ۱۵(‏ معادله‌های (۱۳ ۰۱۰ ۳) و VED‏ ۳۰۱۰) ماکزیمم کنید 


در حالی که A‏ و نیروهای اعضای n;‏ به Ul pe‏ متغیّرهای طراحی در نظر گرفته می شوند . 
یک مسأله مرتبط مسأله طراحی doe‏ است که بار فرو ریختگی مشخص می شود و مساحت سطح 
مقطع بهین باید بدست آید . اغلب هدف عبارت است از مینیمم کردن جرم کل سازه یعنی : 


m= < p;A;l, (۳.1.1۶)‏ را مینیمم کنید 


ju 
معادله‌های (۱۳ ۰۱۰ ۳) و معادله های(۱۴ ۰ ۰)۳۰۱ مشابه آنچه در مسأله" تحلیل حد‎ co gd مجموعه"‎ 
به عنوان متفیّرهای طراحی در نظر گرفته می شود. به هرحال ایس بار»‎ Aj اعمال شد دارد ولی ر" و‎ 


دامنه' بار / مشخص است . 


هنال ۳۰۱۰۳ 
تحلیل حذی و طراحی خرپای پنج میله ای که به شکل Y)‏ ۱ نشان داده شده است رابه صورت 
خطی رابطه سازی کنید . فرض کنید تمامی میله‌ها از یک نوع مصالح ساخته شده باشند و 


و ام 
1 
/ 
2 
P‏ 


شکل ۳۰۱۰۴ تحلیل حد و طراحی خرپای پنج میله ای 


بخش ۳.۱ :تحلیل حا و طراحی سازه‌هایی که به صورت مسائل LP‏ رابطه سازی می شوند ۰ ۱۰۹ 
Op = - 0 = 09‏ 


معادله های تعادل عمودی و افقی در گره‌های» نا مقید سازه عبارتند از : 


2 
nis + un =0, Tea + مک‎ =0, )۳ ۰۱۰ Wa) 
nu + na = 0, nu + nı, =p. (۳.1. Wb) 


قیدهای تسلیم عبارتند از : 


- 41300 € 113 € A1300, — Á2309 € ^2 € A42300, 
- ۸۱400 € nya € A1400, — A409 € Naa € A2400, 
- ۸400 € ny > A3400 . )۳۰۱۰۱۸( 


مسأله" پار حذی مانند آلچه قبلا تعریف شد مشحّص می شود: با تخییر نیروی اعضاء Jo s 521) D‏ به 
برآورده شدن معادله های تعادل و قیدهای تسلیم ماکزیمم کنید . ‘ail.‏ طراحی حذ عبارت است از : 
عبارت (ووم + مرش ۷/2 + موش + d" Aja + Ang‏ را 


)44 . ۰۱ ۳) چنان مینیمم کنید که معادله‌های (۱۷ 6۳۰۱۰ و (۱۸ ۰۱۰ ۳) برآورده شوند 


برای مسأله طراحی حد» هم مساحتهای سطح مقطع و هم نیروهای اعضا به عنوان متغیرهای طراحی 
در نظر گرفته می شوند. * ۰ * 

تحلیل و طراحی سازه هایی که عضوهای تحت تأثیر خمش دارند را می شود به عنوان مسائل LP‏ 
رابطه سازی کرد مانند آنچه در مراجع [3-5] ارائه شده است . کوهن» گوش و پاریمی" [3]راهکار سمتاز 
منحصر به فردی برای تحلیل و طراحی تیرهاء قابها و طاقهایی که موقعیّت مشخصی دارند و تحت تأثیر 
بارهای ثابت متغیّر» تکراری متغیّر یا لرزشی اند ارائه کرده اند . ما در این جا توجهمان را به مشالهای 
ساده ای از این گروه از مسائل معطوف می کنیم . 

فرض اساسی در ارتباط با مصالح تیر یا قاب این است که کاملاً ارتجاعی خمیری باشند . لنگر کاملا 
خمیری۰ 71 » سطح مقطع تیر» به عنوان لنگر خمشی» m‏ ۰ مورد نیاز برای تسلیم شدن تمامی سطح 
مقطع آن چنان که یک لولا با ضخامت خمشی ثابت درست شود. تعریف می شود . 


1) Cohin, Ghosh, and Parimi 


EP‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 


۳۰۱۰۴ Ue 


1/2 l 
p م22‎ 





شکل ۱۰۵ ۲۰ تحلیل حدی تیر دو دهانه 


تحلیل حذی اعضای خمشی به کمک یک تیر پیوسته تحت تأثیر نیرویی مطابق شکل ۵ . ۱ تشریح 
می شود. به دلیال رابطه سازی کلی که gh od al WES‏ حد پیشترین مقدار ‏ است که سازه می تواند 
تحمل cues‏ بدون آن که سازو کار شود. مائند حالت مثال ۳۰۱۰۲ ترتیب شکل گیری لولاها برای درست 
شدن یک ساز و کار تیر و توزیع لنگر خمشی در امتداد دهانه تیر خیلی روشن نیست . در حقیقت؛ 
توزیعهای لنگر خمشی بی شماری وجود دارند که از نظر ایستایی قابل قبولند و معادله‌های تعادل را برآورده 
می کنند . با این وجود. فقط دو امکان برای ساز و کار فرو ریختگی وجود دارد. دو ساز و کار ابتدایی و 
توزیع لنگر برای تیر در شکل ۱۰۵ ۰ ارائه شده است . 

LP ‘sl.‏ برای تحلیل خمیری عبارت است از 


مقدار ۸ را 
(۳۰۱۰۲۰) مشروط به 1,2,3 mp mtm, i=‏ - ماکزیمم کنید 
در حالی که ,۰ M, gM,‏ مقادیر لنگر خمشی درنقاطی در امتداد تیر است که پتانسیل تشکیل 


GL YS‏ خمیری را دارند » در آن نقاط لنگرهای خمشی ماکزیمم محلی دارند . این سه لنگر نیز در مسأله 
مجهرلند و باید آنها را بدست آورد. در شروع هر ساز و کار فرو ریختگی که در شکل ۱۰۵ OLY.‏ داده 


بخش ۱ ۲ : تحلیل حذ و طراحی سازه‌هایی که به صورت مسائل LP‏ رابطه سازی می شوند ۰ ۱۱۱ 
شده است › می توان به کمک اصل تغییر مکان مجازی دو معادله برای تعادل نوشت . فرض اساسی در 
نوشتن تغییر مکانهای مجازی این است که لولاها در شکل لولاهای خمیری نیستند ولی برای این معرفی 
شدند تا تغییر مکانهای کو چکی را که با فرض مستقیم باقی ماندن عضو بین آنها به وجود می آید امکان پذیر 
نمایند . رابطه" تعادل حاصل عبارت است از : 

27501 + mabi = 22p(1/2)6; , (Xov 


2,6 + mab = Ap(1/2)67 , )۳۰۱۰۲۲( 


در حالی که ;6 ,0 چرخشهای مجازی اعضا در لولاهای خمیری مورد انتظار و 65 ,5 Ju‏ 
مکانهای مجازی تیر در نقاط بار است . تغییر مکانها و چر خشهای مجازی توسط رابطه‌های جنبشی به هم 
مربوط می شوند و می توانند از معادله ها حذف شوند. به Co ye‏ به کمک معادله های Salad‏ می توان دو 


متغیر m, ym,‏ حذف کرد و مسأله LP‏ تعریف شده در (۳۰۱۰۲۰) به شکل زیر در می آید که Mm, 3A‏ 


را چنان بیابید که 
À‏ مشروط به yd‏ > 
1 
mp > (EA - 2m) < mp,‏ - 
Mp > ۲۵ > Mp,‏ — 
i‏ 
mp < (FA im) «my. )۳۰۱۰۲۳(‏ - ماکزیمم شود. 


این یک مسأله" LP‏ دو متغیره ( 7۳ و ۸) است که می تواند به روش ترسیمی حل شود. ELM‏ 


مال ۳۰۱۰۵ 

به عنوان شرحی بر طراحی حد برای مسائل نوع خمشی. مسأله" معروف مینیمم سازی وزن یک قاب 
صفحه ای برای تحمل مجموعه ای از بارهای نهایی را در نظر بگیرید . یک قاب سر در یک دهانه ای و یک 
طبقه ای با یک بار افقی و عمودی p‏ مطابق شکل ۳۰۱۰۶ با رگذاری شده است . برای این مسأله" طراحی» 
فرض می شود عضو افقی بالایی با ستونهای عمودی متفاوت است . بر این اساس فرض می کنیم سطح 


مقطعهای تیر و ستون به ترتیب لنگرهای کاملاً خمیری و٣7‏ و ,77 دارند . این دو لنگر خمیری به خواص 


۱۳ سبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 


سطح مقطعهای عضوهای مربوط بستگی دارند و بنابراین (sla te‏ طراحی مسأله اند. 


I / 
p | i | 


2l 


شکل ۳۰۱۰۶ طراحی قاب سردر برای جلوگیری از فرو ریختگی خمیری 


برای این که مسأله یک مسأله" طراحی مینیمم سازی وزن باشد. باید متغیرهای طراحی را به وزن سازه 
مربوط کنیم . ماسونت و سیو [6] نشان داده اند که برای مقاطع تیر در خمش یک رابطه خطی تقریبی بین 
وزن بر واحد wl cd ydo‏ و ضریب مقطع خمیری» 0 و جود دارد . در محدوده" مقاطعی که اشظار 
می رود برای یک فاب استفاده شود . psi as ea C oci ada a sacas cade‏ 10543 اسف 
همین فرض است که مسأله طراحی خمیری را حطی می سازد. 

بنابراین فرض خواهیم کرد که مسأله" مینیمم سازی وزن یک قاب با مجموعه ای از بارهای نهایی به 
مینیمم سازی یک تابع مانند 


w = 2m,yclc + وم + )21( م27 = و آوم7‎ )21( ۰ (Y... YF) 
2۳014 می انجامد . به سبب تمایلی که برای بی بعد سازی وجود دارد دو طرف معادله (۳۰۱۰۲۴) رابر‎ 


تقسیم می کنیم تا تابع هدف متناسب با وزن را بدست آوریم که عبارت است از 


E Tec 4 Tra = 2g) + 3. )۳۰۱۰ Yò) 


f(zi,22) = (som) se al 





معادله‌های تعادل می تراند با استفاده از راهکاری مشابه مثال قبل بدست آید . شکل ۳۰۱۰۷ تمامی 


ساز و کارهای فرو ریختگی ممکن قاب رانشان می دهد . ظرفیت تحمل بار نهایی سازه برای هر ساز و کار 


1) Massonet and Save 


بخش ۳۱ : تحلیل dm‏ و طراحی سازه‌هایی که به صورت مسائل dub LP‏ سازی می‌شوند ۰ ۱۱۳ 


TEHTI 


: 2. FOU 3 isi 
4. 4۲: < 2 ۵۱ 5. 4 ۲ + 2۲6 2 3 pl 6 2 mp +4۲23 ام‎ 


شکل ۱۰۷ ۳۰ ساز و کار فرو ریختگی قاب سردر شکل ۱.۶ ۲۰ 


فرو ریختگی مشخص با تعادل کار مجازی بین کار خارجی نیروهای اعمال شده و کار داخلی لنگرهای 
Sls‏ حمیری اتفاق افتاده هنگام چرخش مجازی لولاهای خمیری» بدست می آید . بنابراین یک طراحی 
قابل قبول طرحی است که در آن ظرفیت کار مجازی داخلی بزرگتر یا مساوی کار خارجی باشد. 

نشان دادن این که قیدهای عملکردی مربوط به ساز و کار فرو ریختگی شکل ۳۰۱۰۷ به شکل زیر 


است به عنوان تمرین بافی گذاشته می شود (به تمرین ۴ نگاه کنید) 


)۳.۱.۲۶( ساز و کار تیر ۱ ,1 > و42 
qu. V. vv)‏ ساز و کار تر Y‏ ° < و2 + 27 
)۳.1.۲۸( ساز و کار مایل ۱ ,1 2 و2 + Tı‏ 
(۳۰۱۰۲۹) ساز و کار مایل 2x, >1, Y‏ 


gle ۴‏ بهینه سازی سازه‌ها(فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 
(۳۱ ۰۱۰ ۳) ساز و کار ترکییی Y‏ ,3 > و22 + Ary‏ 


به علاوه چون × و x,‏ نشانگر متغیرهای سطح مقطع هستند لازم است که داشته باشیم : 
(۳۰۱۰۳۲) , 0 < وج و ,0> xr,‏ 


بنابراین مسأله مینیمم سازی وزن تحت تأثیر مجموعه بار نهایی به بدست آوردن مقادیر نامنفی, × و X,‏ 
می انجامد که در آن مقادیر ‏ معادله" (۳۰۱۰۲۵) با شرطهای معادله های V Y Y)‏ ۳- ۰۱.۲۶ ۳) مینیمم 
شود. روشن است که مسأله یک مسأله" LP‏ است . حل تحلیلی این مسأله را تا فرصت دیگر به تصویق 


ee * می‌آندازيم.‎ 


۴ طراحی بتن پیش تنیده به كمك برنامه ریزی خطی 

از OT‏ جا که بتن در کشش ضعیف است » پیش تنید گی کمک می کند تا تنشهای کششی نامطلوب در بتن 
حذف شود و در نتبجه مقاومتش در خمش بهبود یابد . یک کابل یا میله" پیش تنیده یک بار فشاری خارج 
از مرکز به سطح مقطع تیر اعمال می کند که باری محوری و احتمالاً لنگری خمشی به سب انحراف کابل 
به وجود می آید . در ارزیایی تنشها در هر سطح مقطم Ub‏ تنشهای در اثر بارهای مرده و زنده (دینامیکی) را 
به تنشهای په سبب نیروی میله" اعمال شده" خارج از مرکز اضافه کنیم . برای تیری که ابعاد سطح مقطع Of‏ 
ابت است ؛ هزینه" کلی تیر را می شود فرض کرد که تقریباً متناسب با هزینه" ساخت یک نیروی پیش 
تنیده" مطلوب است . بنابراین مسأله بهینه سازی طراحی یک تیر پیش تنیده به مینیمم سازی مقدار نیروی 
پیش تنیدگی fo‏ می انجامد . 

مسأله ساده زیر که طراحی بهین یک تیر با تکیه گاههای ساده است و در شکل ۰۱ ۳۰۲ OUS‏ داده شده 
را در نظر بگیرید. مقدار اولیه نیروی پیش تنیدگی fo‏ و خارج از مرکزی € باید چنان تعیین شود که fo‏ 
مشروط به قیودی روی تنش نرمال» تغییر مکان جانبی؛ و قیدهای کران بالا و پایین روی متغفیّرهای طراحی؛ 
مینیمم شود . به علاوه» در طراحی یک تیر بتنی پیش تنیده که انتظار می رود برای چند سالی کار کند ‏ باید 
اجازه دهیم مقداری از نیروی پیش تنیدگی در اثر انقباض وابسته به زمان و اثرات خزش از دست برود. 
برای سادگی فرایند طراحی اغلب فرض می شود که نیروی پیش تنیدگی فعلی قابل بهره برداری یک کسر 


ابت » از نیروی پیش تنیدگی اولیه fo‏ است . در محاسبه" توزیع لنگر خمشی یا شکل تغییر یافته" یک تیر 


بخش ۲ : طراحی بتن پیش تنیده به کمک برنامه ریزی خطی ۰ ۱۱۵ 





شکل ۲.۱ ۲ تیر پس- ttt‏ با تکیه گاههای ساده 


پیش تنیده» علاوه بر نیروهای مرده و زنده" معمول» باید بار گسترده" معادل (تمرین ۶۵ را نگاه کنید) و 
بارهای انتهایی که در اثر شکل منحنی میله های خارج از مرکز جاسازی شده به وجود می آید را نیز در نظر 
داشته باشیم . می توان نشان داد [7,8] که برای شکل سهموی کابل (شکل ۳۰۲۰۱ را نگاه کنید) لنگر 
حاصل و خیزها به شکل خطی با کمیت foe‏ با ضریب ثابت k‏ که تابعی از خواص مصالح و سطح مقطع 
است متناسب است . با این فرضهاء تنشهای ماکزیمم و خیزهای یک تیر با تکیه گاههای ساده در مرکز تیر 
اتفاق می افتند . اگر لنگر خمشی مثبت ماکزیمم و خیز ماکزیمم در مرکز تیر با تکیه گاههای ساده شکل 
۱ به سبب نیروهای خارجی در امین شرایط بارگذاری به ترتیب با mei‏ و Sei‏ نشان داده شود. آن 


: مسأله بهینه سازی تیر عبارت می شود از‎ olf 


fo )۳۰۱۰۲۶(‏ = (6 ,و رامشروط به 
Mi efie cqui, )۴۰۱۰۲۷(‏ بو < ott‏ 
bi + ak foe < 6", (۳.1.۲۸)‏ < "8 
é<e<e", (۳.۱.۲4)‏ 
t=1,...,nl. (۳.1.۳۰)‏ ,0 < و1 مینیمم کنید 


در این جا nl‏ نشانگر تعداد شرایط jb‏ گذاری مختلف ؛ etsa! a", 8! 6". el.‏ کرانهای بایین و بالای 


. و خارج از مرکزی میله ؛ 4 و > مساحت موثر و ضریب مقطع سطح مقطع می باشد‎ xx Cum 


1) Post- tensioned 


۶ مبائی بهینه سازی سازه ها (فصل ۳: برنامه‌ریزی‌خطی) 

مسأله ای که در معادله‌های (۱ ۰ ۰۲ ۳) تا (۵ . Y‏ ۳۰) رابطه سازی شد یک مسأله" cc LP‏ زیرا 
حاوی ضرب foe‏ از دو متغیر است . با این وجود» به سادگی می توان با فرض : 

m — foe (۳.۲.۶) 

آن را با متغیرهای جدید fo‏ و m‏ به شکل مسأله" LP‏ در آورد. مسأله تبدیل شده به «LP‏ شکل زیر 


: خواهد بود‎ 
را مشروط به‎ f(fo, m) = fo (Y.Y.V) 
att ے‎ ۵ ma am cui (Y ۰۲ .۸( 
ü 2 
§ < بیق‎ + akm < 6 , (Y.Y.4) 
m! < m € m*, )۳ ۲ y) 
ور مینیمم کنید‎ <۰0, i=1,...,nl, )۳۰۲۰۱۱( 


در حالی که m" ym!‏ کرانهای بالا و پایین foe‏ هستند. 

موریس" ]9[ مسأله" مشابهی را مورد بررسی قرار cola‏ ولی با قیدهای اضافی روی ظرفیت لنگر 
نهایی . او همچنین به منظور اعمال حد مؤسّسه بتن آمریکا روی نیروی پیش تنید گی برای جل و گیری از 
شکست زودرس تیر در اثر خرد شدن بتن» قید (۱۱ ۰۲۰ ۳) را بهبود بخشید . موریس بخشی از مسأله را 
با استفاده از وارون نیروی پیش تنیدگی به عنوان یک متغیر طرّاحی خطی می کند؛ این تبدیل AB‏ ظرفیّت 
لنگر نهایی را نمی تواند حطی کند. به سبب تمایلی که به نعطی سازی وجود دارد» این قید غیر خطی با 
تعدامی قوس [cate‏ شده که به طور قطعه قطعه خطی و دز محل اتصالشان مقادیر واقعی دارند 
جایگزین می شود . کیرش" [10] نشان داده است که برای تبدیل تبرهای بتنی پیش تنیده" پیوسته به 
مسائل برنامه ریزی خطی تبدیلهای مناسبی می تواند به کار رود . این مسائل نه تنها شامل بهینه سازی 
موقعیت نیروی پیش تنیدگی و میله‌ها می شود بلکه بهینه سازی ابعاد سطح مقطم تیر رانیز در بر 


" می گیرد. 


۳ طراحی خرباهای از نظر ایستایی معین. با کمترین وزن 
به عنوان مثالی دیگر از مسائل طراحی که می تواند به مسائل LP‏ تبدیل شود» طراحی خرپاهای از نظر 


1) Morris 2) Kirsch 


بخش ۲۳ : طراحی خرپاهای از نظر ایسنایی معین» با کمترین وزن ۰ ۱۱۷ 
ایستایی معین با کمترین وزن و با قیدهای تنش و خیز را در نظر می گیریم . در این مسائل مشکلی که به 
وجود می آید این است که خیزها به عنوان تابعی از متفیرهای طراحی که مساحتهای سطح مقطع اعضای 
خرپاست» طبیعتی غیر خحطی دارند. این نوع مسأله. به دسته‌ای از مسائل که مسائل برنامه‌ریزی 
جدایی پذیر ]11[ معروفند تعلق دارد. در این دسته از برنامه ریزی» تابح هدف و قیود را می توان به عنوان 
مجموع توابعی از یک منغیر طراحی تنها بیان کرد . هر کدام از چنین توابعی رامی توان با توابع قطعه قطعه 
خطی یا یک مجموعه از قطاعهای خط یا قوسهای متصل به هم که در محل تقاطع قوسها تابع واقعی 
درونیابی می شود تقریب زد. 


ID 1 یک تابع جدایی پذیر غیر خطی‎ 
f = F(t... En) = fiii) + falta) +... + falta), Qus M 


را می توان به شکل : 


"m m m 
f = M nfet V fat.. Y Mefa, )۳ ۰۳۰ ۲( 
k=0 k=0 k=0 
L 
m m 
Ti = È nane oes Tn یو‎ (Y.Y.Y) 
=0 k=0 


m m m 

Somay mn ae = 1, )۴۰۳۰۴( 

nj > 0, 390 1 ی‎ 3 RS OA iim. (r.Y.0) 

خطی کرد. دراین جال و Xa‏ مقادیر توابع fi, fi, ns f,‏ و متغیرهای طراحی Xy ..., X,‏ ,× در 
m + 1‏ نقطه از پیش تعیین شده در امتداد هر یک از متفیّرهای طراحی ؛ و Tnk‏ ها توابع درون‌یابی 
متغیرهای طراحی اند . دقت کنید که تعداد ۰77 نقاط از پیش تعیین شده برای هر متغیر طراحی » در حالت 
کلی» می توانند متفاوت باشند cm, Mas ..., m, ete)‏ اما به خاطر سادگی در این جا مساوی در نظر 
گرفته می شوند . 


استفاده از m‏ بازه با m+!‏ مقدار از sla pate‏ طراحی به این سبب است که تمامی “ed plows‏ فضای 


۸ مبانی بهینهسازی سازه ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 
طراحی ممکن Lids‏ پوشش داده شود . تعداد قطاعهای ۰17 درجه تقریب در مسأله اصلی را مشخص 
می کند- هر چه 1 بزرگتر باشد جواب مسأله خطی به جواب واقعی نزدیکتر است . با این وجود در هر 
dai‏ طراحی داده شده» تقریب خطی برای تابع غیرخطی به مقدار تابع در دو مقدار متفیّر طراحی نیاز 
دارد . بنابراین برای هر متغیر طراحی (۸ , ... ,1 = ر)زحداکثر باید دو Mik‏ متوالی مثبت باشد . این نتیجه 
ایجاب می کند که به عنوان مثال اگر Mpg‏ و Mpg)‏ غیرصفر باشند و دیگر م ها صفر باشند؛ آن گاه 


مقدار Zp‏ در بازه ای بین Ipa‏ و (1 ې )ح2 قرار دارد و مقدارش برابر است 


Tp = پمتپم(1‎ + fp 1) T p(q-1)s 4 Te + fpe) = 1. ۳.۳۰ ۶( 


بنابراین متفیزهای (,× , ... Qr,‏ تابع با توابع میان یابیز جایگزین می شوند و برای هر متغیر طراحی 


تنها دو تا از آنها مقید به غیر صفربودنند بنابراین برای تابع در هر متغیّر طراحی یک تقریب خطی داریم . 


۳۰۳۰۱ Us 
برای توضیح مسأله ای مشابه آنچه مجید' [12] حل کرد در نظر می گیریم . هدف عبارت است از‎ 
طراحی یک خریای چهار عضوی نشان داده شده در شکل ۰۳۰۱ ۳ که از نظر ایستایی معین است. چنان‎ 
که وزن آن مینیمم باشد و قیودی روی تنش اعضا و قیدی برای تغییر مکان در لولای نوك خرپا وجود داشته‎ 
باشد . به منظور ساده سازی مسأله فرض می کنیم اعضای 1 تا 3 مساحت سطح مقطع یکسان ۰ ,۰۸۵ و‎ 
داشته باشد. در اثر بار مشخص شده نیروی عضوها و تغییر مکان‎ A, عضو 4 مساحت سطح مقطع‎ 

عمودی در لولای 2 را می توان به سادگی نشان داد که عبارتند از : 


Fı =5p, R =-p, F = 4p, و‎ F,2-2V3p, (t. Y. Y) 
62۱ / 3 v3 

PYLA‏ بت تست ارت ات وق 

SUE a). ۱ ) 


در حالی که مقادیر منفی نیروها نشانگر فشاری بودن آنهاست . تنشهای مسجاز در کشش و فشار به 


ترتیب فرض می شود که 5 I0‏ 7.73 و E.‏ 107 <4.833 باشند که 2 ضریب ارتجاعی مصالح است 


1) Majid 


بخش ۳۳ : طراحی خرپاهای از نظر ایستایی coena‏ با کمترین وزن 614 





شکل ۲۰۳۰۱ خریای چهار میله ای از نظر ایستایی معین 


و تغییر مکان عمودی نوك خرپا مقید است که از | 107 × 3 بیشتر نباشد . مسأله" طراحی برای مینیمم بودن 


وزن مشروط به قیدهای تنش و تغییر مکان را می توان بر حسب متغیرهای بی بعد 


z= (Z) 108, و‎ m= (45) 00, Y.a) 
: به شکل زیر رابطه سازی کرد‎ 

fenn) = + Ë (Y.Y. i+)‏ رامشروط به 
۳.۳.۱0( ,3 > 6/322 + ,182 

0.05 > zı € 0.1546, )۲ ۳ Y) 

z2 < 0.1395, (rra)‏ € 0.05 مینیمم کنید 


در حالی که حذ کران پابین برای × و x,‏ فرض کرده ایم 0.05 باشد . به جز تابع هدف که یک تابع 
غیر خطی جدایی پذیر است. بقیه مسأله خطی است . تابع هدف را می توان با استفاده از رابطه‌های 
Y)‏ ۰.۳ ۳) و Y)‏ ۳) به شکل قطعه به قطعه خطی در آورد. به منظور شروع» بازه متغیر طراحی 
معادله های (۱۲ . ۳. ۳) و (۱۳ . ۰۳ ۳) را په دو قطاع مساوی (22 (M‏ تقسیم می کنیم که در نتیجه داریم : 
,0.1546 = ور ,0.1023 = zı0 = 0.05, Zn‏ 
و .0.1395 = 99 ,0.09475 = z% = 0.05, za‏ 


مقادیر تابع هدف c5! p‏ این bli‏ عبارت است از : 


sie ۰‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 
fio = 20, fir = 9.76, fia = 6.47,‏ 
foo = 34.64, fo, = 18.28, fog = 12.42. 3‏ 


بتابراین تاب هدف خطی شده عبارت است از : 


[ (21,23) = 2019 + 9.769, + 6.47515 + 34.6429 + 18.2855, + 12.427235 . 


بعد از جایگزینی 
zı = 0.05710 + 0.10231 + 0154672,‏ 
Zo = 0.05m + 0.094751) + 0.154675 ,‏ 


در معادله‌های قید (۳۰۳۰۱۱) تا (۱۳ Y‏ ۰)۳ یک الگوریتم LP‏ را می توان به کاربرد» مشروط به 


این که دو Tik‏ متوالی برای هر متغیر طراحی ,× مثبت باشد . * ۰ 


۴ حل ترسیمی مسائل LP‏ ساده 

برای مسائل ساده‌ای که بیش از دو متغیر طراحی ندارند. برای یافتن جواب مسأله؛ LP‏ می توان از 
روش حل ترسیمی بهره جست. روش ترسیمی نه تنها جواب مسأله را می دهد» بلکه در فهم طبیعت 
مسأله LP‏ نیز به ما کمک می کند . مثال بعدی به منظور تشریح طبیعت فضای طراحی و جواب بهین آورده 


NUN شده‎ 


مثال ۳۰۴۰۱ 
مسأله" طرااحی de‏ قاب سردر مثال ۵ . ۱ را در نظر بگیرید. مسأله به مینیمم شدن تابع هدف 


z2, (۳.۴.1)‏ + ,22 = (و2 f(zi‏ 
نسبت به قیدهای نامساوی معادله‌های (۲۶ .۱ ۳۰) تا (۳۲ ۱۰ ۳۰) انجامید . 
از of‏ جا که مسأله یک مسأله" LP‏ در فضای دو بعدی است» می توان یک جواب ترسیمی بدست 


آورد. قیدهای Y Y Y)‏ . ایجاب می کنند که ما بتوانیم خود را به ربع نامنفی صفحه" X X,‏ در شکل 
۱ محدود کنیم i‏ تمامی خطوط مستقیم مربوط به معادله‌های (۳۰۱۰۲۶) تا (۳۰۱۰۳۱) به عنوان 


بخش ۴ : حل ترسیمی مسائل LP‏ ساده Ir!‏ 
تساویهای مؤکد رارسم می کنیم (اين خطوط مرزهای قید را مشخص می کنند) . به منظور gaseta‏ کردن 
فسمت قابل قبول و غیر قابل قبول هر طرف یک خط قید داده شده. نقطه ای در هر طرف انتخاب می کنیم 
و مختصاتش را در ناساوی می گذاریم . اگر نامساوی برآورده شد» آن گاه آن طرف از خط Ad‏ که شامل 
این نقطه است ‏ قسمت قابل قبول و اگر برآورده نشد فسمت غير قابل فبول است . به عنوان مشال اگر 
مختصات 0 = و 0 x;‏ در ناساوی ( ۰۱۰۲۷ ۳) جایگزین شود» ناساوی نقض می شود و این بر عدم 
تعلق مرکز مختصات به حوزه" قابل قبول دلالت دارد St.‏ این فر ایند را برای تمامی فیود نامساوی ادامه 
دهیم t‏ به سرعت به ناحیه ای می رسیم که یک چند ضلعی محذب است؛ گوشه ها نقاط رأس نامیده 
می‌شوند . ناحیه قابل قبول قیدها در شکل۱ ۳۰۴۰ تشریح شده است . 

بعد از آن» ترازهای eU‏ هدف را با مساوی قرار دادن تابع x,‏ +2 با یک عدد و رسم حطوطی که با 
مقادیر مختلف آن عدد بدست می آید» رسم می کنبم . نقطه بهین با یافتن ترازی از تابح هدف که تازه به 
ناحیه" قابل قبول رسیده بدست می آید . جهت کاهش ‏ در شکل ۴۰۱ ۰ Y‏ نشان داده شده است و جواب 
بهین به شکل زیر مشخص شده 

Tı = 15 = 1/2, (Y.F. Y) 


Eq. (3.1.29) 


Eq. (3.1.28) 
Eq. (3.1.30) 


Eq. (3.1.27) 





0 05 1 15 2 25 3 35 X1 


۲۳ مبانی بهینه سازی سازه‌ها(فصل ۳ برنامه ریزی خطی) 
eee oF‏ 
صرفنظر از حالت تباهیده» جواب بهین در یک مسأله" LP‏ هميشه روی یک گوشه یا نقطه“ رأس قرار 


که مقدار تابع هدف در این نقطه عبارت است از 1.3 7 min‏ 
دارد . حالت تباهیده وقتی پیش می آید که گرادیان تابع هدف ضریب ثابتی از گرادیان یکی از فیودی باشد 
که جواب بهین در امتداد آن قرار دارد . آن eal‏ هر نقطه در امتداد این قید که نقطه رأس را نیز در بر 
می گیرد» یک جواب بهین است . به عنوان مثال اگر مسأله ای که تازه بحث کردیم تابع هدفی به شکل زیر 


داشت : 


f =c(2r; + 429), )۳ . ۴. ۳( 


که در آن C‏ یک aae‏ ثابت است» OF‏ گاه هر نقطه در امتداد خط cb]‏ 2] در شکل ۳۰۴۰۱ یک جواب 
بهین است . 

مفهوم چند ضلعی محدب با گوشه‌ها یا رأسهایش در دو بعدی به یک چند وجهی محدب بانقاط فرین 
در R”‏ عمومیت داده می شود. به عنوان مثال؛ یک چند وجهی محذب[11] مجموعه ای است که از 
تقاطع تعداد محدودی نیمفضای بسته بدست می آید . به طور مشابه» یک نقطه" فرین از یک مجموعه په این 
شکل تعریف می شود که : نقطه ای مانند در R”‏ است که نمی تواند به عنوان یک ترکیب محذب 
HI - a) x (0 > >1(‏ 2 از دو نقطه" ,× و X,‏ از مجموعه بیان شود . در نهایت» مانند حالت دو بعدی 
شکل ۰۴۰۱ ۰۳ با چشم پوشی از تباهیدگی یک تابع هدف خطی در R"‏ تنها در یکی از نقطه های فرین 
یک چند ضلعی محدب کراندار قرار خواهد داشت . په خوانندگان علاقمند توصیه می شود که برای آگاهی 
بیشتر در این باره به مرجع[11] یا [13] مراجعه نمایند . 

رزوی eal‏ اک زو ترس تالا یی e als abs‏ بر نامه has | lake o‏ از دی dis‏ 
به کار رود . برای حل چنین مسائلی باید دنبال روشهای جایگزین باشیم . روش سیمپلکس که اول بار 
توسط دنتزیک" [13] پیشنهاد شد برای حل مسائلی که تعداد زیادی face‏ طراحی و قید دارند روشی مور 
و کاراست . در آینده روش سیمپلکس را مطالعه خواهیم کرد ولی اکنون چند تعریف و مفهوم بسیار مهم 
در برنامه ریزی خطی را مطرح می کنیم. 


1) Dantzing 


بخش ۲۵ :یک برنامه خطی به شک ل استاندارد ۰ ۱۳۳ 
۵. يك برنامه خطی به شکل استاندارن 
یک برنامه خطی را به شکل استاندارد گویند اگر به شکل زیر باشد : 


fcx )۳۰۵ ۰ ۱(‏ 
)¥ ۰ ۳۰۵) را مشروط Ax=b, a‏ 
(۰۳ ۳۰۵ و ,0 < x‏ مینیمم کنید 


در حالی که » یک بردار 1 A‏ یک ماتریس 77*11 و b‏ یک بردار 77*1 است . هر برامه dae‏ که 
قیدهای نامساوی دارد را می توان با استفاده از متفیرهای کمبود و زیادتی به شکل استاندارد درآورد. به 
عنوان مثال» برنامه حطی تعریف شده در معادله های (۰۱۰۲۶ ۳ تا (۳۲. ۱ ۳ رادر نظر بگیرید . of‏ 


نامساویها را می توانیم به تساویهای اکید به شکل زیر تبدیل کنیم . 


(۴ .۰ ۰۵ ۳) ,1= 23 — و47 
z4— 1, )۳ ۰۵ ۰ ۵(‏ - 222 + 22 
)۳.۵.۶( ,1 وه Ti+-‏ 
rg =1, )۳ ۰ ۵ ۰۱۷(‏ ;21 
(۳۰۵۰۸) ,3= ;422-27 + 22 
٩(‏ . ۰۵ ۳) ,3 = 14 - و22 + 4r,‏ 


که در آنها gla face‏ زیادتی x,‏ تا x,‏ به کار رفته است . این متغیرها باید نامنفی باشند یعنی : 
z; > 0, ped m. (۳.۵.1۰)‏ 


اگر نوع نامساویهای Jalas‏ های YP)‏ ۱۰ .۳) تا (۳۰۱۰۳۱) از نوع مخالف آنها بود» برای تبدیل به 
قیود تساوی متغیرهای نامنفی ,× تا × را اضافه می کنیم . در این حالت متغیرهای X,‏ تا x,‏ را sla ae‏ 
کمبود می گویند. اگر مقادیر اصلی متغیرهای طراحی لازم نباشد که نامنفی باشند باز هم می توانیم با یکی 
از تعزیفهای زیر Jas‏ به شکل استاندارد معادله های V)‏ ۰۵۰ ۳) تا Y)‏ ۰۵ ۳) تبدیل کنیم . 


Ty = wi~ v), J T2 = Ug - V, )۳۰۵۰۱۱( 


که در آن 0 < ر۷ ,۲ , را , :1 یا با اضافه کردن یک عدد مثبت به اندازه کافی بزرگ 1 به متخیر طراحی 
(۳۰۵۰۱۲) , و2 + ۸ ع 2 


که در این صورت متغیّر جدید هنگام طراحی هرگز منفی نمی شود. این متغیرهای مصنوعی اغلب در 
مسائل طراحی سازه استفاده می شوند که در آنها کمیتهایی مانند تنشها به عنوان متغیرهای طراحی به کار 
می رود. تنشها بسته به شرایط بارگذاری می توانند مثبت یا منفی باشند. از معادله" (۳۰۵۰۱۱) روشن 
است که تبدیل LP JUS‏ به شکل استاندارد ممکن است به افزایش ابعاد فضای طراحی بینجامد . استفاده 
از معادله"(۱۲ ۰ ۳۰۵) ابعاد مسأله را افزایش نمی دهد ولی تشخیص قبلی مقدار ثابت 1 که متغیر طراحی 
را مثبت خواهد ساخت ممکن است مشکل باشد (انتخاب یک عدد بسیار بزرگ ممکن است به بدخیم 
شدن عددی بینجامد) . 

دوباره به معادله Y)‏ ۰ ۰۵ ۳) بر می گردیم و توجه می کنیم که اگر men‏ باشد و همه" معادله ها به طور 
خطی مستقل باشند» برای دستگاه معادلات یک جواب یگانه خواهیم داشت» در حالی nias‏ < 17 » در 
حالت کلی» یک دستگاه معادلات ناسازگار داریم . S‏ در صورتی که ۸ > m‏ باشد جوابهای متعددی 
خواهیم داشت . از تمامی این جوابها. جوابی که قیدهای نامنفی بودن را برآورده می کند و تابع هدف f‏ را 


مینیمم می سازد مورد نظر ماست . 


۱ ۰ ۳۰۵ جواب اصلی 

فرض می کنیم رتبه" ماتریس mA‏ باشد و از میان ۸ ستون ۰۸ مجموعه ای از m‏ ستون را که مستقل 
حطی اند انتخاب می کنیم . این ماتریس mm‏ را با D‏ نشان می دهیم . آن گاه D‏ نامنفرد (ناتکین) است 
و می توانیم جواب را به شکل زیر بدست آوریم : 


Xp = D7 bp, 4۳ ۰۵۰ ۷۱۳( 
mxl mxmmxl 


در حالی Xp‏ که بردار متغیرهای مستفل و bp‏ بردار طرف راست مربوط به آن است . آن گاه به سادگی 


می توان نشان داد که 


Xp 
ec. (T.O. 4%) 
0 


بخش ۳۶ :روش سیمپلکس ‏ ۱۳۵ 

یک جواب دستگاه معادلات (۲ ۰ ۰۵ ۳) است . چنین جوابی را جواب اصلی می گویند و ۳ بردار 
متغیرهای اصلی نامیده می شود . یک جواب اصلی لازم نیست قیدهای نامنفی بودن (۰۳ ۰۵ ۳) را برآورده 
کند . آن جوابهای اصلی که این قیدها را برآورده کنند» جوابهای قابل قبول اصلی اند و می توان نشان داد که 
نقاط فرین اند . به سخن دیگر تمامی جوابهای قابل قبول اصلی معادلات Y)‏ ۰۵۰ ۳) مربوط به گوشه ها یا 
نقاط فرین چند وجهی محدیند[13]. 

تعداد کل جوابهای اصلی معادله Y)‏ . ۵ . ۳) را می توان با مشخص کردن تعداد ممکن انتخاب m‏ 
متغیر اختیاری از یک گروه :7 متغیره تخمین زد. از تضیه" جایگشتها و ترکیبها می دانیم که این تعداد برابر 


است با 


= (r.0.\*) 


mi(n — m)! ` 


تمامی این امکانها قابل قبول نخواهند بود و تنها بعضی از آنها قابل قبولند. 


۶ روش سیمپلکس 

پندار" روش سیمپلکس عبارت است از کاهش پیوسته مقدار تابع هدف با رفتن از یک جواب قابل 
قبول اصلی به جواب دیگر » تا زمانی که به مقدار مینیمم تابع هدف برسیم . بحث چگونگی دست یافتن به 
یک جواب قابل قبول اصلی را به تعویق می اندازیم و فرض می کنیم برای شروع الگوریتم یک جواب قابل 
قبول اصلی داریم . در واقع اگر قیدهای نامساوی زیر را می داشتیم : 

aita +... + aj < bj, PS m, (۳.۶.۱)‏ + رنه 


z;20, jz1,...,n, (۳.۶.۲)‏ 
که در آن برای هر قید 0 < D,‏ است» OT‏ گاه فرآیند تبدیل مجموعه قید به شکل استاندارد عبارت است 
aiT +... + Ginîn + Yi = Dj, i=l, ...,m, )۳ .۶ . ۳(‏ + 6۱21 


j=1,...,n, (Y.P. Y)‏ ,0 < وت 


yi > 0, $z1,..,m, )۳ ۶ ۰. ۵( 


ITF‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۳: برنامه ریزی حطی) 


و بی درنگ متوجه می شویم که 


yi = bi, i=1,...,m, 3 زد‎ < 0, j2L...n, (Q(.f.*) 


یک جواب قابل قبول اصلی است . یک طرح رسمی برای یافتن یک جواب قابل قبول اصلی بعداً در 
این بخش بحث خواهد شد . پرسش فوری مورد علاقه در این لحظه این است که چگونه از یک جواب 
قابل قبول اصلی به جواب قابل قبول hel‏ دیگر برویم . بدون اینکه کی بودن بحث را خدشه دار کنیم 
می توانیم فرض کنیم که یک دستگاه معادلات به شکل کانونی که در زیر نشان داده شده است داریم (چنان 
شکلی به کمک طرح حذفی گوس برای یک ماتریس ۸ از رتبه" 74 هميشه قابل وصول است) . 


2 +0 +... +0 +.. + 0 +a m+1 Tm+1l +... +n In = b, 
0 +22 t+... +0 +.. + 0 - G2,m41 Tm+1 o +n Za. = b, 
0 +0 +... +z, +... +0 TG,mal Ima] +... موه(‎ In = b,’ 
0 +0 +... +0 +... +m Ga mer Imp +... موجه(‎ n = bm 
)۳ ۰۶ ۰۷( 

zı = bi, و7‎ = be, ENR 2, = b,, sme Im = bm, 
lati = tn = oe — 0 )۳ ۰.۶۰ ۸( 


متغیرهای x Ux,‏ رااصلی و رد تا ,× راغیر اصلی می نامند . 


۱ ۳۰۶۰ تغییر متغیرهای اصلی 
روش سیمپلکس همزمان با بهبود تابع هدف مجموعه متغیرهای اصلی را تغییر می دهد . در حال 
حاضر برای روشن شدن بحث ابتدا روش رفتن از یک جواب قابل قبول اصلی به جواب دیگر را تشریح 
می‌کنیم . بهبود تابع هدف در بخش بعدی مورد بحث قرار خواهد گرفت . 
می خواهیم یکی از متفیرهای غیر اصلی فعلی معادله (۷. ۶ . ۳)) به عنوان مشال (m «tS n)‏ ,ندرا 
اصلی بسازیم . فرایند سبب می شود که یک raza‏ اصلی» Sm)‏ 5 > 1( ,× غیر اصلی شود. هم اکنون 


فرض می کنیم متغیر ,که می خواهیم به مجموعه اصلی بیاوریم معلوم است . تنها باید تصمیم پگیریم که 


بخش ۳۰۶ :روش سیمپلکس ‏ ۸۱۳۷ 
کدام متغیر باید از مجموعه اصلی حذف شود . جمله های انتخابی نشان داده شده در زير برای S‏ امین 
معادله و یک ‘Wales‏ احتیاری دیگر را در نظر بگیرید . 


1 3 t 
1 1 0 04 = bi 
4 duis Eua WE uev. mE; )۳ ۰۶ . 4) 


چون می خواهیم X‏ اصلی شود. باید آن را با صفر کردن ضریب sa ) < 1, .... FES)‏ واحد 
کردن ضریب ca,‏ با تقسیم S‏ امین معادله به ,»از بقیه" معادلات به جز S‏ امین حذف کنیم . این کار را 
زمانی می توانیم انجام دهیم که ٩,‏ صفر نباشد . همچنین در صورتی که ,۵ مثبت نباشد. فرایند تقسیم 
دامین معادله بر 4 یک جمله منفی در طرف راست به وجود می آورد زیرا ۶ به دلیل این که جواب فعلی 
یک جواب قابل قبول اصلی است مشبت است. برای حذف متغیر اصلی جدید ,× از امین معادله 
l..m is*s)‏ = ) باید معادله" 5 pl‏ را در ضریب (,۵ / (a,‏ ضرب کنیم و معادله" حاصل را از تمامی 
معادله ها کم کنیم . ضرایب بدست آمده در طرف راست امین معادله برابر است با : 

bt = b; — b,(—) . (ve ۰۱۰( 

Gst 

برای تضمین این که جواب بدست آمده یک جواب قابل قبول اصلی باشد باید کاری کنیم که 0 < پا 

: یا با مرتب کردن مجدد معادله" (۱۰ .% داریم‎ chal 


E )۳۰۶ ۰۱۱(‏ 2 
معادله (۱۱ ۰۶۰ ۳) و شرط 
a, < ۰ )۲۰۶ ۰۱۲(‏ 


دو شرطی هستند که S‏ امین سطر را در رفتن از یک جواب قابل قبول اصلی به جواب دیگر مشخص می کند . 
oul ple‏ برای pare‏ غير اصلی داده شده" X‏ که باید اصلی شود ضریب همه" جملات را در ٤‏ امین ستون 


بررسی می کیم . به سب نقض شرط VY)‏ . ۶ درایه هابی که در ستون 1ام ضرایب تامثبت دارند در نظر 


۸ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 
گرفته نمی شوند . در میان آنهایی که ضریب مثبت دارند نسبت n)‏ ,... ,1 = ) ,9/۵ را محاسبه می کنیم . 
سطری را انتخاب می کنیم 6 سطر 5 ام که نسبت b. a,‏ در آن کمترین باشد y‏ مقدار مینیمم را b da‏ 
می نامیم همچنان که در معادله (۱۱ ۳.۰ OUS‏ داده شده است . این متغیر اصلی مربوط به سطری است 


که در فرایند اصلی ساختن glial nox,‏ خواهد شد . 


منال ۳۰۶۰۱ 
بحث قبلی را با یک مثال تشریح می کنیم . دستگاه معادلات زیر را در نظر بگیرید . 


,6 — و2 + 22 + ,22 
T4 = 10,‏ + و42 + ,32 
(۱۳. ۶ ۳) .4= وج ۲+ 22 + Ti‏ 


دستگاه در حال حاضر به شکل کانونی است و جواب قابل قبول اصلی عبارت است از : 
Û, 13 = 6, z4 = 10, rs =4. (T.۶.18)‏ = وه = z1‏ 


متغیرهای ,× و رد متغیرهای غیر اصلی اند در حالی که ,× ؛ × و Xe‏ ؛ متغیرهای اصلی اند. اکنون 


فرض می کنیم می خواهیم × را اصلی کنیم . با نوشتن دوباره معادله (۳۰۶۰۱۳) به شکل ماتریسی داریم 


Ti 
2 2 1 0 0 r2 6 
۲ 4 0 1 1 23 ا‎ , )۳۰۶ ۰۱۵( 
1 2 0 0 1 T4 4 

T5 


غیر اصلی شود نسبت 3 ,2 ,1 kE lah i=‏ می دهیم . 


bi b 1 by 
X A i A. M 
aj 221 3 031 


کمترین نسبست ۱ است» بتابراین à,‏ را به عنوان لولا می گیریم. آن گاه دستگاه معاد لات جدیل 


عبارت است از : 


۱۲۳٩ بخش ۲۰۶ :روش سیمپلکس‎ 
1 I 05 0 0 Io 3 
0 1 -15 1 0 T3 ۰ (۳.۶.1۶) 
0 1 —0.5 0 1 I4 1 
: از‎ 


خواننده می تواند نشان دهد که اگر غیر از ,ره را به عنوان لولا انتخاب می کردیم به یک جواب اصلی غير 


£9 = I$ = 0, Z1 = 4, وت‎ = -2, T4 = -2, 


که قابل قبول نیست 01,5 > x,‏ و0 > ess Ox,‏ 


۲ ۳۲۰۶۰ بهبود بخشیدن تابع مرف 

در بخش گذشته اصلی ساختن متغیر غیر اصلی x,‏ بدون از دست دادن قابل قبولی را مورد توجه قرار 
دادیم . ما باید در مورد متغیری که باید اصلی شود نیز تصمیم بگیریم . باید تنها متغیری را برای اصلی شدن 
ela‏ که هم تابع هدف را کاهش دهد و هم به جواب قابل قبول اصلی بینجامد . دقت کنید که تابع هدف 
یک معادله' خطی مانند دیگر معادله هاست و بنابراین می تواند با دیگر معادله ها در نظر گرفته شود. 


cx-f. )۳۰۶ ۰۱۷( 


فرض کنید دستگاه مصادلات(۲ . ۳۰۵) به شکل کائونی است و معادله (۳۰۶۰۱۷) در انتهای 
دیگر معادله‌ها اضافه شده است» به این شکل معادله ها که در آنها تابع هدف نیز گنجانده شده 
اغلب تابلو سیمپلکس گفته می شود . اکنون تمامی متغیرهای اصلی را از معادله آخر با کم کردن 
٤,‏ برابر هر معادله در شکل کانونی حذف می کنيم. آن LS‏ طرف راست معادل »(۰۱۷ ۰۶ ۳) به 
شکل Cf- c bi cubi cibi ...- cb d‏ در می آید . بنابراین اگر از وجود f‏ صرفنظر کنیم » طرف راست 


PELLE 
چپ این آخرین معادله تنها‎ e box, mx ums mx = 0 منفی مقدار تابع هدف است زیرا:‎ 
متغیرهای غیر اصلی را شامل می شود . اکنون فرض کنید ضریب یکی از متغیرهای غیر اصلی در طرف‎ 
چپ آخرین معادله منفی باشد . اگر این متغیر را اصلی کنیم آن گاه مقدار این متغیر را از مقدار فعلی اش که‎ 
صفر است به یک مقدار مثبت افزایش می دهیم . چون آخرین معادله تنها یکی از معادله ها است » وقتی‎ 
از مجموعه اصلی‎ (x) امین) عمل لولابی انجام می دهیم و متغیر مربوط را‎ S) روی یکی از معادله ها‎ 
. حذف می کنیم» عملیاتی را که در بخش گذشته شرح دادیم روی تمامی ۱ +72 معادله انجام می دهیم‎ 
وقتی متغیر مشخص» با ضریب منفی در آخرین معادله» حذف شد» طرف راست این معادله افزایش‎ 
می یابد ؛ زیرا مقدار متغیر از صفر به یک مقدار مثبت افزایش یافته است . چون طرف راست نشانگر منفی‎ 
مقدار تابع هدف است» کاهش در تابع تضمین می شود. بتابراین معیار تضمین شدن یک بهبود در تابع‎ 
هدف این است که متغیر در معادله تابع هدف بعد از پاك شدن از تمامی متغیرهای اصلی ضریب منفی داشته‎ 


باشد . این نتیجه را می شود با مثال زیر نشان داد : 


مثال ۳.۶۰۲ 
NA)‏ . ۰۶ ۴۳) و2 + و2 + 2۱ < f‏ 
)44 ۰ ۰۶ ۳) را مشروط به ,6 = 73 + و22 + 2r,‏ 
z4 10, )۳ ۶ . ۲۰(‏ + و42 + 3271 
)۳.۶.۲1( .4= و2 + 22 +2 مینیمم کنید . 


همچنان که در بالا بیان شد معادله های قید(۲۱ . ۰۶ ۳) را دوباره به شکل ماتریسی می نویسیم و تابع 


هدف را به عنوان آخرین سطر ماتریس در نظر می گیریم . 


2 2 1 0 0 t| 6 
3 4 0 1 0 T2 10 
1 2 0 0 1 T3 = 4 : ۲ .۶۰۲۲( 
1 1 1 0 0 15 0 
: یک جواب اصلی عبارت است از‎ 
I| = 29 =0, 2320, r,-210, re=4. OE) 


متغیر × متغیر اصلی است که در آخرین معادله YY)‏ . ۰۶ ۳) ظاهر شده است و باید از آن حذف شود. 


2 2 1 0 0 zi 6 

10 و2 0 1 0 4 3 

1 2 0 0 1 | در و2‎ 4 . ۳.۶ .۲۴( 
al: Sf we. 00 5 Ts -6 = -f 


می توان در ستون (1) یا )2( عمل لولا را انجام داد . یعنی با اصلی ساختن ,5 یا ex,‏ هدف کاهش 
می یابد . اگر عمل لولایی را روی ستون )1( انجام دهیم ( × را اصلی سازیم) عنصر لولا ,4 است زیرا 
نسبت a.)‏ ,0( آن کمترین خواهد بود . تابلوی سیمپلکس جدید به شکل زیر است 


1 1 0.5 0 0 I 3 

0 ۲۰ 15 1 0 I9 1 

0 1 -05 0 1 T3} = 1 .)۳ ۰.۶ . ۲۵( 
0 0 0.5 0 0 T5 3 = -f 


مقدار تابع هدف از 6 به 3 کاهش یافته است . از آنجا که معادله' آخر هیچ متغیر غیر اصلی با ضریب 
منفی ندارد» کاهش پیشتر مقدار تابع هدف امکان پذیر نیست . بنابراین مقدار مینیمم تابم هدف برابر 3 


I9 = T3 =0, رد‎ =3, 274 = l, z5=1. (ur Y) 


اگر تصمیم داشتیم که اول ر× را اصلی کنیم تابع هدف را از 6 به 4 کاهش می دادیم و یک عدد منفی 
در معادله آخر و در ستون اول می بود که یک دور دیگر از عمل لولایی برای اصلی ساختن × باید انجام 
می دادیم . * o‏ ۰ 

این مطلب بحث روش سیمپلکس را کامل می کند به جز این که ما برای شروع نیاز به یک جواب قابل 


قبول اصلی داریم که ممکن است به سادگی در دسترس نباشد . این عنوان بحث بعدی ماست . 


۳ ۳۰۶۰ تولید دک جواب (DU‏ قبول اصلی - استفاده از متغیرهای مصنوعی 
در فرایند تبدیل یک مسأله" LP‏ داده شده به شکل معادله های (۴ . ۰۶ ۳) و (۳۰۶۰۵) 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها(فصل ۳: برنامه ریزی (h‏ 
x20, )۳ ۰۶ ۰ Yy)‏ و ,0 < b‏ که Ax > b,‏ 


به شکل استاندارد که با اضافه کردن متغیرهای کمبود صورت می گرفت ۰ یک جواب قابل قبول اصلی 
برای شروع روش سیمپلکس بدست آوردیم. اما وقتی ما یک برنامه خطی داریم که به شکل استاندارد 
معادله های Y)‏ . ۰۵ ۳)ر (۳. ۰۵ ۳) است در حالت کلی نمی توانیم یک جواب قابل قبول اصلی را 
شناسایی کنیم . در چنین حالتهایی ازفن زیر می توان استفاده کرد : 

مسأله مینیمم سازی زیر را در نظر بگیرید 


> y (۳.۶.۸) 

i=] 

(vog 14)‏ — رانسبت به فیود Ax+y=b,‏ 
(Y.9.Y*)‏ ,0 < ۲ب 3 0 < 7 مینیمم کنید 


در حالی که ۷ بردار متغیرهای مصنوعی است. بافرض 0 < b‏ خللی به کلیت مسأله وارد نمی شود و 
به موجب آن برای JU‏ 1.۳ (۲۹ . ۶ . ۳) یک جواب قابل قبول اصلی معلوم داریم . 


y= b, J x=0, )۳۰۶۰۳۱( 


بنابراین روش سیمیلکس می تواند به سادگی برای حل مسأله' LP‏ معادله های YA)‏ ۰۶۰ ۳) په کار 
رود. دقت کنید که اگر یک جواب قابل قبول اصلی برای مسأله" LP‏ اصلی YA)‏ ۳۰۶) و جود داشته باشد 
آن گاه در جواب بهین مسأله بهبود یافته" (۲۹ lay ULF.‏ به عنوان متخیرهای غير اصلی(0 = (y‏ 
باشد . اما اگر برای مسأله اصلی جواب قابل قبول اصلی وجود نداشته باشد آن گاه مقدار مینیمم 


معادله" LY‏ ۶ . ۳) از صفر بزر گتر خواهد بود. 


۳.۶۰۳ Ua 
استفاده از متغیرهای مصنوعی را با مثال زیر تشریح می کنیم . در این مثال دنبال یک جواب قابل قبول‎ 
cs) d 
27; + T2 + 313 = 13, 


بخش ۲۰۶ ؛ روش سیمپلکس rr‏ 


Zi + و2 + و22‎ < 7, )۳ ۶ .۳۲( 
z20, i=1,2,3. 


هستیم . متغیرهای مصنوعی Vi‏ و Va‏ را معرفی می کنیم ؛ مسأله مینیمم سازی زیر را خواهیم داشت 


ft )۳ ۰۶ TY) 
22 + za + و32‎ + y; = 13, رانسبت به‎ 
27 + 229 + ول + و2‎ =7, 

(۳۴. ۰۶ ۲) ۰ << 0 < لا 3 i21,23,‏ ,0 < نم مینیمم کنید. 


با جواب قابل قبول اصلی 27و ,۷۱213 و (x, 2 X, =X, z0‏ تابم هدف (۰۳۳ ۰۶ ۲) را اضافه کرده 
و متفیرهای طراحی اصلی لا و ya‏ را از آن حذف می کنیم تا تابلوی سیمپلکس اولیه را بدست آوریم. 


2 d 3 1 0 = 13 
BP Gov UM eae PT 
-3 -3 -4 0 0 y —20 
yo 


چون ستون(3) بزرگترین عدد منفی را دارد؛ آن را برای عمل لولایی انتخاب می کنیم و عنصر M d‏ ۵ 
است زیرا 1 < 13/3 


2/3 1/3 1 1/3 0 e 13/3 

1/3 5/3 0 -1/3 1 

us 5/3 es id __| و‎ 29 ۸ = "s (۳.۶ .۳۶( 
-1/3 -5/3 0 43 0 -8/3 


آن گاه ره را به عنوان pare‏ لولا در نظر می گیریم و خواهیم داشت : 


s 19/5‏ 1/5- 6/5 1 0 9/5 
Es 44 5 ۳ ۶ ۳۷‏ 3/5 1/5- 0 1 1/5 
0 4 1 1 0 0 0 
y2‏ 
فرایند به جواب قابل قبول اصلی زیر برای مسأله" اصلی همگرا می شود. 
z 8/5, 3 z3 = 19/5. (Y. F.YAÀ)‏ 72 ,0= 2 


(he مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۳ برنامه ریزی‎ rr 
دوگانی در برنامه ریزی خطی‎ ۷ 

توسط دنتزیگ[13] نشان داده شده است که مسأله" ابتدایی مینیمم سازی یک تابع خطی مشروط به 
مجموعه ای از قیود حطی معادل است با مسأله" دوگان ماکزیمم سازی یک تابع خطی دیگر مشروط به یک 
مجموعه قیود دیگر . تابع هدف دو گان و قیدهای OT‏ از تام هدف و قیدهای مسأله" ابتدایی بدست می آیند . 


بنابراین اگر مسأله ابتدایی به شکل زیر تعریف شود. 


(۸ متغیر) citi 4T. + Calin = CTX‏ = ول 
رامشروط به ajz; 2 bi, 2=1,...,m, (Aim)‏ 2 
j=l‏ 

(۱. ۰۷ ۳) ...1 ع از ,0 < و2 مینیمم کنید 


آن گاه مسأله دوگان به شکل زیر تعریف می شود : 


hA +...... + bmAm = bTA Cam)‏ - و[ 
by Al,‏ په r0)‏ قید) 9A < 6, j-71l...n,‏ 3 
1=1 

Slim (r.y. Y)‏ ( مینیمم کنید 


انتخاب رابطه سازی ابتدایی و دو گان به تعداد متغیرهای طراحی و قید بستگی دارد . تلاش محاسباتی 
حل یک مسأله" LP‏ با افزایش تعداد قیود افزايش می یابد . بنابراین» اگر تعداد رابطه‌های قید در مقایسه با 
تعداد متغیرهای طراحی بیشتر باشد» آن گاه حل مسأله" دوگان که به تلاش محاسباتی کمتری نیاز دارد 
راحت تر است . دسته بندی مسائل به ابتدایی و دو گان اختیاری است زیرا اگر مسأله" ماکزیمم سازی به 
عنوان ابتدایی تعریف شود آن گاه مسأله مینیمم سازی دوگان آن خواهد بود . می توان نشان داد[13] که 
مقدار بهین متغیرهای اصلی ابتدایی را می توان از جواب دوگان بدست آورد د ہر ) = ونم( F‏ 
بنابراین اگر ,× یک متغیر اصلی در مساأله ابتدایی باشد آن گاه OF‏ دلالت بر فعال بودن آر امین قید "JU‏ 
دوگان دارد و بر عکس . 

اگر مسأله ابتدایی به شکل استاندارد ش نوشته شود؛ یعنی با قیدهای تساوی» داریم : 


n)‏ متغیر) az +...... + cz, = cx‏ < و 
i-am, E a‏ روا Day;‏ 


jzl 


بعش BY‏ : دوگانی در برنامه ریزی خطی ۰ ۱۲۳۵ 
f=l,...,n, )۳ ۰۷ .۳(‏ ,0 < و2 مینیمم کنید 
آن گاه مسأله" دو گان مربوط عبارت است از : 
Gam)‏ ۲۲۸ = مب( بب9 + + bid‏ = و[ 


(۳۰۷۰۴)رامشروط به  jalan, (Qm‏ .259986 ماکزیمم کنید 


=1 


در حالی که :۸ از نظر علامت محدودیتی ندارد]11]. 

بايد به این نکته تو جه شود که در عمل » بندرت مسأله" 1٩‏ را به عنوان یک مسأله ابتدایی با دوگان حل 
می T‏ بیشتر نرم افزارهای LP‏ مدرن و پیشرفته الگوریتم ابتدایی- دوگان را به کار می‌برند. این 
الگوریتم با یک جواب قابل قبول مسأله" دوگان شروع می کند که این جواب قدم به قدم با بهینه سازی یک 
مسأله ابتدایی محدود شده مربوط بهبود می‌یابد . جزئیات این الگوریتم فراتر از هدف این ES‏ است و 


خوانندگان علاقمند می توانند به مرجع[11]مراجعه کنند . . 


مثال ۳.۷۰۱ 
Pu P‏ فاب سردر که در مشال ۵ . ۱ . ۳ رابطه سازی شد را با شرط با رگذاری کمی متفاوت در نظر 
همان اندازه نگهداشته می شود . معادله های قید مربوط نسبت به معادله های Y)‏ ۰ ۰۵ ۳) تا ٩(‏ ۰ ۳۰۵) 
طرفهای راست متفاوتی خواهند داشت ‏ یعنی : 
,1 <2 و42 
,1 > 229 + 221 
(۵ . ۳۰۷) ,1.25 > و2 + Tı‏ 
,1.25 2 221 


21; +422 > 3.5, 
4z; + و2‎ > 3.5. 


با این وجود» هنگامی که به شکل استاندارد نوشته شود؛ نه تنها مسأله ۸ متغیر دارد بلکه یک جواب 


قابل قبول اصلی برای مسأله نیز فوراً در دست نیست . چون تابع هدف (۳۰۱۰۲۵) تنها دو متغیر X, 3X,‏ 


IPF‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها(فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 


دارد» —- "JL‏ دوگان ممکن است بازده بالاتری داشته باشد . مسأله" OUS pa‏ عبارت است از : 


1 1 1 1 
(۰۱۷ ۰۷ ۳) 0 + 3225 + 17۵4 +129 + و۸ + 2 < و 
رانسیت به ,2 € 425 + و2۸ + 204 + Ag‏ + 2 
(۸ ۰ ۰۷ ۳) ,1 > م2 + و4۸ + ود + 222 + 4۵1 


,۰ 0 < ۸ ماکزیمم کنید 


ماکزیمم سازی , f‏ مانند مینیمم سازی ر -f‏ است و فرآیند تبدیل مسأله" خطی فوق به شکل استاندارد 


عبارت است از : 


1 1 1 1 
— fy = —À; — àa — پ1۸‎ - 1 -å — 3245 — 32A 
fa A, ~ Ag 17% 17% 35 5 35 6 )۳ ۰۷ . ٩( 
و + و(2‎ + 2۸» + 2A5 + م4۸‎ + Az = 2, را نسیت به‎ 
Ad, + ر22‎ + Ag + 445 + 22۸6 + ۸8 = 1, )۳ ۰۷ ,۱۰( 


Ae X20 1۰ 


که جواب قابل قبول اصلی آن برابر است با 


می توانیم با تابلوی سیمپلکس اولیه که متغیرهای اصلی از معادله آخر آن» که نشانگر تابع هدف است» 


حذف شده» شروع کنیم . 


0 2 4 FF 5 4 Y OF bel £2 
4 2 1 0 4 2 0 1| Jal | 1 


> 
a 
1 
| 
| 


cp xey cp 5/4 E اوه‎ Oe “Or! Ne 0 


)۴۳ ۰۷ ۰ ۱۱( 


هر چند توصیه می شود که ستون پنجم یا ششم را برای عملیات لولایی انتخاب کنیم» چون بیشترین 
مقدار منفی را دارند » gly‏ انجام عمل لولایی روی ستون سوم جواب نهایی یکسانی را با یک تابلوی 
سیمپلکس aS‏ به دست می دهد . با انجام عمل لولایی رری pare‏ ,44 داریم : 


بخش ۲۰۷ : دوگانی در برنامه ریزی خطی ry‏ 


26 7 (¥. 


به سبب وجود جملات منفی در معادله' c xl‏ روشن است که تابع هدف هنوز می تواند پیشتر کاهش 


: داریم‎ d, با انجام عمل لولایی روی عنصر‎ . Ab 


-2 0 0 1 -1 1 1/2 -1/27 | As 1/2 
4 2 1 0 4 2 0 1 Meese ا‎ 


> 
qa 
| 


3/2 3/2 0 0 1/4 1/4 5/8 5/8} | de 15/8 


بنابراین نتیجه می گیریم که 15/8 = (fa)min = —15/84(fadmax = (fp)min‏ و جواب عبارت 


است از : 
AMc-1/2.  (Y.v.W*)‏ ,ادوا و ,0 2 و( ع 7( ع و( ع و( و < ۱ 
lad‏ غیر صفر دلالت بر فعال بودن قیود سوم و چهارم در مسأله ابتدایی دارد؛ یعنی : 
(۱۵ .۰ ۰۷ ۳) ,1.25 < وج + رم و ,1.25 = 2z,‏ 


جواب معادلات (۱۵ ۰ ۰۷ ۳) عبارت است از 5/8 = و2 = e ap‏ ۰ و 


در پایان بخش ۰ جالب است یادآور شویم که متغیرهای دوگان را می توان به عنوان قیمت های قیود 
تفسیر و تعبیر کرد. برای یک تغییر داده شده در طرف راست ۵ از روابط قیود معادله (۵ . ۷. AY‏ تغییر 
مقدار بهین تابع هدف می تواند از رابطه زیر بدست آید . 

Af'2ATAb. )۳ ۰۷ ۰۱۶( 


برای اینکه معادله (۱۶ . ۰۷ ۳) برقرار باشد تغییر در بردار b‏ باید چنان باشد که به تغییر در مجموعه 


۱۳۸ سبانی dings‏ سازی سازه‌ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 
قید فعال نینجامد . Las‏ دوگان را نیز می توان ماکزیمم سازی یک سود مشروط به محدودیتهایی از نظر 
در دسترس بودن منابع در نظر گرفت . آن گاه روشن است که متغیرهای دوگان نامنفی را می شود به عنوان 
افزايش هزینه ها در اثر نقض فیدهای روی در دسترس بودن منابع تلقی کرد . به همین شکل یک مسأله" 
ابتدایی را می توان به عنوان یک مینیمم سازی هزینه" کلی در نظر گرفت در حالی که همه فیود برآورده شده 
باشند . نقش کامل متغیرهای دوگان تنها در بحث شرایط کان- تاکر و حساسیت جواب بهین به تغیبرات 
پارامترهای طراحی روشنتر خواهد شد که در فصل (O)‏ بحث خواهد شد. مثال بعدی کاربرد متغیرهای 


دوگان در یافتن حساسیت جواب بهین در اثر تغییر در پارامتری از مسأله را تشریح می کند . 


مثال ۳۰۷۰۲ 
مسأله" طراحی قاب سردر که در مشال ۱ . ۳.۷ با استفاده از متغیرهای دوگان حل شد را در نظر 
بگیرید . تغییر مقدار تابع هدف بهین 1.875 = ft‏ را در اثر 25% کاهش در مقدار نیروی افقی را بدست 
خواهیم آورد در صورتی که نیروی عمودی در D‏ به همان میزان نگهداشته می شود. این نیروها مربوط به 
مسأله‌ای بودند که در مثال ۳۰۱۰۵ رابطه سازی شد و به روش ترسیمی در مثال ۳۰۴۰۱ حل شد. 
برای معادله های (۵ . ۳۰۷) و (۳۰۱۰۲۶) تا(۳۰۱۰۳۱) تغییر در طرف راست عبارت است از 
Ab, = ~}‏ = واش و 1— = Abs = Abs‏ . با استفاده از مقادیر متغیرهای دوگان مثال ۰۱ ۳۰۷ که در 


معادله" (۱۵ (Y. V.‏ بدست امد داریم : 


Af'-- (1) 1+ - (3) (3) = -0.375. 


بنابراین مقدار بهین تابع هدف در اثر این بارگذاری جدید برابر است با 5 = oft‏ البته فرض شده 
قیو د فعال (آنهایی که مربوط به متغیرهای OUS ao‏ غیر صفرند) فعال باقی می مانند . خوشبختانه « آن فرض 
برای مثال فعلی صحیح است . با این وجود» علاوه بر دو قیدی که در ابتدا فعال بودند دو AD‏ دیگر نیز در 
نقطه" طراحی جدید فعال می شوند (به شکل ۳.۴۰۱ نگاه کنید) . هر کاهشی بیشتر از 25% در مقدار بار 
افقی تغییری را در مجموعه قید فعال به وجود خواهد آورد و به یک جواب نادرست می انجامد . 

بنابراین» بر این حقیقت تأکید می کنیم که در کاربرد معادله" (۱۵ ۰ ۳۰۷) شخص uU‏ آگاه باشد که 


پارامتر طراحی را آن قدر تغییر ندهد که مجموعه قید فعال تغییر کند . این کار عموماً با محدود کردن 


بخش ۳۰۸ : روش داخلی- الگوریت مکارما رکار ۱۳۹ 
تغییرات پارامتر به اندازه" کوچک امکان پذیر است . با این همه » اگر طراحی مشال ۳۰۴۰۱ را په عتوان 
طراحی نمونه انتخاب می کردیم هر اندازه تغیبرات مقدار نیروی افقی را کوچک هم می گرفتیم؛ مجموعه 
قید فعال تغییر می کرد . این به خحاطر زائد بودن قیدها در جواب بهین مثال ۲۰.۴۰۱ است. ۰ ۰ ۰ 


۸ روش داخلی - الگوریتم کارمارکار ! 

در استفاده از الگوریتم سیمپلکس که در بخش ۶ . Y‏ بحث شد. عملیات کاملاً روی مرز چند وجهی 
در R”‏ و حرکت از یک a‏ فرین (رأس) به فرین دیگر با انتخاب کوتاهترین مسیر بین cul‏ یعنی یک یال 
چند وجهی . انجام می شد . انتخاب رآس بعدی از میان تمامی رأسهای مجاور رأسی که شروع کرده ایم؛ 
بر اساس بیشترین کاهش در تابع هدف انجام می گیرد. با این فرضهای اساسی . الگوریتم سیمپلکس تنها 
یک راهبرد نظام مند برای مشخص کردن و بررسی جوابهای نامزد مسأله" LP‏ است . تعداد عملیات مورد 
نیاز برای همگرایی به شکل نمائی با تعداد متغیرها افزايش می یابد . در بدترین حالت» تعداد عملیات برای 
همگرایی برای یک مسأله با :7متغیر با یک مجموعه 5 از قیدها برابر است با (s - n)!‏ 5۱/7۱. با این همه 
انتخاب یک جهت حرکت به جز یال چند وجهی که با روابط قید سازگار باشد و منفعت بیشتری در تابع 
هدف داشته باشد امکان پذیر است . گرچه چنان انتخابی می تواند به یک کاهش سریع به طرف رأس بهین 
بینجامد» ولی این کار توسط نقاط میانی غیر رأس انجام می‌شود. 

روشهای داخلی حل مسائل EP‏ از زمان مصرفی الگوریتم کارمار کار[14] توسط آزمایشگاه 
7 بل " توجه زیادی را به خود جلب کرده است . این الگوریتم جدید در اصل مدعی بود که ۵۰ برابر 
از روش سیمپلکس سریعتر است . از آن زمان کارهای زیادی در تعمیم و بهبود بخشیدن الگوریتم کارمارکار 
صورت گرفته است . بهبود شامل تشریح چگونگی به وجود آوردن جواب دوگان در این الگوریتم 
است[15]» و تصمیم الگوریتم کارمار کار این بوده که کرانهای بالا و پایین را با حذف متغیرهای کمپود؛ 
که معمولاً در چنان کرانهایی در الگوریتم سیمپلکس به کار می رود» به شکل مژثرتری[16] مورد توجه 
قرار دهد . 

از آن جا که توسعه‌های اخیر الگوریتم همراه با مباحث ریاضی است و از هدفهای این کتاب فراتر 
است» تنها یک حالت کلی از الگوریتم کارمارکار در بخشهای بعدی ارائه می شود . در این لحظه خواننده 


1) Karmarkar 2) Bell 


EE E A E EE, ifs 
را به این نکته توجه می دهیم که ابزاری که در الگوریتم استفاده شده در اصل برای مینیمم سازی توابع غير‎ 
خطی مقید و نامقید در فصلهای (۴) و (۵) معرفی شده اند . بنابراین به خواننده توصیه می شود که این‎ 

فصلها را قبل از مطالعه بخش بعدی مرور کند . 


GS cer. A.) 
Vf جهت بیشترین کاهش در تابع هدف جهت تندترین کاهش است که جهت منفی گرادیان تاب هد‎ 
به شکل استاندارد» معادله (۳۰۵۰۱) را‎ LP است (به بخش ۲ ۲۰ . ۴ مراجعه کنید) . برای یک مسأله"‎ 


ببینید + جهت گرادیان عبارت است از : 
Vf=c. (Y.A. 9)‏ 


گرچه ما جهت حرکت را محدود به یال چند وجهی سطح A‏ نکرده ایم» در LP Slo‏ جهت حر کت 
نمی تواند به ساد گی منفی جهت گرادیان انتخاب شود . جهت باید چنان انتخاب شود که حر کت به نقطه ای 
در ناحیه" قابل قبول بینجامد . این کار با استفاده از ماتریس تصویر P‏ 


P=I-N(NTN) NT, (FA. Y) 


که در بخش ۵.۳ بدست آورده شده» انجام می شود که در آن ماتریس b yy oN‏ به گرادیان معادله‌های ۰ 
قید است . از آن جا که قیود توابع خطی از متفیرهایند داریم UP N = AT‏ عمل روی بردار گرادیان 6- 
جهت تندترین کاهش را روی فضای تھی ماتریس A‏ تصویر می کند. یعنی e‏ اگر با یک نقطه' طراحی 
“adsl‏ × شروع کنیم که معادله قید A × = b‏ را برآورده می CLS‏ ودر جهت -Pe‏ حرکت کنیم در زیر 
فضایی که به وسیله" معادله' قید تعریف می شود خواهیم ماند . دقت کنید که در کاربردهای عددی این 
تصویر ماتریس» حاصلضرب AAT‏ ممکن است وارون نشود ولی در عرض سیستم خطی AAT y = AC‏ 
gly‏ شود حل کرد و آن گاه گرادیان تصویر شده از رابطه" و۸ -» = Pe‏ محاسبه گردد. یک روش INS‏ 
و با شرایط بهتر بر اساس عامل گیری OR‏ ماتریس ۸ برای جواب ماتریس تصویر در بخش ۰۵ ۵ تشریح 
شده است . مثال ساده“ بعدی که توسط استرنج" ارائه شده و از مرجع[17] آورده شده جهت حرکت را در 


1) Strange 


بخش ۰۸ : روش داخلی- الگوریتم کارما رکار ry‏ 


فضای طراحی سه بعدی به شکل ترسیمی تشریح می کند . 


مثال ۳۰۸۰۱ 
مسأله مینیمم سازی زیر که بر حسب سه متغیر طراحی است در نظر بگیرید» 


f =- -2x - 3x, )۳ ۰۸۰ ۳( 
x, + را مشروط به 1= + رید‎ )۳۰۸۰ Y) 
مینیمم کنید‎ x 20 (T.A.0) 


با شروع از یک نقطه" شروع 1/3,1/3)7 ,1/3( = xO‏ جهت حرکت را بدست آورید . 


X3 






{-Pe=(-1, 0, 1)T 


(V-e-(1, 2, 3)T 


X1 


شکل ۱ ۳۸ فضای طراحی و جهت حرکت 


فضای طراحی و رویه فید مسأله در شکل ۱ ۳۰۸۰ نشان داده شده است . جهت منفی بردار گرادیان با 
C‏ - مشخص شده است. ماتریس تصویر برای مسأله را می توان از معادله Y)‏ ۳۰۸۰) بدست آورد در 


حالی که [1 1 1[ = ۸. دستگاه »۸ = AATy‏ یک مقدار اسکالر برای Y‏ بدست می دهد 


1 2E 
ü 1 ati] y={1 1 TRIS (۳.۸.۶) 
1 -3 


y=-2. 


Irr‏ سبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۳ ۱ برنامه ریزی خطی) 


آن گاه جهت تصویر شده Pe‏ عبارت است از : 


Pc-c-yAT, (Y . A. V) 
-1 -2 1 

(Y. A. A)‏ )ات )- )مه 
1- 2~ 3= 


حرکت در جهت Pe‏ - بیشترین کاهش در تابح هدف را تضمین می JUS‏ در صورتی که حرکت در 
صفحه" POR‏ که با معادله قید تشکیل شده انجام شده باشد . کمترین مقدار تابع هدف برای این مسأله در 
رآس ۸ خواهد بود که روشن است که با یک چرخه نمی توان به آن رسید . بنابراین» قبل از این که شرط 
نامنفی بودن نقض شود )45 در نقطه" (2/3,1/3,0(7) = x(D‏ است) باید حرکت قطع شود. و روش 
باید تا رسیدن به یک همگرایی منطقی به نقطه" مینیمم تکرار شود .۰ ۰ * 


در مثال قبلی هیچ توضیحی در مورد انتخاب نقطه" طراحی شروع و برای طول مسافت طی شده در 
جهت انتخاب شده داده نشد . کارمارکار[14] حرکت را قبل از برخورد به مرز چند وجهی متوقف می LS‏ 
مثلاً در نقطه" ")1/30 ,1/3 ,19/30( = x‏ در مثال قبلی ؛ بنابراین جایی برای حرکت در چرخه" بعدی 
باقی می ماند. یعنی با شروع از چند وجهی یا نزدیک به آن احتمال برخورد به مرز دیگر قبل از منتفع شدن 
حقیقی از تابع هدف را افزایش می دهد . جواب این مشکل در تبدیل فضای طراحی که در بخش بعدی 


- 1 * b 
» بحتب می سود سسا‎ 


Lui ۲۰۸۰ ۳‏ مختصات 
به منظور متم رکز شدن روی پنداره‌هایی که برای الگوریتم مهم است ۰ کار مارکار[14] فرضهای متعددی 
درباره مسأله" LP‏ در نظر می گیرد. در شکل نمایش کانونی او » LP IU‏ شکل زیر را می گیرد 


۶ = #۶ )۳ ۸ . ٩( 
Ax < 0 , را مشروط به‎ (Y. A. V) 
آم‎ #۶ << 1, )۴ ۸۰ ۱۱( 


x>0, )۴ ۰۸۰ ۱۲(‏ مینیمم کید 


بخش TA‏ : روش داخلی- الگوریتم کارما رکار jer‏ 

در حالی که 6 یک بردار 1*7 به شکل (1 , ... ,1) = 6 است . متغیر ٭ نشانگر مختصات تبدیل یافته 
است به شکلی که نقطه شروع مرکزء 0/7 = cR)‏ یک سیمپلکس واحد» و یک نقطه قابل 
AX) = Qed yd‏ است . یک سیمپلکس عبارت است از تعمیم یک مثلث دو بعدی و چهار وجهی سه 
بعدی به 71 بعد . سکن aao dol‏ هر یک از ای فسات dob‏ بان را b‏ کارمارکار 
همچنین فرض کرد برای هر نقطه متعلق به سیمپلکس 0 < eT X‏ است. و مقدار مینیممی که باید تاب هدف 
به آن برسد صفر است . تبدیل یک شکل استاندارد مسأله" LP‏ به این شکل کانونی از راه انجام یک سری از 
عملیات که شامل ترکیب شکلهای ابتدایی و دوگان رابطه سازی استاندارد» معرفی متغیرهای کمبود و 
مصنوعی و تبدیل مختصات می باشد» امکان پذیر است . ترکیب رابطه سازی های ابتدایی و دوگان از این 
سبب لازم است که فرض صفر بودن مقدار مینیمم نهایی تابع هدف عملی شود. جزئیات تشکیل این شکل 
کانونی جدید در مرجع[14] ارائه شده است . در این بخش ما تبدیل مختصات را که به آن تبدیل دوباره 
مقیاس بندی شده تصویری می گویند تشریح خواهیم کرد. این تبدیل مانند تبدیلی است که به جا باز کردن 
برای حرکت از یک چرخه به چرخه دیگر کمک می کنند . 


یک نقطه شروع دلخواه “× در فضای طراحی در Ep dq‏ و رابطه" زیر را تعریف کنید : 


D. = Diag (z/),..., 2) . (Y.A. ۱۳( 


تبدیل d.‏ که توسط کارمارکار استفاده شد هر مقطم از سیمپلکس را که بىا 0 = ,× داده می شود به 
مقطع مربوط 0 = در فضای تبدیل یافته منتقل می کند و عبارت است از : 


1 


x 


وقتی سیمپلکس واحد رابه خودش منتقل کنیم c‏ این تبدیل نقطه XP‏ رابه مرکز سیمپلکس 
(1/nje‏ = منتقل می کند. کارمارکار نشان داد که کاربرد مجدد این انتقال» در بدترین حالت» در 
کمتر از O (nl)‏ عملیات اصلی حساب به گوشه بهین همگرا می شود. - 

تبدیل کارمارکار غیر حطی است و یک شکل ساده تر از این تبدیل ارائه شده است . تبدیل حطی 

x = Dix, (Y.A. 1۵) 


نشان داده که در عمل مانند الگوریتم LIS‏ کار است و از جنبه" نظری همگراست[18]. 


ile IPP‏ بهینه سازی سازه‌ها(فصل ۳: برنامه‌ریزی خطی) 
۳ فاصله حرکت 

بعد از عمل تبدیل» کارمارکارتابع هدف تبدیل یافته راروی کره ای به شعاع [1/)1/77-7 jr e‏ 
مرکز RO‏ بهینه می کند . این بزرگترین شعاع کره ای است که در داخل سیمپلکس قرار می گیرد . به عنوان 
مثال» برای فضای طراحی سه بعدی مثال ۱ ۳۰۸۰ که در آن یک سطح قید وجود دارد. کره یک دایره در 
صفحه معادله قید است . در عمل طول گام در امتداد جهت تصویر شده که توسط کارمارکار استفاده شده 


است کسری. ca‏ شعاع است uto.‏ این نقطه" جدید در انتهای حرکت عبارت است از : 
x(£) — $0) - ar OP , (Y. A. M9)‏ 


در حالی که .1 > ۵ > 0. مقدار نمونه + که تو سط کارمارکار استفاده شد براپر است با 1/4 . 

هنگام کار الگوریتم؛ بهینگی جواب در هر دور با تبدیل جواب داخلی به یک جواب نقطه" فرین در 
نزدیکترین رآس بررسی می شود. اگر نقطه" جواب فرین بهتر از جواب داخلی فعلی بود آن گاه برای 
بهینگی آزمایش می شود . 


۹ برنامه ریزی خطی WE‏ صحیح 

فنون حل مسائل LP‏ که تاکنون مورد توجه قرار گرفتند» با فرض این که متغیرهای طراحی مقادیر 
مثبت و پیوسته ای دارند ارائه شدند ؛ بنابراین متغیرها می توانستند هر مقداری را بین کرانهای ga‏ و YU.‏ 
داشته باشند . در موقعیتهای طراحی دیگری» بعضی یا همه متغیرهای یک مسأله LP‏ محدود به گرفتن 
مقادیر گسسته هستند . یعنی» شکل استاندارد LP JU‏ معادله (۰۳. ۰۵۰۱-۳۰۵ ۳) به شکل زیر 


خواهد بود. 
f(x) = cx )۳ ۰.٩۰ (‏ 
را مشروط به Ax = b,‏ 
Ti € X; = {didida}, TEH,‏ مینیمم AS‏ 


در حالی که T‏ مجموعه" متفیرهای طراحی است که تنها مقادیر گسسته اختیار می کند و X;‏ مجموعه" 
مقادیر گسسته" مجاز است . متغیرهای طراحی مانند مساحت سطح مقطع خرپاها و ضخامت 44 
صفحات مر کب لایه ای در این دسته بندی جای می گیرند . آن دسته از مسائل که متغیرهای طراحی با 


بخش ٩‏ ۲ : برنامه ریزی خطی عدد صحیح ۱۳۵ 
مقدار گسسته دارند» مسائل برنامه ریزی گسسته نامیده می شوند. 
به طور کلی؛ یک مسأله" برنامه ریزی گسسته را می توان به شکلی که متغیرهای طراحی فقط مقادیر 
صحیح بگیرند تبدیل کرد. این تبدیل با داشتن ,× به عنوان متغیر طراحی که نشانگر اندیس d‏ از 
cd «=1, sud‏ معادله (۱ .4 ) است امکان پذیر است . اگر مقادیر در مجموعه گسسته با فاصله های 
یکنواخت از همدیگر قرار داشته باشند» می توان مجموعه را چنان مقیاس بندی کرد که مجموعه فقط 


مقادیر صحیح داشته باشد» ol‏ گاه مسأله یک مسأله برنامه ریزی خطی عدد صحیح (ILP)‏ نامیده می شود : 


اکنون مسأله زیر را در نظر بگیرید : 
f(x,y) = ۶+ «۲ (Y ۰۹ ۰۲(‏ 
را مشروط )4 Aix + Ay = b,‏ 
صرح 0 < :7 
e y; 20‏ کنید 


این شکل که در OF‏ متغیرهای طراحی مشخصی می توانند پیوسته باشند را مسأله برنامه ریزی خطی 
عدد صحیح مخلوط (MILP)‏ می گویند . مسائلی که در آنها تمامی متغیر ها صحیح هستند مسائل ILP‏ 
محض و یا باخحتصار مسائل ILP‏ نامیده می شوند. داشتن مسائلی که متغیرهای طراحی Ol‏ برای تعیین 
تصمیم سازی از 0/1 استفاده می کنند نیز معمول است . چنان مسائلی را مسائل ILP‏ صفر یا یک یادوتایی 
می نامند . به عنوان مثال» da‏ طراحی خرپایی که وجود و یا نبو د یک عضو مشخص با یک متغیر دوتایی 
تعیین می شود در این دسته قرار می گیرد . هر مسأله' 11۴ که روی متفیرهای طراحی x,‏ کران بالای ]-*2 
داشته باشد را می توان با جایگزینی متغیر با متغیر دوتایی ,× ,... , ,× به عنوان مسأله ILP‏ دوتایی در 


نظر گرفت . یعنی 


ti = ta + 2z, +... + 2% tik. (Y.4. 


تبدیل مسأله برنامه ریزی گسسته" خطی به یک ILP‏ دوتایی با استفاده از متغیرهای دوتایی 
Ti = diy Zi + diTi + °°° + diTi, (0.4. F)‏ 


2 + و2‎ H+ =1. (Y.4.0) 


۶ مبانی بهینه‌سازی سازه‌ها(فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 

بیشتر بحثهای بعد با فرض این که مسائل و ILP‏ خالص هستند انجام می شود. 

یک رویکرد عملی برای حل مسائل ILP‏ گرد کردن مقادیر بهین به نزدیکترین مقدار صحیح قابل قبول 
متغیرهابی است که با فرض پیوسته بودن بدست آمده اند . برای مسائل با متغیر » "2 طراحی های ممکن 
گرد شده وجو د دارد» و برای Glan‏ بزرگ انتخاب بهترین آنها مشکل است . افزون بر این » برای بعضی از 
مسائل ممکن است هیچ کدام از این طراحیهای گرد شده طرح بهین نباشد و برای بعضی دیگر ممکن است 
هیچ کدام از طراحیهای گرد شده قابل قبول نباشد. یک روش نظام مند برای درست کردن ترکیبهای ممکن 
که الزامهای مسأله را برآورده کند» می تواند با استفاده از مثال درخت شمارش گارفینکل و نمهوزر" ]19[ 


مثال ۳۰۹۰۱ 


مسأله ILP‏ دوتایی انتخاب پنج متغیر به شکلی که جمع زیر برآورده شود را در نظر بگیرید . 


5 
f= iz, 2۰ 
i=l 


یک درخت تصمیم که بیانگر پیشرفت حل این مسأله است از گره‌ها و شاخه gle‏ تشکیل شده که 
بترتیب جوابها و ترکیبهایی از متغیرها که به آن جوابها می انجامد را نشان می دهد (شکل ۳۰۹۰۱ . 
گره سر درخت مربوط به جواپی است که همه" متغیرها خاموش شده اند )5 ,... ,1 (x, = 0, im‏ و مقدار 
تابع عبارت است از 0 = f‏ از این جواب دو مسیر مربوط به دو حالت متغیر اول منشعب می شود . 
شاخه ای که 1= × دارد مقدار تابعی f = 1 ply‏ دارد و تحمل روشن شدن متغیرهای دیگر را دارد» به 
شرط این که مقدار تابع از 5 بیشتر نشود . بدیهی است که بقیه" شاخه ها مانند جواب اولیه اند و می تواند 
انشعابهای بیشتری داشته باشد . بعد از آن این دو گره با در نظر گرفتن خحاموش و یا روشن بودن متغیر دوم 
شاخه شاخه می شود. گرهی که از 1 = mx,‏ ,× به آن می رسیم 3 f=‏ دارد و قطع می شود همچنان که 
با یک خط عمودی نشان داده شده است . چنان رآسی به انتها رسیده نامیده می شود زیراانشعاب بیشتر به 
معنی اضافه کردن یک عدد است که سبب افزایش از مقدار مشخص 5 می شود . سه رأس دیگر را زنده 
گویند و می توانند با در نظر گرفتن ترتیبی از حالتهای مختلف متغیرهای دیگر انشعابهایی داشته باشند تا 


1) Garfinkel and Nemhauser 


بخش ۲۰٩‏ : برنامه ریزی خطی عدد صحیح ry‏ 
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شکل ۱ ۳۰۹۰ درنحت شمارش برای ماله ILP‏ دوتایی 5 = f= Ya iy‏ 





این که گره به وجود آمده به انتها رسیده باشد و یا شاخه به جوابهای قابل قبول مسأله برسد . 

برای مساله' فعلی. بعد از در نظر گرفتن 19ترکیب ممکن متغیرها. سه جواب قابل قبول را شناسایی 
می کنیم که با ستاره مشخص شده اند . این تعداد ترکیب 40% از تعداد کل ترکیبها یعنی 32 = 2 که برای 
شناسایی تمام جوابهای قابل قبرل لازم است کمتر است . برای یک مسأله" طراحی سازه که ترکیبهای 
مختلف متغیرها تحلیل پر هزینه ای نیاز دارد» درخت شمارش می تواند به صرفه جویی قابل توجهی 
lew‏ ۰۰ ۰ 


۱ الگوریتم شاخه و کران 

مفهوم اساسی زیربنای فن شمارش» زیر بنای این الگوریتم توانمند که برای مسائل MILP‏ و مسائل 
صحیح مخلوط غیرخطی مناسب است را تشکیل می دهد[ 20,21[ الگوریتم اصلی که توسط لند و 
دریگ" [22] تدوین شد بر اساس کرانهای بالا و پایین تابع هدف قرار دارد که به موجب آن گره هایی که به 


طراحیهایی پا توابع هدف خارج از OLS‏ ختم می شوند را می توان به انتها رسیده قلمداد کرد و » بنابراین» 


1) Land and Doig 


IFA‏ مبانی dings‏ سازی سازه‌ها fai)‏ ۳: برنامه ریزی خطی) 
تعداد تحلیلهای مورد نیاز را می توان کوتاه کرد . ILP JL‏ مخلوط معادله (۳۰۹۰۲) را در نظر بگیرید . 
اولین گام الگوریتم عبارت است از حل مسأله" LP‏ که از مسأله MILP‏ با فرض پیوسته بودن متغیرها 
بدست آمده است . اگر تمامی X‏ متغیر جواب بدست آمده مقادیر صحیح داشته باشند» نیازی به ادامه کار 
نیست و مسأله حل شده است . فرض AES‏ تعدادی از متغیرها مقادیر غير صحیح دارند و مقدار تابع هدف, f‏ 
است . این مقدار f,‏ یک کران پایین برای MILP‏ است» cf, = f,‏ زیرا اعمال شرایط صحیح بودن هر 
یک از متغیرهای غیر صحیح باعث افزایش مقدار تابع هدف می شود . این مسأله" اولیه را با LP-1‏ نمایش 
می دهیم و در گره" سر درخت شمارش قرار می دهیم» مانند آنچه در شکل (۳۰۹۰۲) نشان داده شده 
است. به منظور تشریح روش فرض می شود تنها دو مشغیر ,× و × شرط صحیح بودن را نقض 


کرده‌اند که مقدارشان 4.3 X] 228,x-‏ بوده ات 





گام دوم الگوریتم شاخه شدن از گره به دو مسأله" LP‏ جدید با اضافه کردن یک قید جدید به 1۲-1 
است که تنها یکی از متغیرهای غیر صحیح راء MEET x Ses‏ گرگ یکی از آن دو مسأله ۰1۳-2 به 
این صورت خواهد بود که متغیر شاخه شده ,× کمتر یا مساوی بزرگترین عدد صحیح کوچکتر از X,‏ 
باشد» ا «LP-3‏ قیدی به این صورت خواهد داشت که × بزرگتر از کوچکترین عدد صحیح 
بزرگتر از × باشد . مانند آنچه در مثال ۳۰۹۰۲ بعداً تو ضیح داده خواهد شد» این دو مسأله در واقع فضای 


طراحی قابل قبول LP-1‏ را به دو ناحیه تقسیم می کنند. برای حل این دو مسأله جدید امکانات مختلفی وجود 


بخشی ٩‏ ۳ : برنامه ریزی خطی علد صحیح ۱۳۹ 

دارد. یکی از آن امکانات این است که مسأله" جدید جواب قابل قبولی نداشته باشد . در این حالت گره" 
جدید به انتها رسیده خواهد بود . امکان دیگر رسیدن به یک جواب با مقدار صحیح قابل قبول است ( په 
3 از شکل ۳۰۹۰۲ توجه کنید) که در این حالت گره باز هم به انتها رسیده خواهد پود. ولی مقدار تابع 
هدف یک کران بالای رگ برای مسأله* MILP‏ خواهد بود . یعنی فراتر از این نقطه" جواب» هر گره که یک 
جواب ULP‏ مقدار بزرگتری برای تابع هدف دارد به انتها رسیده خواهد بود» و تنها آن جوابهایی که 
پتانسیل تولید تابح هدفی بین ,و 7 داشته باشند دنبال می شوند . اگر جوابی با مقدار تابح هدف کمتر از 
y‏ وجود نداشت. آن گاه گره یک جواب بهین است . اگر جوابهای دیگری با تابع هدفی کوچکتر از ں f‏ 
وجود داشت» هنوز ممکن است متغیرهای غیر صحیحی و جود داشته باشند LP-2)‏ از شکل ۰۳۰۹۰۲ 
که به عنوان گرههای زنده در نظر گرفته می شوند . گرههای زنده دوباره با در نظر گرفتن یکی از مقادیر غیر 
صحیح باقیمانده دو مرتبه شاخه می شوند و جوابهای بدست آمده تحلیل می شوند تا زمانی که تمامی 
گره‌ها به انتها برسند . 


۳.۵۹۰۲ Us 
مسأله قاب سردر مثال ۳۰۱۰۵ (معادله های (۳۰۱۰۲۵) تا(۳۰۱۰۳۱) رابینید) را با شرط‎ 
5 در نظر بگیرید . متغیرهای طراحی را با ضریب‎ 2: € (0.0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1.0), i = 1,2 

مقیاس بندی می کنیم تا مسأله را به صورت یک مساله“ برنامه ریزی خطی صحیح در آوریم 
b f = (22i T 73)‏ مشروط به 
T2 2 1.25,‏ 
,2,422225 
6 <2 22 + 71 
,21225 


zi + و22‎ > 7.5, 
22, + T2 > 7.5, 


SES مینیمم‎ Ti < 0 صحیح‎ , i=1,2. 
بدون در نظر گرفتن متغیر طراحی‎ YT. ۱ جواب ترسیمی این مسأله" مقیاس بندی شده )45 در مثال‎ 


Z| = T3 = 2.5, ۳ hoe 


۰ مانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 

که یک OLS‏ پایین برای تابم هدف است. 7.5 = fy‏ یعنی جواب صحیح بهین نمی تواند تابع هدفی 
کمتر از 7.5 = f,‏ داشته باشد . سپس ,را انتخاب می کنیم و جوابهایی را مورد بحث فرار می دهیم که در 
آنها 2 > و 3 < × است و دو LP‏ جدید با اضافه کردن هر یک از این قیود به مجموعه اصلی قیدها 
تشکیل می دهیم چون مجموعه اصلی قیدی دارد که ایجاب می کند 2.5 <,باشد. لذا اولین مسأله LP‏ 
با 2 2,5 جواب ندارد. جواب LP‏ دوم در شکل (۳۰۹۰۳) به شکل ترسیمی نشان داده شده است . 


قیدهای فعال در بهین عبارتند از» 3 eX, + 2x,2 7.5 ,x,$‏ و جواب عبارت است از : 


z; —-3, 22=2.25, f=825. 
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شکل ۳۰۹۰۳ حل شاحه وکران برای 2 ک ,× و 3 2 ,× مٹال ۳ ۹۰ .۳ 
چون ر×هنوز غیر صحیح است. دو LP‏ دیگر می سازیم» این بار به ترتیب با اعمال 2 کر 
3 <ر× . جواب ترسیمی LP‏ جدید در شکل (Y . ٩۰ Y)‏ نشان داده شده است . جواب حالت 3 X2‏ 
در رأس 3 x=‏ و 3 رد قرار دارد و یک جواب قابل قبول برای مسأله مقدار صحیح است با مقدار تابع 
جواب حالت 2 (xS‏ در محل تلاقی 2 x=‏ و 7,۵ X + 2x,=‏ فرار دارد و عبارت است از 
f=9.‏ و ,2 = Tı = 3.5, x4‏ 
این جواب گسسته نیست و می توان آن را با شاخه کردن ,×(یعنی ساختن LP‏ های جدید با اضافه 


بخش ۳۰۹ : برنامه ریزی خطی علد صحیح tat‏ 
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شکل ۲۰٩۰۳‏ حل شاخه و کران برای x, S2‏ و 3 < x,‏ مثال ۲ ۹۰ Y.‏ 


کردن 3 > و 4 <,۲)ادامه داد. اما چون تابع هدف OT‏ برابر OLS‏ بالاست. نمی توانیم تابع هدف را 
بیشتر بهبود بخشیم . برای شاخه کردن باید قیدهای بیشتری را معرفی کنیم که تنها می تواند تابع هدف را 
افزایش دهد . بنابراین» جواب gae‏ عبارت است از 9و 3 =× = × ۰۰۰ 

همچنان که در مثال می توان مشاهده کرد» عملکرد الگوریتم شاخه و کران به طور چشمگیری به 
انتخاب متغیر غير صحیحی که برای شاخه شدن استقاده می شود و انتخاب گره ای که شاخه می شود 
بستگی دارد. اگر گره و متغیر شاخه انتخاب شده به یک کران بالای تابع هدف LP-1‏ قبلی طرح شمارش 
نزدیک باشد. آن گاه صر فه جوبی محاسباتی قابل ملاحظه ای خواهد شد زیرا شاخه هایی که قابلیت تولید 
جوابهای پایین تر از کران بالا cu aot;‏ حذف شده اند . یک قاعده بدیهی برای انتخاب متغیر غیر صحیح 
که بايد شاخه شود این است که متغیر با اعشار بزرگتر انتخاب گردد . برای انتخاب گره ای که بايد شاخحه 
شود. از میان گره های زنده» مسأله" LP‏ را انتخاب می کنیم که تابع هدف کوچکتری دارد؛ این گره به 
احتمال زیاد طراحی قابل قبولی خواهد ساخت که OLS‏ بالای با اختلاف کمتری داشته باشد . 

شاخه و کران تنها یکی از الگوریتمهای حل مسائل 11۴ یا 111۴ است . با این و جود. به سبب ساده 
بودن OF‏ در بسیاری از برنامه های رایانه‌ای تجاری گنجانده شده و در دسترس امست[24 ,23[ . تعداد 


دیگری از فنون نیز وجود دارند که قابلیت حل مسائل مقدار گسسته عمومی را دارند (به عنوان مشال به 


۴ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها(فصل ۳: برنامه ریزی (he‏ 
مرجم[25] نگاه کنید) . بعضی از این الگوریتمها نه تنها برای مسایل ILP‏ بلکه برای مسایل NLP‏ با 
متغیرهای صحیح نیز خوب و مناسبند . به ویژه» روشهایی که بر اساس الگوریتمهای جست و جوی 
احتمالی کار می کنند برای بسیاری از کاربردها از قبیل کاربردهای طراحی سازه درست شده اند که مسائل 
برنامه ریزی خطی و غیر خطی رادارا هستند . دوفن از چنین فتونی به نامهای سرد شدن تدریجی شبیه سازی 
شده و الگوریتمهای ژنتیکی در فصل۴ مورد بحث قرار می گیرد. رویکرد دیگر که بر اساس تعمیمی از 
رویکرد تابع جریمه برای مسائل NLP‏ مقید قرار دارد در فصل ۵ ارائه می شود . در خانمه» استفاده از 
متغیرهای دوگان )45 در بخش Y‏ . ۷ به عنوان قیمت قیدها مفید قلمداد شده) در مسایل ILP‏ در فصل ٩‏ 
بحث می شود. 

یکی از کاربردهای طراحی جالب ILP‏ توسط هفتکه و والش" ]26[ برای طراحی ترتیب قرار دادن 
صفحات م رکب لایه ای به منظور بهبود بخشیدن به پاسخ کمانش ارائه شده است . از آن جا که رابطه سازی 


این مسأله شامل مطالبی می شود که در فصل ۱۱ ارائه شده» بحث و تشریح این کاربرد در آن فصل می آید . 


۰ تمرینها 

۱ بار حد برای خرپای سه میله ای مشال ۱۰۲ ۳۰ را با استفاده از یک رویکرد ترسیمی برآورد کنید» 
درستی جوابتان را با استفاده از روش سیمپلکس آزمایش کنید . 

Y‏ سیستم نکیه گاهی جایگاه شکل ۰۱ ۳۰۱۰ را در نظر بگیرید که در آن کایل او Y‏ می توانند هر کدام تا 
Ib‏ 400 و کابلهای ۳و ۴ هر plus‏ تا 18 150 و کابلهای ۵و ۶ هر کدام تا Ib‏ 75 بار تحمل ALS‏ از وزن 
جایگاه و کابلها صرفنظر کنید و وزنه‌های ,۰۷ ,۰۷۷ ,۷ را در محلهای نشان داده شده در شکل فرض 
کنید . همچنین از شکست خمشی جایگاه صر فنظر کنید . با استفاده از برنامه ریزی خطی بار کل ماکزیممی 
که سیستم می تواند تحمل کند را بدست آورید . 

۳ مسال“ طراحی sh am‏ شکل ۳۰۱۰۴ را با استفاده از الگوریتم سیمپلکس حل کنید . فرض LES‏ 
A,‏ = رھ م2۸ A2 A‏ و از یی بعدسازی مناسب استفاده کنید . 

d‏ بااستفاده از روش تغییر مکانهای مجازی نشان دهید که ساز و کار فرو ریختگی قاب سردر شکل 


۶ به معادله‌های (۲۶ ۰ ۳۰۱) تا (۳۰۱۰۳۱) بر حسب متغیرهای بی بعد × و X,‏ می انجامد. 


1) Haftka and Walsh 


بخش ۱۰ : تمرینها ۱۵۳ 





Wa 
شکل ۳۰۱۰۰۱ سیستم تکیه گاهی جایگاه‎ 


۵. قاب سردر دو طبقه" یک دهانه ای نشان داده شده در شکل (۲ ۰ ۱۰ ۰ ۳) تحت تأثیر یک بار گذاری که 
از ۴ بار متمرکز تشکیل شده قرار دارد. پیرو مثال ۱۰۵ ۰۳۰ مسأله LP‏ برای طراحی با وزن مینیمم برای 
قاب را در برابر فرو ریختگی خمیری (پلاستیک) رابطه سازی کنید . 
۶ تیر بتنی پیش تنیده" پیوسته نشان داده شده در شکل T)‏ ۱۰ ۳۰) را در نظر بگیرید» 

الف) نشان دهید که نیروی رو به بالای گسترده" یکنواخت معادل که روی تیر بتنی توسط یک کابل 
پیش تنیده با نیروی و یک منحنی سهموی که با حارج از مرکزهای Y3 ۰3/2 ۰ VL‏ به ترتیب در سه نقطه" 


2 = × ,0 = »و 1 = تعریف می شود اعمال می شود از رابطه" زیر بدست می آید. 
4 
q= Lin- 2 +)‏ 


ب) تیر در شکل تحت تأثیر دو شرط بار گذاری قرار دارد: اولین بارگذاری از یک بار kip/ft^ss yo‏ 1 
و یک بار معادل به حاطر یک کابل پیش تنیده" با نیروی f‏ تشکیل شده و دومین بارگذاری عبارت است از 
یک بار زنده" اضافی kips/ft‏ 2.5. با این همه فرض می شود هنگام کار کردن نیروی پیش تنیده" ef‏ یک 
افت 15% داشته باشد . مسأله 1.۳ را برای طراحی هزینه مینیمم تیر با فرض eM? FYE‏ عنوان متخیرهای 
طراحی رابطه سازی کنید . فرض کنید که تنش مجاز برای هر دو شرط بارگذاری عبارت است 


co¥ = 0 psi«c! = —3000 psi «of = 200 psij!‏ زوم 2000- = ام و حد کرانهای بالا و بایین 


far‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۳: برنامه ریزی خطی) 


2p 





LS B | 2 S T 


شکل ۲ ۲۰۱۰۰ قاب سر در دو طبقه 


0.5 ft 


2.0 ft 


0.5 ft 





شکل ۰.۳ ۱ ۳۰ تیر بتلی پیش تنیده پیوسته 


برای خارج از مرکزهای 91 و 12 عبارت است از 1,2 = Sy > 2.670, ٤‏ 0.4۴0 . 

Ce‏ مسأله' LP‏ را به کمک الگوریتم سیمپلکس حل کرده و جواب نیروی پیش تنیده" مینیمم و منحنی 
میله را بدست آورید . 

۷ خرپای از نظر ایستایی معین شکل ۰۳۰۱ ۳و رابطه سازی طراحی برای مینیمم شدن وزن آن را که 
توسط معادله های A)‏ . ۳. ۳) تا (۱۳ ۰ ۳ . ۳) بیان شد را در نظر بگیرید. با استفاده از طرح حطی سازی 
ارائه شده در معادله‌های (۲ ۰۳۰ ۳) تا (۳۰۳۰۵) مسأله LP‏ را برای 3 m=‏ رابطه سازی کنید . LP‏ را با 
الگوریتم سیمپلکس حل کرده و حل تقریبی را با ترسیمی یا یک حل da‏ مقایسه کنید . 


بخش ۲۰۱۱ : مراجع 144 
۸ با استفاده از الگوریتم شاخه و کران مسأله طراحی حد تمرین ۳رابا فرض این که سطح مقطعهای 
اعضا مقادیری از مجموعه های زیر را می گیرند حل کنید . 


a) {0.0,0.5, 1.0, 1.5, 2.0} P/oo. 
b) {0.0,0.3, 0.6, 0.9, 1.2, 1.5, 1.8, 2.1) P/ao. 
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Y سازی نامقید‎ ding 


در این فصل فنون برنامه ریزی ریاضی که برای اکسترمم کردن توابع غیر خحطی با یک یا چند (:1) متخیر 
طراحی و مقید به هیچ گونه قیدی به کار می رود را مورد مطالعه قرار می دهیم . هر چند بیشتر مسائل 
ding:‏ سازی سازه‌ها مقید به فیدهایی هستند که فضای طراحی را محدود می کشد» مطالعه" روشهای 
بهینه سازی نامقید به دلایل متعددی اهمیت دارد. اول از همه اگر طراحی در وضعیتی است که هیچ 
قیدی فعال نیست آن گاه فرایند تعیین جهت جست و جو و اندازه" گام برای مینیمم سازی تابع هدف در 
واقع یک الگوریتم مینیمم سازی تابع نامقید است . البته در چنان حالتی طراح باید هنگام حرکت در فضای 
طراحی دائماً نقض 43 را زیر نظر داشته باشد . دلیل دوم اهمیت مطالعه" روشهای بهینه سازی نامقید این 
است که یک مسأل بهینه سازی مقید می تواند در قالب یک مسأله مینیمم سازی نامقید مطالعه شود هر چند 
قیدها فعال هم باشند . روشهای تابع جریمه و ضربگر که در فصل ۵ بحث می شوند مثالهایی از چنیین 
روشهای غیر مستقیمی هستند که مسأله" مینیمم سازی مقید را تبدیل به یک مسأله" نامقید معادل می کنند . 
در نهایت» راهبرد مینیمم سازی مقید به شکل فزاینده ای به عنوان فنون مناصب برای مسائل تحلیل سازه؛ 
خطی و غیر خطی شهرت پیدا کرده اند (به مرجع کامات و هیداك" [1] رجوع کنید) که می توانند جواب 
دستگاه معادله های حطی و غیر خطی را بیابند . جواب چنین سیستمهایی ممکن است به شکل مینیمم سازی 
انرژی پتانسیل سیستم یا مینیمم کردن باقیمانده معادلات در یک حالت مجذور مربعات مطرح شود. 


۱ مینیمم سازی توابع یك متفیره 
در بیشتر مسائل طراحی سازه‌ها هدف مینیمم سازی یک تابع با چندین متغیر است ولی مطالعه 
Kamat and Hayduk‏ )1 


۱۵۸ سبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
مینیمم سازی توابع با یک متغیر طراحی به دلایل متعددی مهم است . اول» بعضی از جنبه های نظری و 
عددی مینیمم سازی توابع 8 متغیره را می توان به شکل مطلوبی به ویژه ترسیمی» در یک فضای یک 
بعدی تشریح کرد. دوم بیشتر روشهای مینیمم سازی مقید توابع f(x)‏ با :7 متغیر بر اساس دنباله ای از 
مینیمم سازی های یک بعدی تابع در امتداد مجموعه ای از جهتهای اعمال شده. «S,‏ در فضای طراحی 
چند بعدی R"‏ قرار دارند . پعنی برای یک نقطه" طراحی داده شده Xo‏ و یک جهت جست و جوی مشخص 
مه در آن نقطه » تمام نقاطی که در امتداد آن جهت قرار دارند را می توان بر حسب تنها یک متغیر ۵ به 


صورت زیر بیان کرد : 
CE 3)‏ مهن + X= X)‏ 


در حالی که ه معمولاً به عنوان اندازه" گام شناخته می شود . بنابراین f(x) eS‏ که باید مینیمم شود را 
می توان به شکل زیر بیان کرد : 


f(x) = f(xo + aso) = f(a). (F.4.¥) 


بنابراین» ea‏ مینیمم سازی به یافتن مقدار ۵۳ که تابع f(x)‏ را مینیمم می کند می انجامد . در 
حقیقت یکی از ساده ترین روشهابی که در مینیمم سازی توابع 7 متغیره به کار می رود عبارت است از 
جست و جوی مینیمم تابع هدف با تغییر نوبه ای یک متغیر و ثابت نگهداشتن تمامی متخیرهای دیگر ۰ و 
انجام یک مینیمم سازی یک بعدی در امتداد هر یک از جهتهای مختصات از یک فضای طراحی 7بعدی . 
این روش فن جست و جوی یک تغییری نامیده می شود . 

در دسته بندی الگوریتمهای مینیمم سازی برای هر یک از مسائل یک بعدی و چند بعدی» ما عموماً از 
سه گروه جداگانه استفاده می کنیم . این گروهها عبارتند از : روشهای مرتبه" صفر» اول و دوم . روشهای 
مرتبه" صفر در‌غرایند مینیمم سازی تنها از مقدار تابع استفاده می کنند . روشهای مرتبه اول مقدار تابع و 
اولین مشتق آن نسبت به متخیرها رابه کار می گیرند . در نهایت» روشهای مرتبه" دوم از مقدار تابع و مشتق 
اول و دوم استفاده می کنند. در بحث مینیمم سازی توابع یک متغیره» فرض می شود تابع به شکل 
f = f(a)‏ باشد. روشهایی که بحث می شود به طوریکسان برای مینیمم سازی یک مسأله چند متغیره در 
امتداد یک جهت از پیش انتخاب شده" 5 ۰ به کمک معادله D‏ ۱۰ ۴۰) به کار می رود . 


بخش ۴۱ : مینیمم‌سازی توابع یک متفیره ۰ ۰ ۱۵٩‏ 

۱ روشهای مرتبه صفر 

روش محصور کردن . همچنان که از نام این روش بر می آید» این روش مینیمم تابعی را که بايد 
مینیمم شود را با استفاده از تعدادی ارزیابی تابع بین دو نقطه محصور می کند . روش با یک نقطه" اولیه" 
وم یک مقدار تابع c f(ag)‏ یک اندازه گام /» و یک پارامتر بسط گام 1 > ب شروع می شود . گامهای 
الگوریتم[2] به طور خلاصه به شرح زیرند : 

flao) ۱‏ و f)» + Bo)‏ را محاسبه کنید . 

۲ اگر flao + Bo) > flao)‏ ۰ فرض کنید م8 + مه = »دوگ = ,6و( + b f(e‏ 
محاسبه کنید . در غير این صورت به گام ۴ بروید . 

۳ اگر Bin flay + Pi) > f(a)‏ + ره = وه‌و yf‏ = و8 قرار داده و اندیسها راهر بار 
یکی اضافه کنید تا زمانی که flan + Be) > flak)‏ شود. آن گاه به گام ۸ بروید . 

۴ 0 = ره و مع- = ,2 قرار cas‏ در حالی C‏ که یک عدد ثابت است که در شرط 1/7 > £ > 0 
صدق می (XS‏ و flor + Bi)‏ را ارزیایی کنید . 

۵ اگر far + B) > fla)‏ به گام ۷ بروید . 

o + ۶‏ = وم و ۲0 = و8 قرار داده و اندیسسهارا هر باریکی اضافه کنید تا 
fla + Be) > flan).‏ شود. OT‏ گاه به گام ۸ بروید . 

۷ مینیمم بین نقاط £o)‏ — وه) و fo)‏ + وه) محصور شده است . به گام ٩‏ پروید . 

۸ سه نقطه آخر روابط flar) > flari)‏ و f (oai) > flan).‏ را برآورده می کنند و بنابراین 
eu‏ محصور شده است . 

٩‏ از یکی از دو نقطه" انتهای بازه" حصار به عنوان نقطه اولیه استفاده کنید . با یک اندازه گام کاهش 
ail‏ شروع و گامهای Y‏ تا ۸ را تکرار کنید تا مینیمم را با درجه" دقت دلخواه بیابید . 

درون oh‏ درجه دوم . روشی که به نام درون یابی درجه دوم شناخته می شود اولین بار به وسیله 
پاول' [3] مطرح شد و از مقادیر تابع f‏ که باید مینیمم شود در سه نقطه استفاده می کند تا یک سهمی 


p(a) = a + ba + co? , (۴.1.۳) 


1) Powell 


۱۶۰ عبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
از آن نقطه‌ها بگذراند . روش از یک نقطه اولیه مثلاً0 = به با مقدار تابع (XO)‏ = مم و یک اندازه گام 8 
شروع می شود. بر اساس گامهای زیر دو ارزیابی دیگر تابع انجام می شود تا نقاط لازم برای گذراندن چند 
جمله ای بدست آید . به طور کلی ما از وضعیتی شروع می کنیم که از پیش مینیمم را با استفاده از روش 
محصور کردن که پیشتر تشریح شد بین :0 = 401 Oy‏ = وه محصور کرده ايم در آن حالت ما تنها به 
یک نقطه" میانی ag‏ در بازه" (ou, Ou)‏ نیاز خواهیم داشت . 

Bs) ۱‏ + مد)] = pi = p(B)‏ را ارزیابی کنید 

۲ اگر po‏ > رم است آن گاه(208 + p(28) = f(xo‏ = مرا ارزیابی کنید. در غیر این صورت 
p( 8) = f(xo — p8)‏ = وم را ارزیابی کنید . اعداد ثابت ۰0و C‏ در معادله (۰)۴۰۱۰۳ اکنون 


می تواند بر حسب مقادیر تابع Pi c po‏ و pa‏ به شکل یکتا بیان شود یعنی 





a= p, 
4p, — و3‎ — P2 pa + po — 2p) (* 
= LÁ—————————— [SO = 2 1 . ۱. ۴( 
b 25 p ded 20 وم اگر‎ = f(Xo + 268) 
یا‎ 
Pi ~ وم‎ Pi — وم + و22‎ Ki 
i= = تست‎ = — 8 à )۴ ۰۱ ۰ ۵( 
28 ۱ 4 c 25? P2 f (xo fs) 


۳. مقدار Sa = at‏ در آن pla)‏ برای دور فعلی اکسترومم شده برابر است با 


die cs )۴۰۱۰۶( 


۴ اگر0 > > باشد*ه به یک مینیمم p‏ تعلق دارد» و پیش بینی بر اساس معادله(۴۰۱۰۳) با 
استفاده از (xo + a"s)‏ به عنوان نقطه" شروع برای دور بعدی با )08 + po = f (Xo‏ تکرار می شود تا 
زمانی که دقت مورد نظر بدست آید . 

۵ اگر "ه = o‏ جای تعلق به مینیمم D‏ به ماکزیمم آن تعلق داشته باشد» يا به مینیممی از p‏ تعلق 
داشته باشد که در فاصله ای بیشتر از یک مقدار ماکزیمم ,هم8 قرار داشته باشد (احتمالاً به این معنی است 
که a"‏ خارج از نقاط محصور شده است). آن گاه ماکزیمم گام مجاز در جهت کاهش ‏ برداشته می شود 


و نقطه ای که از cul‏ نقطه جدید از همه دورتر است کنار گذاشته می شود تا فرایند تکرار شود. 


بخش ۴۱ :مینیمم‌سازی‌توابع یک متفیره ۰ !۱۶ 

در گام ۴ به جای شروع از (xo + a8)‏ به عنوان نقطه اولیه و تکرار گامهای گذشته. از نظر تعداد 
ارزیابی تابع یک جایگزین کم هزینه تر وجود دارد. (Xo + a*s) Ada‏ و دو نقطه' نزدیکتر به آن از طرف 
چپ و راست را می توان در یک درون یابی درجه دوم دیگر استفاده کرد تا یک مقدار بهتر برای "۵ بداست 
آید . راهبردهای دیگری برای بهبود بخشیدن به پیش بینی بعداً در بخش ۱ ۴۰۱۰ بحث خواهد شد . 

جست وجوی فیب و ناچی و بخش طلایی . مانند محصور کردن» فنون جست وجوی فیبوناچی و بخش 
طلایی اگر نگوییم کاراترین دست کم قابل اعتماد ترین فنون جست و جوی خط برای بدست آوردن مینیمم 
نامقید تابع f(a)‏ در S bo'l‏ ۵ > مه هستند. فرض می شود تابع f‏ تک حالتی› یا در بازه تنها یک 
مینیمم داشته باشد . توابع تک حالتی لزوماً پیوسته یا مشتق پذیر نیستند و ممکن است محدب نیز نباشند . 
(به شکل ۴۰۱۰۱ نگاه کنید) . یک تابع راتک حالتی[3] در بازه" م7 گویند اگر یک at € Tg‏ وجود داشته 
باشد آن چنان که "و تابع f‏ را در م7 مینیمم سازد» و برای هر دو نقطه Zg‏ € وه ,ره باوه > ره داشته 


. باشیم‎ 
az & a" LS ایجاب می‎ fla) > fla), (۴.1.۷) 


a, > a ایجاب می کند‎ fla) < fla). (۴.1.۸ 





f (O) 
fap > K) > fa 


* 
Q, > &< QA 


شکل ۴۰۱۰۱ یک تابع تک حالتی نمونه 


Ier‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی امقید) 

فرض تک حالتی بودن در فن جست وجوی فیبوناچی» که 4 دنبال کاهش بازه عدم اطمینان» که 
مینیمم تابع ] در آن قرار دارد» است نقش اساسی دارد. 

پنداره" مهمی که فنون جست وجوی فیبوناچی و بخش طلایی بر آن بنا شده اند را می توان به شکل زیر 
بیان کرد . مینیمم سازی f‏ را در بازه" (ag, bo)‏ در نظر بگیرید . دو نقطه در بازه (ap, bo)‏ در ره = » و 
وه = 0 چنان انتخاب می کنیم که وه > ,»باشد و تابع f‏ را در آن نقاط ارزیایی می کنیم . اگر 
f(a) > fla)‏ باشد آن گاه چون تابم تک حالتی است» مینیمم نمی تواند در بازه" (ao, a1)‏ قرار داشته 
باشد» بازه" جدید Bo)‏ ,0( است که از باز اصلی کوچکتر است . به همین «JS‏ اگر (وه) ‏ > f(o3)‏ 
باشد . آن گاه بازه" جدید (ao, a2)‏ خواهد بود . فرایند را می توان تا زمانی که بازه تا سطح دقت مورد نظر 
کوچک شود ادامه داد. در هر چرخه" بعد از چرخه" اول تنها یک ارزیابی تابع مورد نیاز است» ولی ما 
مشخص نکرده ایم چگونه باید جایی را که f‏ ارزیابی می شود انتخاب کرد . بهترین محل این نقاط e‏ تعداد 
ارزیابی های تابع را برای یک دفت مشخص مینیمم می سازد (یعنی » کاهش بازه عدم اطمینان به یک 
اندازه" مشخص) . اگر تعداد ارزیابی های تابم 7 باشد» پر بازده ترین فرایند با یک جایابی متقارن نقاط 





: توسط رابطه زیر بدست می آید[4]‎ 
a = مه‎ + Fp, (۴.۱.4) 
a = by P, (f.۱ Ye) 
3 
digi = ype, = bp E, (۴.۱.۱۷ 
fn-(k-1) fn-(-1) 


که در آن fa‏ اعداد فیبوناچی هستند که با دنباله 1 = Lefo‏ = و fnis‏ + وم = fa‏ تعریف 
می شود و ly‏ طول بازه ۶ ام (a, by)‏ تعداد کل ارزیابی تابح ۸ را می شود از سطح دقت مورد نظر 
بدست آورد. می توان نشان داد که بازه" pte‏ اطمینان بعد از :با ارزیابی تابع برابر و1٤2‏ است که 


1 


= TY 
fayi ; ۱ 


€ 





بخش ۲۱ :مینیمم‌سازی‌توابع یک un‏ ۱۶۳ 
یک نقص این فن این است که تعداد ارزیابی های تابع باید از پیش مشخص شده باشد تا جست و جوی 
فیبوناجی را بتوان انجام داد . برای جبران این نقص یک فن شبه بهین که به عنوان فن جست وجوی بخش 
طلایی معروف است» تدوین شده است . فن جست و جوی بخش طلایی براساس این یافته شکل گرفته 


که برای یک an‏ اندازه" کافی بزرگ» داریم ۰ 


fai 0382. )۴ ۰۱۰ ۱۳( 


بنابراین» محل بهین نقاط داده شده با معادله های f. ۱ . A)‏ تا ۱ رامی شودبه کمک 


رابطه‌های زیر تقریب زد : 

a, = ao + 0.3820, (۴.1.1۴) 

bo — 0.3821), (fF. 4.10)‏ = وه 

3 

Oky! = ۵۲0.382 = bp - 1 ۰ (۴.1.۱۶) 
۴۰۱۰۱ منال‎ 


مقدار a‏ را با دقت £0.1 = ع و با استفاده از فن جست و جوی بخش طلایی چنان بدست آورید که 
al‏ )3 - به)ه = f(a)‏ در بازه 2 > a‏ > 0 مینیمم شود. 
از معادله های YY)‏ ۴۰۱۰) و (۴۰۱۰۱۵) می توانیم مقادیر زیر را محاسبه کنیم . 


a; = 0 + 0.382(2) = 0.764, f(a) = —1.708, 
وه‎ = 2 — 0.382(2) 21.286, — f(o3) = —2.180 . 


چون f (o2) « f(a)‏ است ۰ )2 ,») رانگاه می داریم . بتابراین » محل ahi‏ بعدی عبارت است 


f(o3) = —2.249‏ — ,1.5278 = )0.764 — 0.38202 — 2 = وه 


چون f(g) > Faa)‏ است. بازه )01,02( را رد می کنیم. بازه" جدید عبارت است از )03,2( 
محل نقطه" جدید عبارت است از : | i‏ 


۶۴ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۴ :بهینه سازی نامقید) 





نشکل ۱۰۲ .۴ تاریخچه چرخه ها برای مینیمم سازی (3 - f(a) = a(a‏ 


a4 = 2 - 0.382(2 - 1.236) = 1.7082, — f(a4) = -2.207. 


چون f(a«) > Flaa) > f(2)‏ است بازه'(2 (cra,‏ را رد کرده و )04 (aa,‏ را نگاه می داریم و محل 


as = 1.236 + 0.382(1.7082 — 1.236) = 1.4164, — f(as) = —2.243 


چون Fla)‏ > (مه) > flas)‏ بازه (as, aa)‏ رانگاه می داریم » محل "lai‏ بعدی عبارت است 
از : 


ag = 1.7082 + 0.382(1.7082 — 1.4164) = 1.5967,  f(ag) = —2.241 


چون f (ae) > f(a)‏ است» بازه (مه (as,‏ را رد کرده و بازه (as, æ)‏ 4 طول 0.18 نگاه می داریم 
که از بازه با دقت مشخص شده0.2 = 26 کوچکتر است . تاریخچه چرخه مسأله در شکل OUS Y. Y. Y‏ 
داده شده است . بنابراین؛ مینیمم با یک دقت 10.1 محصور شده است . یعنی ؛ مینیمم بین 1.4164 = وه 
و 1.5967 = وه قرار دارد. می توان وسط بازه را 0.0902 1 ۱.5066 = a‏ به عنوان جواب گرفت . محل 


دقیق مینیمم در 1.5 = به است که مقدار تابع در آن 225- است. ۰۰۰ 


بخش ۴.۱ :مینیمم‌سازی توابع یک منغیره ۱۶۵ 
۲ ۰۱۰ ۴ روشهای مرتبه اول 
روش دو بخشی. مانند فنون محصور کردن جست و جوی بخش طلایی که به شکل فزاینده ای بازه ای 
که مینیمم در آن قرار دارد را کاهش می دهند. فن دو بخشی محل صفر تابع f!‏ را با کاهش بازه عدم اطمینان 
می یابد . با شروع از بازه" معلوم (a cb)‏ که در آن 0 > f'(a) f'(b)‏ است. تقریبی برای ریشه" "از رابطه" 


. a+b 


- ۴.1.1۷ 
a ( ) 





بدست می آید که نقطه ای در فاصله' میانی بین ط و » است . آن گاه مقدار "۶ در a*‏ ارزیابی می گردد. اگر 
علامت f(a")‏ با علامت f'(a)‏ یکسان است. آن گاه نقطه a" Ga‏ جایگزین می شود و بازه" عدم اطمینان 
جدید عبارت است از (a*, b)‏ از طرف دیگر اگر f'(a*)‏ با f'(b)‏ هم علامت است؛ آن گاه نقطه" و با ه 
جایگزین می شود و بازه عدم اطمینان جدید عبارت است از o)‏ ,۵). این فرآیند با استفاده از رابطه" 
WY)‏ ۱۰ ۴۰) تکرار می شود. 

روش درون یابی درجه سوم دیویدان! . این یک تقریب چند جمله ای است که در یافتن محل مینیمم 
هم مقادیر تابع و هم مشتقات آنها را به کار می برد. این روش به ویژه برای فنون بهینه سازی چند متغیره که 
ارزیابی تابع و گرادیانهای آنها مورد نیاز است مفید است . 

با این فرض که تابع مینیمم شونده" f(xo + at)‏ را می شود با یک چند جمله ای به شکل زیر تقریب 
زد شروع می کنیم . 


pla) = a + ba + co? + daî „` (*. 3. 3A) 


که اعداد ثابت ۰۰6 4 و d‏ از مقادیر تاپع po‏ و cpi‏ مشتقاتش» 90 و 9۱ در دو نقطه یکی در 0 = ۰ 


و دیگری در 8 = a‏ بدست می آیند . 


Po = 2)0( = f(xo), pi = p(B) = f(xo + 88), (6.3.34) 
3 
ST Po = s ۷ f(xo), 9 = Pip) = و‎ ۷) + ps). )۴.۱۰۲۰( 


1) Davidon 


IEF‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 


بعد از جایگزینی» معادله" (۴۰۱۰۱۸) به شکل زیر در می آید . 


p(a) = po qa - BF Eg? , MENEE S, )۴۰۱۰۲۱( 
در حالی که‎ 

3 
> = (Po - Pi) + 90 + 9 - (f.1. 


اکنون می توانیم محل Am erem‏ = را با استفاده از معادله" (f.۱ Y‏ با برابر صفر قرار دادن 
مشتقاتش نسبت به » تعیین کنیم . این کار به نتیجه زیر می انجامد : 


o, ۵ (EÊ), )۲۰۱۰۲۳( 
go + gı + 6 

که در آن 

h = (e? — 299)? . )۴ ۰۱۰. YY) 


به راحتی می توان با بررسی 120/002 نشان داد که برای aq‏ در dota‏ (۴۰۱۰۲۳) علامت مثبت باید 
نگاه داشته شود تا این که یک مینیمم باشد و نه ماکزیمم . بنابراین؛ الگوریتم درون یابی درجه سوم 
دیویدان[3] را می‌توان به شکل زیر خلاصه کرد: 
Po = f(xo) ۱‏ و go = 8TV f(x)‏ را ارزیابی کرده و مطمئن شوید که 0 > go‏ است. 
۲ درغیاب یک حدس ابتدایی از طول گام اولیه 0 6 می شود آن را بر اساس یک درون یابی در جه 
دوم که با استفاده از Go € Po‏ و یک حدس از Prin‏ بدست می آید محاسبه کرد. بنابراین؛ 


û = Pin — Po) (۴.۱. ۲۵( 
90 


. رو را ارزیابی کنید‎ = Yoo + Be) p, = f(xo + Bs) ۳ 


. است به گام ۶ بروید» در غیر این صورت به گام ۵ بروید‎ 2: > po SIL اگر 0 > و‎ zt 
رابا 22 جایگزین کرده و به گام ۳ بروید.‎ 8 .۵ 
با علامت مثبت محاسبه کنید.‎ )۴۰ ۱۰ ۲۳( Wales مه را با استفاده از‎ ۶ 


بخش ۴۱ : مینیمم سازی توابع یک متفیره IFY‏ 
۷. اگر 


= (o + Ons). 9 (۴.1.۲۶) 
dam UE 


Gam 
. را استفاده کنید و به گام ۴ بر گردید‎ (am, f) استفاده کنید ؛ در غیر این صورت بازه"‎ (0, am) از بازه‎ 
متعلق به یک ماکزیمم است. الگوریتم را با استفاده از نقطه های جدیدی دوباره شروع‎ am اگر‎ ۸ 
جدید را می شود با استفاده از یک راهبرد مشابه که در فن درون یابی درجه دوم شرح‎ bli کنید . انتخاب‎ 


داده شد انتخاب کرد . 


۳ روش مرتبه دوم 


. غیر خطی زیر است‎ ‘ales معادل پدست آوردن ریشه‎ f (a) مینیمم سازی تابع‎ ‘SLs 
f'(a) =0, )۴۰۱۰۲۷( 


زیرااین شرط لازم برای اکسترومم بودن f‏ است . یک روش راحت برای حل YV)‏ ۱۰ .روش 
توت اش این روش تشکیل شده از خطی سازی f'(a)‏ حول نقطه ۵ = و آن گاه بدست آوردن 
"dax‏ )054 که در آن تقریب خحطی 


Flai) = f'(o) + ۳ (a))(ai - ai), (V. YA) 
صفر شود. این نقطه‎ 


aini =a; - E, (Y. V. Ya) 

به عنوان یک تقریب جدید برای کارپرد مجدد معادله" )4 Y‏ ۱۰ ۴۰) با جایگزینی با 1+1 تلقی می شود . 
برای یک همگرایی موفق به مینیمم » لازم است که eta‏ دوم تابع f‏ از صفر بزرگتر باشد . راهبردهای 
متعددی وجود دارد[6] که روش نیوتن را بهبود می بخشد و آن را به شکل فراگیر برای توابع چند متخیره 
همگرا می سازد (یعنی این که بدون اعتنا به نقطه" شروع به یک مینیمم همگرامی شود) ؛ بعضی از این 


روشها در بخش آینده مطرح می شوند . 
Newton‏ )1 


IFA‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی امقید) 

سبب آنکه این روش به عنوان یک روش مرتبه" دوم شناخته می شود نه تنها استفاده اش از اطلاعات 
مشتق دوم تابع f‏ » بلکه به سب نرخ همگرایی درجه دومش به میئیمم نیز هست» به سخن دیگر» الگوریتم 
نیوتن به مینیمم o‏ به شکلی همگرا می شود که 


» s “m 
lim ایک‎ _ 8 


= (FV. Ts) 
1-0 (a; — a*) 


در حالی که :۵ و caua‏ امین و alil‏ تخمین از مقدار مینیمم “ې » و 8 یک عدد ثابت غير صفر 


۳ ۳۰۱۰ درون بابی چند جمله ای حفاظت شده ]7[ 

درون یابی های چند جمله ای مانند درون یابی درجه دوم و درون یابی درجه سوم دیویدان گاهی در 
تعیین مینیمم یک تابع در امتداد خط بسیار ناکارا و نامطمکنند. اگر تابع درون یابی نشانگر رفتار تابع 
مینیمم شونده در بازه" عدم اطمینان نباشد» ممکن است مینیمم در خارج از بازه بیفند» یا یی ors OLS‏ 
شود» يا چرخه های پشت سر هم به هم زیاد نزدیک باشند و به بهبود قابل توجهی در مقدار تابع نیتجامد . 
این روشها از ترکیب درون یابی چند جمله ای با یک فن دو بخشی ساده يا فن جست و جوی بخش طلایی 
که پیشتر تشریح شدند تشکیل شده اند . در پایان درون یابی چند جمله ای فن دو بخشی برای یافتن محل 
صفر مشتق تابع f‏ به کار می رود. از طرف دیگر » جست وجوی بخش طلایی با خود تابع f‏ کار می کنند 
و با استفاده از بازه عدم اطمینان معلوم (ab)‏ نقطه" a*‏ را که مینیمم تابع f‏ در بازه است را تعبین می کند . 


۴ مینیمم سازی alg)‏ چند متذیره 


۱ ۳ روشهای مرتبه صقر 
روشهای متعددی برای مینیمم سازی یک تابع چند متغیره تنها با استفاده از مقدار تابع وجود دارد. با 
این همه تنها دو روش از این روشها مفید هستند . این دو روش : روش سیمپلکس دنباله ای اسبندلی s‏ 


هگزت و هیمسورث!" ]8[ و جهت مزدوج پاول[3] است . هر دو روش نیاز به این دارند که تابع 


1) Spendley, Hext and Himsworth 


بخش A‏ : مینیمم سازی توابع چندمتغیره ۱۶4 
f(x), × eR”‏ تک حالتی باشد ؛ یعنی تابع ‏ تنها یک مینیمم داشته باشد . روش سیمیلکس دنباله ای نیاز 
به مشتق پذیر بودن f‏ ندارد» در صورتی که مشتق پذیری f‏ در جست وجوی خط دقیق روش پاول لازم 
است. به کمک آزمایش آقایان نلدر و مید' [9] روشن شده است که برای بیشتر مسائل» عملکرد روش 
سیمپلکس دنباله ای اگر از روش پاول بهتر نباشد» قابل مقایسه است. هر دو این روشها برای 10 < n‏ 
ناکارایند؛ روش پاول برای 30 < San‏ | نیست . یک بهبود اخیر روش سیمپلکس که توسط چن" و 
دیگران[10] ارائه شده کاربرد این الگرریتم را به حالتهای با بعدهای بالاتر تعمیم می دهد . اگر تابع 
مشتق پذیر باشد» معمولاً کاربرد روشهای قدرتمند مرتبه؛ اول و دوم cai SUIS‏ این مشتقها یا به شکل 
صریح و یا از رابطه های تفاضل محدود بدست می آیند. 

روش سیمپلکس دنباله ای . روش سیمپلکس دنباله ای ابتدا توسط اسپندلی» هگزت و هیمسورث 
ارائه شد و به دنبال OF‏ تو سط نلدر و مید توسعه یافت . این روش با یک شکل هندسی منظم که سیمپلکس 
نامیده می شود و از ۱+ رأس در فضای 7بعدی تشکیل شده است شروع می شود این رأسها رامی شود 
با مرکز و نقاطی در امتداد 7 جهت مختصات تعریف کرد . چنین سیمیلکسی ممکن است از نظر هندسی 
منظم نباشد . روابط زیر برای محاسبه موقعیت رآسهای یک سیمپلکس منظم به اندازه 6 در فضای طراحی 


7 بعدی در مرجع B‏ ارائه شده است ا . 


xj = Xo + pej + 9 gee, j=l nn, (۴.۲.۱) 
rey 
با‎ 
v Tn-1) J = )جر‎ 1), (f...) 


در حالی که 6 بردار مبنای پکه در امتداد # امین محور مختصات. و Xo‏ نقطه" مبنای اولیه است . به 
عنوان مثال» برای یک مسأله" در فضای طراحی دو بعدی. معادله (۰۱ ۲ . ۴) و (۰۲ ۰۲ ۴) به یک مثلٹ 
متساوی الساقین به ضلع a‏ مى انجامد . 

هگا placa di‏ ترش شاه —_ رس . NON‏ ,م× ارزیابی می شود . 


کنید Xp‏ و 1 )1 باشند که تابم f‏ در آنها به ترتیب مقدار ما و داشته باشد» و X,‏ 
فرض fe Y D‏ زيمم و مینیمم 


1) Nelder and Mead 2) Chen 


(Lil مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی‎ fv» 
را کنار می گذارد و آن را‎ Xa رأسی باشد که از نظر مقدار در رده" دوم از بالا باشد . روش سیمپلکس رأس‎ 
یک مقدار کمتری دارد جایگزین می کند . این کار با سه عمل به نامهای انعکاس»‎ f با یک نقطه که در آن‎ 
. انقباض و انبساط انجام مى شود‎ 
به مرکز × نقاط باقیمانده نقطه جدید ,× رابه وجود می آورد‎ Xp عمل انعکاس در امتداد خط اتصال‎ 
بو" - و‎ ih. (*.Y.Y) 
n ico 


رأس در پایان انعکاس از رابطه زیر محاسبه می شود : 
x, < X-ra(X — xa), (f.Y.F)‏ 


که در آن » یک عدد مثبت است که ضریب انعکاس نامیده می شود و معمولاً واحد فرض می شود . 
مقدار Cate‏ ضریب انعکاس در معادله" (۴ ۔ ۲ . ۴) تضمین می کند که +× در طرف دیگر × از Xp‏ باشد . 
اگر مقدار تابع در این نقطه" of, = fxr) «udo‏ شرط و € fe‏ > ,زرا برآورده سازد آن گاہ × با X,‏ 
جایگزین می شود و فرآیند با این سیمپلکس جدید تکرار می شود. از طرف دیگر» اگر مقدار تابع fe‏ در 
پایان انعکاس از مقدار پائینی تابع f, = f(xi)‏ کمتر بود آن گاه این امکان هنوز وجود دارد که تابع با بیشتر 
رفتن در همان جهت کاهش یابد . ما به دنبال یافتن یک نقطه بهبود یافته" Xe‏ هستیم که با استفاده از فن 
انیساط در رابطه" 


X, —X-D(x,-—X), )۴ ۰ ۲ ۰ ۵( 


به دست می آید که در آن ضریب انبساط 8 را اغلب 2 انتخاب می کنند . اگر مقدار تابع fe‏ کمتر از مقدار 
تابع Ub‏ گام انعکاس باشد» OT‏ گاه ۸ با »× جایگزین می شود و فرایند با سیمپلکس جدید تکرار می شود . 
اگر انبساط به مقدار تابعی مساوی و یا بزرگتر از f,‏ انجامید» آن گاه با جایگزینی ۸× با +× سیمپلکس 
جدیدی را تشکیل می دهیم و ادامه می دهیم . 

در نهایت » اگر فرایند انعکاس به نقطه" Kp‏ انجامید» آن چنان که f, > fr‏ شد» آن گاه Xp‏ را با X.‏ 
جایگزین کرده و عمل انقباض را انجام می دهیم . در غیر این صورت «(f < fa)‏ عمل انقباض را بدون 


هیچ جایگزینی و با استفاده از 


بخش ۴۲ :مینیمم‌سازی توابع چند متفیره ۰ ۱۷۱ 
X, = X+4(xX, —X), )۴ ۰۲ .۶(‏ 


انجام می دهیم که ضریب انقباض 1۰۷ > y‏ > 0 معمولاً 1/2 انتخاب می شود. اگر AX)‏ = یراز Ín‏ 
بزرگتر باشد. آن گاه تمامی نقاط را با یک مجموعه نقاط 


xı = xı + 240 - x), 4=0,1,...,7, (¥.¥.¥) 


جایگزین کرده و فرایئد را با این سیمپلکس جدید تکرار می کنیم . عمل معادله" (۲۰۷ ۰ ۴) سبب دو نیم 
شدن فاصله" بین نقاط سیمپلکس قدیمی و نقطه با مقدار کمترین تابع می شود بنابراین به آن عمل کاهش 
می گویند . نمودار جریانی روش کامل در شکل ۲۰۱ .۰ ۴ ارائه شده است . نلدرومید[9] برای معیار 
همگرایی و قطع الگوریتم رابطه' زیر را پيشنهاد داده اند 
i‏ 1 
[Xr] <e, (¥. Y.A)‏ 





در حالی € که دقت مورد نیاز است . 

چن. سالیم و گریس" [10] برای حالتهایی که تعداد متغیرهای طراحی 11» زیاد است» بهبودی برای 
عملکرد الگوریتم سیمپلکس پیشنهاد داده اند. روش جست و جوی سیمپلکس بهبود IL‏ ارائه شده در 
مرجع[۰]10 در هر گام عمل انعکاس. انبساط. انقباض. و کاهش را در بیش از یک رأس از سیمپلکس 
انجام می دهد . این کار با جداسازی رأسهای سیمپلکس به دو گروه به کمک مقدار برش (CV)‏ تابع» fev‏ 


انجام می شود. مقدار برش با رابطه زیر تعریف می شود 


foe = TD, (E329) 


که در آن 8 انحراف استاندارد مقادیر تابع رآسهای سیمپلکس است؛ 
a j‏ 
dix Eu- Desi] )۴۰۲۰۱۰(‏ 
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و 7 یک پارامتر است (در زیر بحث می شود) که تعداد رأسهایی که باید روی آنها عمل شود را کنترل 


1) Chen, Saleem, and Grace 


AYP‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (نصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 













ساختن سیمپلکس اولیه 
Xh Ig x|‏ 3 1 
fiy fg fj‏ را بدست 
آورید 






اتبساط 


۰ 





: عم5‎ X + Dx, - X) 


شکل ۱ ۲۰ Y.‏ نمودار جریانی الگورینم سیمپلکس دنباله ای 


می‌نماید . مقدار f‏ در معادله (۰ (F. Y.‏ مقدار متوسط مقادیر تابع در کل سیمپلکس فعلی است . 
رأسهای با مقادیر تابع بالاتر از مقدار پرش» گروهی را که باید انعکاس یابند (و کنار گذاشته شوند) 
تشکیل می‌دهند. رأسهای دیگر به عنوان نقاط مرجع هستند . اگر پارامتر m‏ به اندازه" کافی بزرگ باشد» 
تمامی رآسهای سیمپلکس به جز × در گروهی باقی می مانند که به عنوان نقاط مرجع استفاده می شوند وء 
بنابراین » الگوریتم معادل شکل اصلی است . برای مقادیر به اندازه" کافی کوچک ۰7 تمامی نقاط په جز 


بخش ۴۲ :مینیمم سازی توابع چند متغیره ۱۷۳ 
JUS ×‏ زده می شوند . انتخاب بارامتر 7 به دشواری مسأله و تعداد متغیرها بستگی دارد . مقادیر Galery‏ 
f‏ در Hd yao‏ مرجع[10] ارائه شده است . در میان 1 + ۸ راس سیمیلکس فعلی. رآسها را از بزرگترین 
تا کوچکترین مرتب کرده و با Xo, ۳1,۰۰۰, Xevi ۰.۰, Xn‏ شماره گذاری می کنیم در حالی که i=0, sou‏ 
عناصر گروهی که بعدا انمکاس می یابند است» مرکز رأسها در گروه مرجع به شکل زیر تعریف می شود. 


3 x; . (0. Y.YY) 





عملکرد این روش سیمپلکس بهبود یافته با سیمپلکس پیشنهاد شده توسط نلدر و مید مقایسه 
شده[10] و همچنین با روشهای توانمندتر مانند روش مرتبه" دوم دیویدان- فلتچر - پاول" (DFP)‏ که 
بعداً در همین فصل بحث می شود نیز مقایسه شده است . برای مسائل با ابعاد CU‏ الگوریتم سیمپلکس 
بهبود یافته کاراتر و توانمندتر از الگوریتم دی اف پی (DEP)‏ است . نلدر و مید[9] در مورد کارسرد 
الگوریتمشان در مینیمم سازی توابع آزمایشی کلاسیک توضیحات کاملی داده اند و عملکرد آن را با روش 
جهتهای مزدوج پاول که بعد ا بحث می شود مقایسه کرده اند. 

روش جهنهای مزدوج پاول و بهبود سازی ها یآن . گرچه بیشتر مسائل توابع درجه دوم ندارند» 
بسیاری از الگوریتمهای مینیمم سازی نامقید برای مینیمم سازی یک تابع درجه دوم تدوین شده اند . این به 
سبب آن است که یک تابع را می توان در نزدیکی یکی مینیمم با یک تابع درجه دوم بخوبی تقریب زد . 
الگوریتم جهنهای مزدوج پارل یک مثال نمونه است. یک تابع درجه" دوم در R”‏ را می توان به شکل زیر 


نوشت. 
f(x) = xT Qx + bx +e . )۴ ۰۲ ۰۱۲(‏ 
بک مج فار ای :12 i=‏ ,:ع را ه مزدوج گویند اگر 
s Qs; = 0, i*j. (F.Y. Ww)‏ 


علاوه بر اين» می توان نان داد اگر f‏ هر بار در امتداد یک جهت از یک مجموعه" چ از جهتهای 
مزدوج چ که به شکل خطی مستقلند مینیمم شود آن گاه مینیمم بدون اعتنا به aX‏ شروع در 7 گام یا 


1) Daridon- Fletcher- Powell 


degre n ۴‏ سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
قبل از :7 امین گام بدست خواهد آمد مشروط به این که هیچ گونه خطای گرد کردن انباشته نشده باشد. به 
این خاصیت Leper‏ خاصیت پایانی درجه دوم می گویند. پاول برای به وجود آوردن چنان جهتهای 
مزدوجی با یک تر کیب مناسب از جست و جوی تک تغیبری ساده و یک فن جست و جوی الگو یک روش 
آسان ارائه داد[3] . با اين همه الگوریتم پاول در حالتهای مشخصی جهتهایی به وجود می آورد که به طور 
خحطی وابسته اند و بنابراین به مینیمم همگرا نمی شوند . پس می توان گفت پاول الگوریتمش را برای توانمند 
بودن بهبود بخشید ولی به بهای خاصیت پایانی درجه" دومش . 
راهپرد پاول برای به وجود آوردن جهتهای مزدوج براساس خاصیت زیر است (برای اثبات به مرجع [3] 
مراجعه کنید) . اگر × و ر × دو نقطه" دلخواه باشند و 8 یک جهت مشخص› AX.)‏ مینیمم تابع 
درجه دوم رروی خطی در امتداد و که از Ky‏ شروع شده باشد و ,ر × نقطه مینیمم روی خحطی که در امتداد 
8 از ولا شروع شده باشد» آن گاه جهت B‏ و( Q X , 7 X,‏ مزدوجند . گامهای اساسی روش بهبود 
یافته" پاول بر اساس یک دور مینیمم سازی LSU‏ تک تغییری قرار دارد . در هر دور ما گامهای زیر را استفاده 
ees‏ 
۱ را در امتداد هر یک از جهتهای مختصات مینیمم کنید (جست و چوی تک تغییری ) . از × 
شروع کرده و نقاط xf, ... , x8‏ در حالی که ۸ شماره" دور است. را تولید کنید . 
LY‏ بعد از تکمیل دور تک تغییری» نماد M‏ مربوط به جهت جست و جوی تک تغییری را که 
بیشترین مقدار و کاهش تابع را در رفتن از × به xf‏ دارد پیابید . 
۳ جهت "الگو × - xb‏ = را aS)‏ مجموع تمامی حرکتهای تک تغییری است) محاسبه کرده 
و مقدار a‏ که گرا از ود در امتداد Sp‏ مینیمم می کند بیابید . این نقطه" جدید را با × نشان دهید . 
۴. اگر 
[ZEDE ATE DEL‏ < رو 
f(x i) - f(x£)‏ 
آن گاه دوباره از همان جهتهای قدیمی برای دور تک تغییری بعدی استفاده کنید (یعنی از هیچ کدام از 
جهتهای دور قبلی در مقایسه با جهتهای الگوی 8 صرفنظر نکنید . اگر معادله" (۱۴ ۲۰ ۴۰) برآورده نشود 
آن گاه جهت 7 ام را با جهت الگوی SE‏ تعویض eS‏ 
۵ دور تک تغییری بعدی را با جهتهایی که در گام Y‏ مشخص شده شروع کرده و گامهای ۲ تا ۴ را 


بخش ۲۲ :مینیمم سازی توابع چند متفیره ۰ ۱۷۵ 
تا زمانی که به یک تقریب مشخص همگرا شود تکرار کنید . فرض می شود که همگرایی وقتی به وجود 
می آید که نرم اقلیدسی ||*× - 1 [Ix*7‏ کمتر از کمیت از پیش تعیین شده E‏ باشد . 

گرچه روش اصلی پاول خاصیت ILL‏ درجه" دوم دارد» Jy‏ الگوریتم بهبود یافته اش ندارد[3]. 


اکنون روش بهبود یافته در مثال ساده" بعدی که درباره" تحلیل سازه هاست تشریح می شود. 


مثال ۴۰۳۲۰۱ 

Ja‏ بدست آوردن خیز ماکزیمم و چرخش سر آزاد یک تیر یک سرگیردار به طول[ که در 
شکل(۲ . ۲ (F.‏ نشان داده شده را در نظر بگیرید . حل این مسأله با مینیمم سازی انرژی پتانسیل کل تیر 
رابطه سازی می شود که با استفاده از یک جزء محدود تیر مکعبی تنها مدل می شود. با یک جزء تیر دو 


گره‌ای با دو درجه" آزادی در هر گره» میدان تغییر مکان به شکل زیر فرض می شود 


(a) p (b) 





l, EI 


r. ۲. ۲ dis‏ تیر یکس رگیردار که در س رآزاد با رگذاری شده و مدل جزء محدودآن 


Ui 

v(£) = ])1 -3€ + 2¢) E- +£) (P -28) (CP +E] EOD, 
8; 
(Y. Y. ۱۵( 


در حالی که 7/1 = ع انرژی بتانسیل مدل تیر عبارت است از : 


i 

EI d^? 
5 ۱ ۴۲ ۶ 
II a J (Sa) d£ + pu ( ) 


به سبب شرط سر گیردار در 0 = ع دو درجه" آزادی اول در معادله" (۱۵ LY.‏ )صفر است. 
بنابراین. با جایگزینی معادله" (۱۵ ۰۲۰ ۴) در معادله VP)‏ ۲۰ ۰ ۴) داریم : 


II = zs (203 + 4621? — 1205040) + pu; . (F.Y. NV) 


IYF‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
با تعریف 21113/7 = bal « f‏ = وت ,ور = ri‏ و انتخاب 1 = p /EI‏ مسأله یافتن خیز و 
چرخش سر آزاد تیر به یک مینیمم سازی نامقید زیر می انجامد : 


f = 122 + 422 — 122,29 + 22 . (t. Y. MA) 


با شروع از نقطه اولیه 2)7- ,71( = ifo) = 25x)‏ رابا استفاده از روش جهتهای مزدوج 
پاول مینیمم خواهیم کرد . جواب دقیق این مساله عبارت امست از ?)71/2 ,71/3( = .x*‏ 

چون ما یک رابطه" صریح برای تابع هدف ‏ داریم» مینیمم سازی های یک بحدی در امتداد یک جهت 
مشخص به طور دقیق انجام خواهد شد و دیگر نیازی به فنون عددی مطرح شده در بخش قبلی نیست . اما 
اگر این مینیمم سازی ها به روش عددی انجام شوند» یکی از فنون مرتبه صفر کافی خواهد بود. برای 
نشان دادن تعداد دور تک تغییری از یک اندیس بالایی و برای تعداد چرخه‌ها در یک دور از اندیس پایین 
استفاده می کنیم . 

ابتدا. جست وجوی تک تغییری را در امتدادهای X,‏ و x,‏ انجام می دهیم . با انتخاب 0)7 ,1( = By‏ 


mule 


x- [3] ) ۰ (۴.۲.14) 


f(a) = 12)-1 + a)? + 4)-2( -12)-1 + a)(-2) + 2(-1 +a). )۴.۲۰۲۰( 


با مشتق گیری از معأدله' (۲۰. ۰۲ ۴) نسبت به ca‏ مقدار ۵ که f‏ رامینیمم می ES‏ بدست می آیید و 


x! = {33} و‎ f(xl) = 1.916666667 


با انتخاب si = (0, ij‏ »داریم. 


1 _ fa 01 _ شلد‎ 
)وه‎ +۰) L4. )۴ ۲ . ۲۱( 


بخش ۴.۲ : مینیمم سازی توابع چند orice‏ ۱۷۷ 
3 


2 
fla) = 12 (=) +4(-24 a)? - (52) ره جع‎ +2 (2). ۰۲۰۲۵ 


که در 3/8 = » مینیمم است . بنابراین در پایان جست و جوی تک تغیبری داریم 
13- 


4= | ۱ و‎ f(xl) = 1.354166667 . 


در این جا یک جهت الگو به شکل زیر می سازیم 


-13 =i 
1! .4-] ۱۶] _ ]-1[ _ [ 9 
"m a= { ot 3-5 (vom 
8 8 
2:471 7 E (6. Y.YY) 
ENTER. af Ja ] ' ZR 
2 -24 


که در نقطه" زیر با 40/49 = » به مینیمم می رسد 


147 


x =] xm | و‎ f(x) = 1.319727891 . 
749 


در اولین دور از جست و جوی تک تغییری جهتی که بیشترین کاهش در تابح هدف ‏ به وجود می آورد 
مربوط به متغیر دوم است . اکنون می توانیم تصمیم بگیریم که آیا می خواهیم جهت جست وجوی تک 
تغییری دوم (2 = (m‏ را با جهت الگو عوض کنیم یا نه. این کار با بررسی شرط بیان شده در گام Y‏ 
الگوریتم در alas‏ (۰۲۴ ۰۲ ۴) انجام می شود . یعنی ؛ معیار پاول ۱ 


lal = = > 


49 ^ | 1.916666667 — 1.35416666 (v. Y. YO) 


40 2 -- 1 i 
7 

برآورده شده» بنابراین » جهتهای جست و جوی تک تغییری گذشته را برای دور دوم نگه می داریم و روش 

را با برگشتن به گام ۲ الگوریتم دوباره شروع می کنیم . نتیجه دور دوم در جدول ۲۰۱ . Y‏ خلاصه شده 


است . 


ihe IVA‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 


جدول ۳۰۲.۱ حل مسأله تیر با استفاده از روش جهتهای مزدوج پاول 





f‏ و LA‏ شماره دور 
2.0 2.0— 1.0— 0 
1.916667 2.0— 1.083334— 1 
I —1.083334 —1.625 1.354167‏ 
0.9322967 1.625— 0.895834— 2 
0.6158854 1.34375— 0.895834 — 2 
0.333333— 0.499999— 0.33334— 2 


میزان اهمیت روش بهبود یافته" پاول به شکل مشخص و واضح در مینیمم سازی تابع زیر که توسط 


اوریل [2] مطرح شده مشاهده می شود . 
, *(و2 + و2 + 771( )23 + 22 -  (z1‏ ?)23 — و2 f = (a1‏ 


که به عنوان یک تمرین برای خواننده گذاشته می شود (تمرین ۲ را ببینید) , ۰ ۰۰ 

es‏ از این که به بحث روشهای مرتبه اول بپردازيم» خوب است ببینیم چه موقع بايد روش مرتبه صفر 
استفاده شود . روش سیمپلکس دنباله ای را می توان برای توابع غير مشتن پذیر که روشهای مرتبه اول برای 
آنها مناسب نیستند استفاده کرد . برای آن دسته از مسائل مینیمم سازی نامقید که توابع مشتق پذیر دارند بهتر 
است که مشتقهای دقیق محاسبه شود یا وقتی مشتقها را می توان دقیق محاسبه کرد آن مشتقها را با استفاده 
از تفاضلهای محدود به دست آورد و سپس برای مینیمم سازی یک روش مرتبه" اول استفاده کرد . روشهای 
مرتبه صفر مانند الگوریتم جهتهای مزدوج پاول برای مسائلی که توابع هدف آنها بسیار غیرخطی است و 
دقت ارزیابی تابع پایین است هنوز جایگاه ویژه ای دارد . هنگامی که ارزیابی توابع دقت کمی دارد باید از 
روابط تفاضل محدود با درجات بالاتر برای محاسبه مشتقها استفاده کرد بنابراین» برای میئیمم سازی 


استفاده از یک روش مرتبه" صفر یک جایگزین معقول تر است . 


۲ ۳۰۲۰ روشهای مرتبه اول 

روشهای مرتبه اول برای مینیمم سازی نامقید یک تابع ‏ در R”‏ در محاسبه جهت حرکت برای 
مینیمم سازی تابع از گرادیان و مقدار خود تابع استفاده می کند . این روشها یک نرخ همگرایی خحطی با 
فوق خطی دارند. رشته". .2,۰ ,0,1 = Xek‏ را در صورتی همگرای فوق خطی 4 به X"‏ از مرتبه" حداقل 


1( Avriel 


بخش ۴.۲ : مینیمم سازی توابع چند متغیره f v4‏ 


م می گویند که 
x" |], (f. Y.Y?)‏ - لاه < lxi — xl‏ 


که در آن ٩‏ به صفر همگرامی شود . اگر در معادله Ce lF. Y, YA)‏ یک عدد ابت باشد آن گاه می گویند 
همگرایی یک همگرایی ٩‏ مرتبه ساده" از مرتبه" حداقل p‏ است . بنابراین؛ اگر | = p‏ باشد و Ck‏ یک عدد 
ثابت» آن گاه ما یک نرخ همگرایی خطی داریم» در صورتی که اگر 1 P=‏ باشد و Ch‏ دنباله ای که به صفر 
همگرا شود آن گاء همگرایی را فوق خطی گویند (برای تعاریف بیشتر به مرجع6 مراجعه کنید) . 

شاید قدیمی ترین روشی که برای مینیمم سازی یک تابع ۸ متغیره شناسایی شده روش تندترین کاهش 
باشد که اولین بار توسط کوچی" [11] برای حل یک دستگاه معادلات حعطی ارائه شد . این روش را 


بدست می آید 
V ffs = e s (ft. Y. YV)‏ 
Oz,‏ 


مشروط په این شرط که 8 یک برداریکه در R”‏ در فضای اقلیدسی باشد . 
Ts —1. (F.Y. YA)‏ 


m A (t. Y. YA) 


Iv fl '‏ 
در حالی که || || نشانگر e‏ اقلیدسی ست و این جهت بیشترین کاهش در است . با شروع از × در 


چرخه el‏ فرایند مینیمم سازی « نقطه" بعدی Xe‏ را به شکل زیر بدست می آوریم : 
Xk+ =X, Fas. (f.Y. Ye)‏ 


در این جا 8 از رابطه CF. Y. YA)‏ بدست می‌آید و à‏ چنان بدست می آید که f‏ در امتداد جهت 


1) Cauchy 


۱۸۰ مبانی بهینه سازی ساره ها (فصل ۴ : بهینه سازی امقید) 
انتخاب شده با استفاده از یکی از فنون مینیمم سازی یک بعدی که در بخش قبلی اراثه شد مینیمم شود. 


اگر تابع مینیمم شونده در "18 درجه دوم باشد و به شکل زير بیان شود. 
X Qx + bx +c, (v. Y.YV‏ = 


اندازه گام gel‏ توان مستقیماً با جایگزینی معادله (۴۰۲۰۳۰) در معادله (۴۰۲۰۳۱) برای(1+)امین 
چرخه و سپس مینیمم سازی f‏ نسبت به ۵ که به 

a = LOT Q +s )۲ ۰۲ ۰۳۲( 

(s Qs) 

می انجامد بدست آورد. در بدست آوردن daba‏ (۴۰۲۰۳۲) فرض می کنیم که ماتریس هسیان @ شکل 
درجه" دوم به طور صریح در دسترس است و از تقارن Q‏ استفاده می کنیم . 

عملکرد روش تندترین کاهش به عدد شرطی ماتریس هسیان Q‏ بستگی دارد . عدد شرطی یک ماتریس 
عبارت است از نسبت بز ر گترین مقدار ویژه به کوچکترین آن . یک عدد شرطی بزرگ نشانگر آن است که از 
ترازهای تابع مینیمم شونده یک فضای طراحی کشیده شده ای را تشکیل می دهند و بتابراین پیشرفتی که 
توسط» روش تندترین کاهش به وجود می آید بسیار آهسته و به شکل زیگزاگی" که ژور دوزی نامیده 
می شود است . این پیشرفت حتی برای توابع درجه دوم هم به این شکل است و می توان آن را پا مقیاس بندی 


مجدد متغیرها بهبود بخشید . 


مثال ۳۰۲۰۳ 

مسأله تیر یکسر گیردار که در مثال قبلی مطرح شد این عملکرد را به شکل روشنی نشان می دهد . 
هنگامی که روش تندترین کاهش برای این مسأله به کار رود برای نقاط شروع اولیه" مشخصی مانند آنچه 
در شکل ۰۳ ۴۰۲ نشان داده شده عملکردی ژوردوزی مانند دارد . اما یک تبدیل ساده متخپرها برای بهبود 
بخشیدن مقیاس بندی متغیرها سبب می شود که روش تندترین کاهش تنها در یک گام به میئیمم همگرا 
شود. به عنوان مثال» تبدیل زیر را در نظر بگیرید . 


1 1 
EE PRE TETI )۴ ۰۲ ۰۳۳( 
yı (zı 572) ya 4À2 


1) Zigzag 


بخش ۴۲ : مینیمم سازی توابع چند منغیره ۱۸۱ 





M 
12x,7-12x,x4 dx? 42x,- cui 


Xj 


شکل ۲۰۳ ۴۰ ترازهای تابع انرژی پتانسیل تیر یکس رگیردار 


اکنون تابع را می شود بر حسب متغیرهای جدید Vi‏ 3 2 په شکل زیر نوشت : 


Fuya) = yÊ و‎ + cn + Vl. )۴ ۰۲ .۳۴( 


در نجه مقیاس بندی و حذف جملات ضرب برداری» عدد شرطی هسیان ‏ واحد می شود. . 


ترازهای تابع ‏ در صفحه دا 7 1 په شکل دایره اند . با شروع از هر نقطه" اختیاری ۷0 و به کار بردن روش 


تندترین کاهش داریم : 
1 2 
pets) : )۴ ۰۲ ۰۳۵(‏ + ولا و 
oT 6‏ 


به آسانی می توان نشان داد که مقدار a”‏ که را مینیمم می کند برابر با 0.5 است . بنابراین؛ 


که در آن گرادیان f‏ صفر است» که نشانگر مینیمم بودن آن نقطه است . مقادیر متناظر متفیرهای 


IAF‏ مبانی بهینه مازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی ناعقید) 
اصلی ZT.‏ و و2 به ترتیب عبارت است از ۱/3- و 1/2-. این توضیح ساده به روشنی تأثیر مقیاس بندی را 
روی همگرایی الگوریتم تندترین کاهش به مینیمم یک تابع در R‏ نشان می دهد . می توان نشان داد[6] که 
روش تندترین کاهش در OLE‏ یک مقیاس بندی مناسب تنها نرخ همگرایی خطی دارد . ۰ ۰ ۰ 

متأسفانه در بیشتر مینیمم سازی های توابع چند متغیره با استفاده از الگوریتم تندترین کاهش» بدست 
آوردن تبدیل مقیاس بندی مناسب برای یک شکل درجه" دوم کلی در "8 که به یک همگرایی یک گامی به 
مینیمم بینجامد کار ساده‌ای نیست . این کار به محاسبه" ماتریس هسیان و سېس یک تحلیل مقدار ویژه 
ماتریس پر هزینه نیاز دارد. col ply‏ ناگزیر هستیم که برای همگرایی سریع به مینیمم برای یک شکل 
درجه" دوم به جایگزینهای دیگر روی آوریم . یکی از این جایگزینها با مینیمم سازی در امتداد یک مجموعه 
از جهتهای گرادیان مزدوج است که یک خاصیت پایانی درجه دوم را تذء‌مین می کند . هستنس و 
استيفل' [12] و پس از آنها فلتچر و ریوز" [13] چنان الگوریتمهایی را ارائه کردند که در ادامه مطرح 
می شود . 

الگوریت مگرادیان مزدوج فلتچر- ریوز . این الگوریتم از یک نقطه اولیه Xo‏ شروع می شود و ابتدا f‏ را 
در امتداد جهت بیشترین کاهش  Vf(Xo) = Eo‏ — = 89( مینیمم می کند تا نقطه جدید چرخه. (X)‏ 
بدست آید . جهت برای چرخه بعدی: 81( Ub‏ چنان ساخته شود که 4 مزدوج بر 80 باشد در حالی که @ 
هسیان تابع درجه دوم f‏ است . آن گاه تابع در امتداد ره مینیمم می شود تا نقطه" جدید چرخه» (Xa‏ بدست 
آید . جهت بعدی و9 از X2‏ چنان ساخته می شود که ( مزدوج بر جهتهای 80 و 8 باشد» و فرایند تا زمانی 
. که به مینیمم همگرا شود ادامه می یابد . به سبب اتکای قضیه پاول بر جهت های مزدوج برای توابع در جه 
دوم در پایان مینیمم سازی تابع ۶ در امتداد جهت مزدوج 1-«8 همگرایی به مینیمم از جنبه' نظری 
تضمین می شود . برای توابعی که درجه دوم نیستند. مزدوج بودن جهتهای ,...,1 = ,رو معتی خود 
را از دست می دهد زیرا هسیان توابع دیگر یک ماتریس ثابت نیستند. با این همه ؛ استفاده از این الگوریتم 
برای توابع غير درجه" دوم معمول شده است . از آن جا که برای توابع pb‏ درجه" دوم همگرایی به مینیمم 
بندرت در 71 گام یا کمتر اتفاق می افتد» الگوریتم بعد از هر 1 گام دوباره شروع می شود. گامهای اساسی 
الگوریتم در (RAT)‏ امین چرخه به شکل زیر است : 

| . 18ب + ۷ = ہی× را محاسبه کنید در حالی که Qaa‏ چنان بدست می آید که 


1) Hentenes and Stiefel 2) Fletcher and Reeves 


بخش ۲۷ : مینیمم‌سازی توابع چند opiu‏ ۱۸۳ 


df (oust) _ 0. (F.Y. Y$) 
dai, 
Sk = Ex + 8-۱ است‎ k > 0 قرار دهید؛ و اگر‎ Se = برچ‎ -Vf(Xxi)c— ۸ = 0 اگر‎ ۲ 
قرار دهید در حالی که‎ 
Bi Ek 
LE g = -V f(x») . )۴ .۲۰۳۷( 


5-1 زبظ 


۳ اگر F(a) — f(xi)] Leesa]‏ به اندازه کافی کوچک است. آن گاء متوقف شده دیگر 
ادامه ندهید . در غیر این صورت 


. است به گام ۱ بروید در غیر این صورت دوباره شروع کنید‎ > n اگر‎ .Y 
۴۰۲۰۳ منال‎ 
اثر بخشی این روش را در مسأله تیر یکسر گیردار که در آن تابع‎ 
f = 1227 + 42 - 122,29 +22), 


را با شروع از نقطه" طراحی اولیه )71,72( = XG‏ مینیمم می کنیم » OLS‏ خواهیم داد . جهت حر کت 
اولیه از گرادیان محاسبه می شود 


_ J 242, - و1227‎ +2 
V f(xo) E { 822 — 122, \ , 


و در پایان اولین گام دارم : 
sje‏ 
f(o1) = 12(-1 - 20)? + 4(-1 + 4a)? - 12(-1- 2o1)(-2 + 421) + 2)-1 — 201)‏ 


مقدار Say‏ در آن تابع ‏ مینیمم است از شرط 0 = df/do,‏ بدست می آید و عبارت است از 


14۴ مبانی dings‏ صازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی امقید) 


o = 0.048077‏ نقطه" طراحی tute‏ و گرادیان در آن نقطه عبارتند از : 
f -1.0961 _ f -2.6154‏ _ 
{ria} " vie Lr] i‏ = 1" 
-Vf(xi) + 0,50 to‏ = رو قرار دهید که 8 از معادله" (۴۰۲۰۳۷) بدست می آید و عبارت 


_ (-2.0154y-(-1.307)) _ 
=a = 045. 


جهت حرکت جدید عبارت است از : 


5 —2.6154 —2 | _ J 1.76036 


_ f -1.0961 1.76036 
x= { SU +a f 3.0178 ) 
m بدست‎ a= 0.4334 3 قرار داده‎ df(a2)/d(aa) = 0 دوباره‎ 


E) ان‎ 


و در نهایت » چون 
T‏ 
وب ]176036 f‏ ]12- 24[ |2- 
` | 3.0178 8 12- 4 
مزدوج بودن دو جهت 80 و 81 رانشان داده ایم . فرایند مینیمم سازی با استفاده از این روش در شکل 
(۴۰۲۰۲) تشریح شده است. © ee‏ 
à + HM‏ 44^ ۱ ۰ ۲ . 
فن گرادیان مزدوج دوباره شروع شده بیل . در مینیمم سازی توابع غير درجه دوم با استفاده از روش 
گرادیان مزدوج؛ شروع دوباره روش بعد از A‏ گام یک راهبرد خوب نیست . به نظر می رسد که چنین 


1) Beale 


پاول[15] فنون شروع دوباره ای را پيشنهاد کردند که در تصمیم زمان شروع دوباره" الگوریتم» x‏ خطی 
بودن تابع دخالت دارد . تجربه های عددی در مینیمم سازی توابع کلی مختلف به الگوریتم زیر که توسط 


پاول ارائه شد انچامید . 


۱ با Xo‏ داده شده 80 را به عنوان جهت تندترین کاهش تعریف می کنیم » 
~V f(xo) = go,‏ = و5 


=t = 0‏ ۸ قرار دهید. و کار تکرار (چرخه ) را با افزایش شمارنده" k‏ شروع کنید . 


۲ برای 1 < ۾ جهت 8 از رابطه بیل[14] 


Sk = برع‎ + 08 + 186 3 Bk = —Vf(xe), | (0. Y. YA) 


تعریف می شود که در آن 
Bele - maid (۴.۲.۳4)‏ = رو 
SL ilge - Bei)’‏ 

3 

Bi [gei — gı] ۴ 
ye = BEH Bl اگر‎ 7 k»tl, )۴۰۲ .۴۰( 

8 [S41 — gi] 

Ye > 0, اگر‎ k=t4l. )۴ ۰۲ . ۴۱( 


۳ برای 1 < م نامعادله" زیر را آزمایش کنید 
lg 1g] > 0۰22| . )۴ ۰۲ .۴۲(‏ 


اگر این نامعادله برقرار است» آن گاه آن را به عنوان نشانه ای که تعامد بین Be e‏ به اندازه" کافی 
برای شروع دوباره از بین رفته در نظر می گیریم . بر این اساس » 7دوباره با 1 — ۾ t=‏ جایگزین می شود 
تا شروع دوباره را نشان دهد . 


۴ برای 1 + ۶ ۾ نیز جهت Se‏ آزمایش می شود تا یک گرادیان به اندازه" کافی بزرگ تضمین 


IAF‏ سبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی امقید) 


شود. این آزمایش توسط نامعادله" 
(۲۰۴۳. ۴) < "||«ع|0.8- < -12]g.l* < stg‏ 


انجام می شود. اگر این نامعادلات برآورده نشود الگوریتم با قرار دادن 1 - k‏ = # دوباره شروع 
می شود. 

۵. در نهایت. اگر n‏ < 4 - 8 باشد نیز مانند حالت روش فلتچر -ریوز» الگوریتم با قرار دادن 
 - 1‏ = #دوباره شروع می شود. 

۶ اگر lig‏ یا |( - foo)‏ به اندازه" کافی کوچک باشند فرایند پایان می یابد . اگر 
آنها کوچک نباشند. به یک نمو افزوده شده و فرایند با رفتن به گام ۲ نکرار می شود . 

پاول[15] اثر بخشی فرایند شروع دوباره را با استفاده از الگوریتم اساسی بیل به تفصیل روی مساثل 

متنوعی بررسی کرده است . این بررسیها به روشنی فوق العاده بودن روش جدید بر الگوریتم فلتچر - ریوز 
و پولک- رییری [16] را بازگو می کند. تنها نقص این الگوریتم جدید این است که حافظه مورد نیاز 
کمی افزایش می یابد زیرا بردارهای ,8 و Be)‏ - ,)بعد از شروع دوباره بايد ذخیره شوند . بهبود سازی 
بسیار بهتر اخیر برای الگوریتمهای نوع گرادیان مزدوج مرتبه اول[18 ,17] عبارت از وارد کردن طرحهای 


پیش شرط برای بهبود بخشیدن به نرخ همگرایی است . 


۳ ۲۰ ۴۰ روشهای مرتبه دوم 

قدیمی ترین روش مرتبه" دوم برای مینیمم سازی یک تابع چند متغیره" غیر خطی در R^‏ روش نیوتن 
است . انگیزه" روش نیوتن مانند انگییزه روش تندترین کاهش است . در رسیدن به جهت تندترین 
کاهش »۰5 مشتقات سویی معادله YY)‏ ۲۰ ۰ ۴) را نسبت به این شرط که نرم اقلیدسی 8 واحد باشد مینیمم 
کردیم»› معادله (۴۰۲۰۲۸). با این وجود؛ نرم اقیلدسی انحنای سطح را در نظر نمی گیرد. بنابراین» 
انگیزه ای برای تعریف یک نرم دیگر یا سنجشی از سطح به وجود می آید . بر این اساس» مسأله به شکل 


یافتن جهت S‏ که 


(۴۴ . ۲ . ۴) رو y‏ و0۳ 


t=1 


1) Polak - Ribiere 


بخش ۲ : مینیمم سازی توابع چند متفیره ۰ ۱۸۷ 


را مشروط به 


s" Qs =1. (۴.۲.۴0۵) 


مینیمم کند خواهد بود. حل اين مسأله توسط جهت نیوتن (به تمرین P‏ مراجعه کنید) بدست می آید که یک 


عدد ضرب شونده است ‏ پعنی : 


8 - -Q'Vf, )۴ . ۲ .۴۶( 


در حالی که هسیان تابع هدف است . شکل کلی معادله به هنگام روش نیوتن برای مینیمم سازی یک 


eb‏ در R”‏ عبارت است از 
Xe+1 = Xe — CGI QE VF (Xe), ` ۴۰۲ ۰۳۴۷(‏ 


در حالی که agua‏ با مینیمم سازی ‏ در امتداد جهت نیوتن بدست می آید. برای 1 = Q‏ معادله' 
(۰۴۷ ۲ . ۴) به جواب تندترین کاهش می انجامد زیرا نرم معادله FO)‏ ۰ ۴۰۲) نرم اقلیدسی می شود. 
برای تابع درجه دوم می توان نشان داد که معادله به هنگام با1 = »در یک گام بدون اعتنا به نقطه شروع Xo‏ 
به جواب بهین 

x" = xo — [Q(xo)] ۰۷ /(x0)] (Y. YA) 

می رسد . 

روش نیوتن را نیز می توان نشان داد که نرخ همگرایی درجه دوم دارد (مثال AV Y‏ را بہینید) c‏ اما عیب 

اساسی روش نیاز داشتن به ارزیابی هسیان و آن گاه حل دستگاه معادلات 


Qs = -Vf (۴.۲.۴4) 


برای بدست آوردن بردار جهت 9 است . در هر چرخه (اگر @ غپر لاغر باشد) ۰ روش نیوتن شامل 
محاسبه 1(/2 + n(n‏ درایه از ماتریس متقارن ۰0 و n‏ عمل برای بدست آوردن 5 از جواب معادلات 
FA)‏ ۲ .۴) است . این جنبه از روش نیوتن است که به تدوین روشهایی انجامیده که شبه نیوتن يا متغیر 
متریک نامیده می شوند و از اطلاعات گرادیان برای تقریب ماتریس هسیان یا وارون آن استفاده می کنند . 


1AA‏ سبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 


الگوریتمهای شبه نیوتن با متفیر متریک . بسط سری تیلور گرادیان f‏ حول Keg‏ را در نظر بگیرید . 
V f(xii) = Vf(xi) + Quai — xi), )۴۰۲ ۰۵۰(‏ 


در حالی که Q‏ هسیان واقعی تابع f‏ است فرض می کنیم ((۸)۸ = مھ تقریب هسیان در 


)امین چرخه باشد معادله (۵۰ . ۰۲ ۴) را می شود به شکل مختصر زیر نوشت : 


Ye = ۸, (۴.۲.0۵1) 
که در آن‎ 
۷ = Vf (Xk) — Vf(xi), J Pr = Xe41 — Xe , )۴ ۰۲ .۵۲( 


به همین ترتیب» جواب معادله (۲۰۵۱ ۴۰) برای Pe‏ را می توان به شکل زیر نوشت : 
Pr, )۴ ۰۲ ۰۵۳(‏ = ,بر 


که Bay‏ یک تقریب برای وارون هسیان @ است . اگر ہ8 قرار است در نهایت به عنوان QI‏ باشد 
آن گاه 1 = A,‏ رم 8. معادله (۴۰۲۰۵۳) به عنوان رابطه" شبه نیوتن یا سکانت" معروف است . اساس 
همه" روشهای متغیر متریک پا شبه نیوتن عبارت از این است که. رابطه ای که ماتریس A,‏ يا وارونش B,‏ 
را بهنگام می کند LU‏ معادله"(۴۰۲۰۵۳) را برآورده کرده و افزون بر آن» خواص تقارن و معین مثبت بودن 
را حفظ کنند . به سخن دیگر اگر Ay‏ با ,8 معین مثبت باشند آن گاه رب یا رې8 باید این چنین باشند . 


یک الگوریتم متغیر متریک نمونه با یک وارون هسیان بهنگام را می شود به شکل زیر بیان کرد 


Xp — Oey 18¢, )۴ ۰۲ .۵۴(‏ = رب 
در حالی که 
—BiV f(x), Worse)‏ = ,8 


1) Secant 


بخش ۲۲ : مینیمم‌سازی توابع چند متفیره ۰ ۰ ۱۸٩۹‏ 
که در آن Bp‏ یک pilo‏ مین Os‏ قارف AE adl‏ ۱ 
بهنگام های رتبه یک . در گروه بهنگام های رتبه" یک ما بهنگام معروف برویدن" متقارن[19] را 
برای Bias‏ داریم که عبارت است از : 


(ps — Biys)(ps — Bey») 
{Pe ~ eyt Pe PRYR)S— ۴ ۲۷ عم‎ 
(p. ~ Buys)" Ye ( ) 


Bia = Bi +‏ 
برای شروع الگوریتم» یک ماتریس متقارن معین مثبت اولیه Bo‏ فرض می شود و نقطه بعدی 1× از 
معادله OF)‏ ۰۲ ۴) محاسبه می گردد . آن گاه برای محاسبه" ماتریس هسیان وارون تقریبی بهنگام از معادله 
OF)‏ ۲۰ . ۴) استفاده می شود . به راحتی می توان نشان داد که ستونهای ماتریس دوم در طرف راست 
معادله" (۵۶ . (F. Y‏ حاصلضرب یکدیگرند . به سخن دیگر ‏ ماتریس بهنگام یک ستون مستقل تنها 
دارد؛ و بنابراین از رتبه یک است . افزون بر این» اگر B,‏ متقارن باشد آن گاه Bepi‏ نیز متقارن خواهد 
بود. با این همه» معین مثبت باقی ماندن ر ب8 |گر By‏ هم معین مثبت باشد تضمین نمی شود . این حقیقت 
می تواند به شکست الگوریتم به ویژه هنگامی که برای توابع غير درجه دوم کلی به کار می رود بینجامد . 
برویدن[19] برای انتخاب طول گام ربیره در معادله" (۰۵۴ ۲ . ۴) سه پيشنهاد داد (i)‏ یک جست و جوی 
خط دقیق» (1)11 = agua‏ برای تمامی گامها یا Gi)‏ انتخاب eg‏ به شکلی که | ۲۷||مینیمم شود یا 

. یابد‎ nals 
بدون توجه به نوع جست و جوی خط به کار گرفته شده» بهنگام برویدن یک خاصیت پایانی درجه" دوم‎ 
را تضمین می‌کند . اما به سب فقدان توانمندی مینیمم سازی توابع غير درجه دوم کلی» بهنگام های‎ 
رتبه" یک با بهنگام های رتبه" دو جایگزین می شوند که هم تقارن و هم معین عثبت بودن ماتریس های بهنگام‎ 





. تصمین می کنند‎ àil; 
به شکل‎ AS دو . بهنگام های رتبه دو برای تقریب وارون هسیان را می شود به طور‎ er بهنگام های‎ 
: زیر نوشت‎ 
3۳ B. j 23:4 
Bia: = |B, _ E ۷۷ + : (*.Y.0V) 
+1 | k YT Buy: kVkVk | Pk Pry: 
در حالی که‎ 


1) Broyden 


۱۹۰ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
vy = (YI Buy)! b = re] l (Y. Y. 0A)‏ 
Pyk Ye Bays‏ 

و 6 و عم پارامترهای اسکالری هستند که به تناسب انتخاب می شوند. بهنگام sla‏ ارائه شده در 
معادله های Y OV)‏ . ۴) و (۰۲۰۵۸ ۴) یک زیر مجموعه از بهنگام های خانواده' هانگ" ]20[ است که 
Beye = Pr‏ رابرای هر انتخاب 0 و م تضمین می کند. اگر برای تمامی ها 6,70 و 1 = py‏ قرار 
دهیم رابطه بهنگام دیویدان - فلتچر- J shy‏ (21,22[)1۳۴۳] زیر را بدست می آوریم : 

T T 

Bua = B; - sree m ; (۴.۲.۵4) 

رابطه' بهنگام دی اف پی (DEP)‏ معین مثبت بودن و تقارن ماتریس By‏ را تضمین می کند» و چند 
خاصیت جالب دیگر نیز دارد. هنگامی که آن رابطه برای مینیمم سازی توابع درجه دوم استفاده 
می شود» Quir‏ مزدوج به وجود می آورند و» بنابراین در چرخه B, el‏ وارون دقیق هسیان Q‏ 
می شود. پس» هم ویژگی الگوریتم گرادیان مزدوج و هم ویژگی الگوریتم نوع نیوتن b‏ داراست. 
الگوریتم دی اف (DEP), gg‏ را می توان بدون یک جست وجوی خط دقیق در بدست آوردن Akp‏ در 
معادله" (۵۴ . Y‏ . ۴) استفاده کرد . ولی» طول گام Ub‏ کاهشی در مقدار تابع را تضمین کند و باید چنان 
باشد که 0 > 0 تا این که معین مثبت بودن By‏ از بین نرود. با این همه» با کاهش دقت جست وجوی 
حط عملکرد الگوریتم نیز تباه می شود[20] . در بیشتر حالتها رابطه دی اف پی (DEP)‏ کاملاً موفقیت آمیز 
کار می کند . در حالتهای خاصی به سبب منفرد شدن م13 الگوریتم کارایی خود را از دست می دهد . این 
اشکال باعث شده که یک رابطه" بهنگام دیگر به طور همزمان توسط برایدن[19]» فلتچر 
[۰]23 گلدفارب ]24[ ۰ و شنو .]25[ تعریف و تدوین شود که به رابطه بی اف جی (BFGS), Pl‏ معروف 


است . این رابطه با قرار دادن 1 = pk = 1 yO,‏ در معادله" Y . OV)‏ .) بدست می alf‏ که عبارت است از : 


TB T T T 
Bey, = By + 1 + Yi EYE "d Pipi _ Peyi Be _ ۶ c Wu P) 


pry. | pry, prye ply, 


معادله (۰۶۰ ۰۲ ۴) رانیز می توان به JRE‏ مختصرتری نوشت : 


T T T 
PYŁ | Pê PrP; 

Ben = I- -1].ظ | مج‎ G* | + سید‎ . (0. Y. PY) 
n | EE piye] Pix 


1) Huang 2) Goldfarb 3) Shanno 


با استفاده از By},‏ = ,بیش و 31 Ar‏ می توان رابطه' بالا را تبدیل کرد و به یک بهنگام برای 
تقریب هسیاأن رسید. این رابطه بهنگام به شکل زیر بدست می آید : 


k k k 1 x ( ) 


Arı = Ak —‏ 
که با جایگزینی ,8 با :۸ و تعویض Pr‏ با yx‏ شبیه رابطه" دی اف (DEP) g‏ (۲۰۵۹ . ۴) است . بر 
Ke‏ اگر هسیان وارون By‏ با رابطه" دی اف (DEP), g‏ بهنگام شود. آن گاه هسیان Ay‏ بر اساس یک 
رابطه شبیه به رابطه دی اف (DEP), gz‏ بهنگام می شود. به همین خاطر است که اغلب رابطه" 
بی اف جی (BFGS) yal‏ را مکمل رابطه" دی اف (DEP), g‏ می نامند. تجربه‌های عددی توسط الگوریتم 
بی اف جی اس[ ۲۶] نشان می دهد که نسبت به تمامی الگوریتمهای متغیر متر یک شناخته شده فوق العاده 


است . در این جا کاربرد آن را با مینیمم سازی تابع انرژی پانسیل مسأله تیر یکسر گیردار تشریح خواهیم کرد . 


۴۰۲۰۴ Us 

21 + ;12747 - 422 +1221 = )21,22( رابا استفاده از الگوریتم بهنگام بی اف جی اس BFGS),‏ ( 
با جست وجوهای خط دقیق و با حدس اولیه" (2-,1-) = XP‏ مینیمم کنید. 

الگوریتم رابا یک جست وجوی خط در امتداد جهت تندترین کاهش شروع می کنیم . این کار با فرض 
By = 1‏ همراه است که متقارن و معین مثبت نیز هست . نقطه بدست آمده قبلاً در مثال Y)‏ ۰۲ ۴) محاسبه 


شده و عبارت است از 
f -1.0961 _ f -2.6154‏ _ 
sg] ? V= {LY}‏ 
از (F .Y OY) ‘salu‏ داریم : 
f -1.09861 } f-1 —0.0961‏ _ 
Po = _1 8077 -2 0.1923 ۰‏ 
f ~2.6154) _ _ f —4.6154‏ _ 
Yo = 3 1.3077 -4 7 1 2.6923 f °‏ 


با جایگزینی جملات 


14۲ میانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 


pÎyo = (—0.0961)(—4.6154) + (0.1923)(2.6923) = 0.96127, 


r [-0.09061| [-4.6154 2.6923] _ [ 0.44354 -0.25873 
Poyo — | 9.1923 = |-0.88754 0.51773 | ' 


در معادله (۱ ۲۰۶ ۰ ۴) داریم 


9 - )] 0 0.44354  —0.25873 1 0 
1۰۱۱0۵ 117 096127 | -0.88754 0.51773 0 1 
x (l; 1 1 b ال‎ 1 e pos 


0 1| 0.96127 | —0.25873 0.51773 0.96127 | -0.01848 0.03698 


_ [0.37213 0.60225 
= | 0.60225 1.10385] ` 


بعد از col‏ از dsl‏ (۲۰۵۵ . ۴)جهت حرکت جدید را محامبه می کنیم 
s = [037213 0.60225] f —2.6154] _ f 1.7608‏ 
f ~ | 3.0186 f °‏ 1.3077— | |1.10385 0,60225 1 7 1 
و داریم 
x, = J -1-0961 | | [1.7608‏ 
f `‏ 30186 2۱ ` | 1.8077~ | = 2 
با صفر قرار دادن مشتق f(x2)‏ نسبت به وه مقدار آن را می «et‏ 0.4332055 = وه و 


a= (3382). » reo (1). 


این همگرا شدن به جواب دقیق را می رساند . اگر ,8 یک بار دیگر بهنگام شود خواهیم داشت : 


[01667 5 
Bat | 0.25 d | 
هان‎ SEO ys 
_[]24 -2 
a= E 8 | i 


است . OUS‏ دادن صحت این مطلب را به عهده" خوانندگان می گذاریم . همجنین می توان نشان داد که 


بخش ۴.۲ :مینیمم‌سازی توابع چند متفیره ۰ ۸٩۳‏ 
همچنان که انتظار می رود جهتهای 8580 Q‏ مزدوج اند . ۰۰۰ 

Q‏ مزدوج بودن جهتهای حرکت تنها در توابع درجه" دوم معنی پیدا می کند» و برای چنین مسائلی در 
حالت الگوریتمهای متغیر متریک مربوط به خانواده" هانک در صورتی این Q‏ مزدوج تضمین می شود که 
جست و جوهای خط دقیق باشند . در حقیقت  Q‏ مزدوج بودن جهتها برای اطمینان از حاصیت پایانی 
درجه دوم لازم نیست[۰]26 این موضوع سیب شد که روشهایی بر اساس روابط دی اف پی (DFP)‏ و 
بی اف جی اس (BFGS)‏ تدوین شوند که محاسبات بر هزینه جست و جوهای خط دقیق را نداشته باشند . 
جست و جوهای خط باید چنان باشند که ضمن کاهش مقدار تابع» معین مثبت بودن ماتریسهای A,‏ يا B,‏ 
را تضمین کنند . معین هثبت بودن در صورتی تضمین می شود که 0 > ۳27 باشد. برای اطمینان از یک 
شعاع وسیع از همگرایی برای روش شبه نیوتن» برآورده شدن دو معیار زیر نیز لازم است . ابتدا در گام 
برداشته شده باید یک کاهش به اندازه کافی بزرگ در تابع ‏ حاصل شود و دوم نرخ کاهش f‏ در جهت Bk‏ 
در ,بیع باید کمتر از نرخ کاهش f‏ در × باشد[26] . درباره این ویژگی باید گفت» بیشتر الگوریتمهای با 


جست و جوهای خط غیر دقیق برآورده شدن دو شرط زیر را ضروری می شمارند. 


f(Xei) > f(x) + 107*as? V f(x,), (t. Y. PY) 
3 

s? V (ببی)/‎ 
VIX | 4۴ .۲.۰۶۳۴( 








همگرایی الگوریتم بی اف جی BEGS) yl‏ با این شرایط توسط پاول مطالعه شده است[27] . مطالعه 
همگرایی مشابهی برای روش گرادیان مزدوج دوباره شروع شده" بیل با همان دو شرط توسط شنو انجام 


شده است ]28[. 


Y. r.f‏ کاربردهایی در تحلیل 
تعدادی از الگوریتمهای مینیمم سازی نامقید توابع در "٩را‏ می توان برای حل دستگاه معادلات خطی 
یا غر خطی به کاربرد. در بعضی از حالتها؛ مانند مسائل تحلیل سازه‌ای غير خطی ؛ شرط لازم ایستا 


بودن انرژی پتانسیل این است که گرادیان آن صفر شود. صفر شدن گرادیان را می توان تعبیر به حل یک 


۴ . مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۴ : dings‏ سازی نامقید) 


دستگاه معادلات از نوع 
V f(x) = g(x) = 0, (v. Y. #0)‏ 
کرد که هسیان ۶ و جاکوبین" 8 مانند هم هستند . در حالتهایی که مسائل مستقیماً شکل 
g(x) — 0, (۴.۲.۶۶)‏ 


را دارند » دنیس و اشنابل؟ [6] و دیگران معادله (۲۰۶۵ . ۴) را با مینیمم سازی تابع کمتریین مربعات 
pm‏ 


lm (*.Y. 0v) 
[758 g£. 


حل می کنند . در این حالت» گرچه هسیان ۶ و جاکوبین B‏ یکسان نیست ولی یک تقریب معین مثبت 
برای هسیان f‏ که برای بیشتر طرح های مینیمم سازی مناسب باشد را می توان به آسانی از جاکوبیسن B‏ به 
وجود آورد[6] . آن گاه مینیمم سازی f‏ بسته به این که مینیمم سازی به یک مینیمم محلی همگرا بشود یا 
نشود نه تنها بدست آمدن موقعیت تعادل پایدار بلکه موقعیت ناپایدار را نیز در بر خواهد داشت . در حالت 
همگرا شدن به یک مینیمم محلی؛ شروع دوباره مشخص[6]» یا فتون کاهش و نقب زنی[29,30] را 
می توان برای تحمیل همگرایی به مینیمم فراگیر ۶ که در آن 0 = fig]‏ است به کاربرد. . 


۳ روشهای شبه نیوئن تخصصی 


۱ ۴۰۳۰ بهره برداری از لاغری ماتریسها 

بهنگام های رتبه یک و دو که در بخش قبلی بحث کردیم» به بهنگام های متقارن می انجامند که لزوماً 
لاغر نیستند . به سخن دیگر» بهنگام های هسیان یا وارون هسیان به ماتریسهای متقارنی می انجامند که به 
شکل فشرده ای پُرند . در بیشتر مسائل تحلیل سازه ای که از روش اجزای محدود استفاده می شود این که 


1) Jacobian 2) Denis and Schnabel 


بخش ۴.۳ :روش‌های شبه نیوتن تخصصی ۰ ۰ ۱۹۵ 
بسیاری از مسائل بهینه سازی سازه‌ها نیز صادق باشد . برای چنین مجموعه‌های لاغر در حل مدلهای 
اجزای محدود از عامل گیری LDL‏ سه گانه استفاده می شود . بنابراین بهنگام سازی هسیان یا وارون 
هسیان که بیشتر بحث شدند برای حل مسائل تحلیل سازه‌ای مقیاس بزرگ که هسیانهای لاغر دارند مناسب 

در کاربرد روش بی اف جی (BFGS), pl‏ در حل مسائل غیرخطی مقیاس بزرگ تحلیل سازه ای متهیز 
و استرنج" یک راه جایگزین برای پیاده سازی روش پيشنهاد کردند که برای مسائل BY‏ بزرگ مناسب 


ات در این راهکار بردارهای 


Pk = Xk41 — Xk, (F.Y. A) 
3 
۷ = V f(Xrk41) - VE (xe), )۴ ۰۳ . ۲( 


ذخیره شده و دوباره برای محاسبه" جهتهای جست و جوی جدید معرفی می شوند . بعد از پنج تاده چرخه 
وبا استفاده از بهنگام های بی اف جی اس(13۳05) ماتریس سختی دوباره محاصبه می شود و اطلاعات 
بهنگام پاك می شود . 

بهنگام‌های لاغر برای مسائل مقیاس بزرگ شاید بتوان گفت اولین بار توسط اشوبرت ]32[ پیشنهاد 
شده است که یک بهبود برای روش برایدن[33] ارائه داد که براساس آن سطر ذام از هسیان پم ۸۵ با استفاده 


از 


A, = AG 4 Welter) - (L7 a4) Ce) )۴۰.۳۰۳( 
0۳ Pk 


بهنگام می Di co‏ از ۸ با صفر قرار دادن مؤلفه های مربوط به صفرهای معلوم AD‏ بدست می آید . با 
این همه روش یاد شده این عیب را دارد که نمی تواند تقارن ماتریس حاصل را حفظ کند» حتی اگر با یک 
ماتریس متقارن معین مثبت شروع کرده باشد . این عیب نه تنها باعث افزایش اندکی در ميزان حافظه مورد 


نیاز می شود بلکه نیاز به داشتن یک وسیله برای حل معادله‌های خحطی لاغر را ضروری می سازد. اخیراً 


1) Matthies and Strang 2) Schubert 


۱۶ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
توینت" [34]و شنو[35] الگوریتمی پيشنهاد داده اند که رابطه" بهنگامی را برای ماتریسهای متقارن می‌یابد 
که شرایط لاغری مشخصی دارند . بهنگام با محاسبه" کوچکترین تصحیح نسبت به قیدهای خطی بدست 
می آید که شامل شرایط لاغری است . این کار شامل یک دستگاه معادلات با یک الگوی لاغری مانند 
هسیان است . 

کورتیس. پاول و رید" [36] و پاول و توینت[37] یک راهبرد تفاضل محدود برای ارزیابی مستقیم 
هسیان‌های لاغر توابع پيشنهاد داده اند . افزون بر استفاده از عملیات تفاضل محدود. آنها از مفاهیم 
نظریه" گرافها که تعداد ارزیابی گرادیانها برای محاسبه" چند درایه" غیر صفر هسیان لاغر را مینیمم می XS‏ 
استفاده کردند . با استفاده از این راهبردها. می توانیم از لاغری نه تنها در محاسبه" جهت نیوتن بلکه در 
تشکیل هسیان نیز استفاده کنیم[38,39] . 

راهیرد کورتیس- پاول- رید(۳1)) از لاغری استفاده می کند ولی از تقارن هسیان بهره‌ای 
نمی جوید . این راهبرد ستونهای هسیان را به گروههایی تقسیم می کند که در هر گروه عدد سطر درایه‌های 
مجهول بردارهای ستونی جملگی متفاوتند . بعد از تشکیل اولین گروه» گروههای دیگر به ترتیب با اعمال 
راهبرد مشابهی به ستونهایی که در گروههای قبلی نبودند تشکیل می شوند . تعداد چنین گروههایی برای 
ماتریسهای لاغر یا کراندار در مقایسه با 7 Y yana‏ بسیار کم است . برای ارزیابی هسیان f‏ در Xo‏ » گرادیان f‏ 
در مارا ارزیابی می کنیم . بعد از این ارزیابی اولیه گرادیان فقط به تعداد گروهها به ارزیابی گرادیان نیاز 


خواهد بود تا تمامی درایه های غیر صفر هسیان با استفاده از تقریب تفاضل پیشرو ارزیابی گردد . بتابراین : 


Eo + hes) — Bi(%o) )۴ ۰۳ , ۴(‏ - 29 = رم 
Oz; h; ,‏ 


که در آن زه بردار مختصات زام و Ay‏ یک اندازه گام مناسب است . هر اندازه گامی را می شود چنان تنظیم 
کرد که بزرگترین نسبت خحطای گرد کردن به خطای قطع کردن برای هر ستون از هسیان داخل یک 
محدوده" مشخص بیفتد . در هر حال» چنین تنظیمی از اندازه" گام به تعداد زیادی ارزیابی گرادیان نیاز 
دارد . cul ple‏ برای اقتصادی کردن تعداد ارزیابی Se‏ گرادیان» اندازه" گامها را اجازه نمی دهند که از 
YN‏ 


[max(e|x;], Ru; ), huj] , (*.Y.0) 


1) Toint 2) Curtis, Powell and Reid 


بخش ۴۳ :روش های شبه نیوتن تخصصی ۰ ۰ ۱۹۷ 
خارج شوند. در حالی که ء بزرگترین گرد کردن نسبی در یک عمل منفرد» 7 دفت ماشین نسبی» و huj‏ 
کران بالایی hy‏ می باشد[36] . 

پاول و تونیت[37] راهبرد سی پی (CPR) f‏ را برای استفاده از تقارن هسیان گسترش دادند . Leif‏ 
دو روش پيشنهاد کردند» که یکی از آنها روش جایگذاری نامیده می شود. در این روش ابتدا 
راهبرد سی (CPR) I‏ به مثلث Lol‏ هسیان متقارن۸ اعمال می شود. از آن جا که تمامی 
درایه های ASA‏ با این روش محاسبه می شوند» صحیح نخواهد بود؛ el»‏ های ناصحیح با طرح 
جایگذاری پسین تصحیح می شوند. جزئیات این طرح جایگذاری پسین را می توان در مرجع[37] 
TOO"‏ 

به نظر می رسد راهبرد پاول - توینت() برای حدس مستقیم هسیان های لاغر جایگزین بسیار بهتری 
برای الگوریتم بهنگام لاغر توینت است[38]. یکی از معایب اصلی الگوریتم بهنگام توینت این است که 
حتی اگر تقریب هسیان اولیه معین مثبت باشد. معین مثبت باقی ماندن تقریب هسیان بهنگام شده تضمین 


نمی شود. 


۲ ۳۰۳ متناسب کردن هسیانها برای روشهای شبه نیوتن 

در مینیمم سازی تابع ربا استفاده از روش نیوتن گسسته یا الگوریتم بهنگام توینت باید مطمئن شویم که 
تقریب هسیان معین مثبت است . اگر چنین نباشد آن گاه برای این که جهت نیوتن جهت کاهش باشد 
تضمینی وجود ندارد. برای اجار یک هسیان نامعین به شکل معین مثبت راهبردهای متعددی وجو د دارد . 
برجسته ترین این راهبردها؛ راهبردی است که توسط گیل و ماری" پيشنهاد شده [40]. موثرترین 
ویژگی این راهبرد این است که این اجبار هسیان هنگام تجزیه؛ LDLT‏ برای محاسبه" جهت نیوتن انجام 
می شود. درایه‌های قطری ماتریس D‏ را مجبور می کنند که به اندازه کافی مثہت باشند تا مشکلات 
عددی پیش نیاید. در حالی که درایه‌های غیر قطری 7 1.0 با یک کمیت» که برای تضمین معین مثبت 
بودن ماتریس حاصل در نظر گرفته شده» محدود می شوند . چون این بهبود ماتریس هنگام تجزیه" 
LDLT‏ انجام می شود راهبرد محاسبه" جهت کاهش نیوتن مستلزم مقدار زیادی محاسبه اضافی نخواهد 


بود . 


1) Gill and Murray 


14A‏ مبانی dingy‏ سازی سازه ها (فصل dings : Y‏ سازی نامقید) 
۴۰۳۰۳ همگرایی فراکیر ساختن روشهای شبه نیوتن 

به خوبی روشن است که با وجود یک تقریب هسیان معین مثبت» روش نیوتن برای بعضی از نقاط 
شروع می تواند واگرا باشد . جایگذاری پسینی استاندارد در امتداد جهت نیوتن با انتخاب طول گامهای 
کوتاهتر می تواند به یک مینیمم همگرا شود. اما» جایگذاری پسینی در امتداد جهت نیوتن استفاده از مدل 
m 99‏ دوم 7 بعدی تابع f‏ رامانع می شود. pois‏ و اشنابل [7] راهبردی پيشنهاد کرده اند که راهبرد 
پاسگی دو برابر نامیده می شود و برای انتخاب یک جهت جدید از مدل درجه دوم 11 بعدی استفاده می کند 
که از یک ترکیب خطی تندترین کاهش و جهت نیوتن بدست آمده است . این جهت جدید تابعی از شعاع 
ناحیه" مورد اعتماد است که در آن مدل درجه" دوم A‏ بعدی تابع» تابع اصلی را به خوبی تقریب می زند . 
رابرد پاسگی دو برابر نه تتها روش نیوتن را همگرای فراگیر (یعنی بدون ارتباط با نقطه" شروع به مینیمم 
تابع همگرا شدن) می سازد» بلکه آن را به میزان چشمگیری برای مسائل معینی که به شکل ضعیفی 
مقیاس بندی شده اند کارا می سازد. به خوانندگان توصیه می شود برای اطلاع از جزئیات بیشتر درباره" 
راهبرد پاسگی دو برابر به Ver‏ مراجعه نمایند. تلاشهای جدیدی برای توسعه" دامنه" همگرایی روش 
شبه نیوتن یا همگرای فراگیر ساختن آن برای گروه بزرگتری از مسائل انجام گرفته که در مراجع ]41,42[ 
مورد مطالعه قرار گرفته اند . 


۴ الگوربتمهای جست وجوی احتمالانی 

عیب مشترك بیشتر الگوریتمهایی که تاکنون مورد بحث قرار گرفتند عدم توانایی آنها در تمیز دادن 
مینیمم فراگیر از محلی است . بیشتر مسائل طراحی سازه‌ها بیش از یک مینیمم محلی دارند؛ و بسته په 
نقطه شروع این الگرریتمها به یکی از این مینیمم‌های محلی همگرا می شوند . ساده ترین راه برای بدست 
آوردن یک جواب محلی بهتر این است که بهینه سازی از نقاط اولیه ای که به شکل اتفاقی انتخاب شده اند 
دوباره انجام شود تا امکان جوابهای دیگر بررسی شود . با این وجود» برای مسائلی که تعداد زیادی متغیر 
دارند امکان دست نیافتن به مینیمم فراگیر زیاد است مگر آن که تعداد دفعات زیادی بهینه سازی انجام شود 
که عملی نیست . موضوع بهینه سازی فراگیر زمینه ای است که پژوهش در آن فعال است و الگوریتمهای 
جدیدی پیشنهاد می شوند و الگرریتمهای قدیمی بهبود می یابند[43-45] . 





1) Dennis and Schnabel 


بخش ۴.۴ : الگورینمهای جست وجوی احتمالاتی — f44‏ 

اگر لازم باشد متغیرهای طراحی مقادیر گسسته داشته باشند» مسأله مینیمم محلی و چگونگی یافتن 
آن دشوارتر می شود . قبل از هر چیز برای چنین مسائلی فضای طراحی ناپیوسته و نامتصل است؛ بنابراین 
اطلاعات مشتق یا بی فایده است و یا تعریف نشده. در درجه دوم» استفاده از متغیرهای گسسته برای 
متغیرهای طراحی سبب به وجود آمدن مینیمم‌های چندگانه می شود که مربوط به ترکیبهای مختلف 
متغیرهاست هر چند که مقدار تابم هدف برای مسأله با متغیرهای پیوسته فقط یک مینیمم داشته باشد . یک 
راه منطقی برای حل مسائل بهینه سازی گسسته با مینیمم های چندگانه پا استفاده از فنون جست وجوی 
اتفاقی است که از فضای طراحی برای یافتن مینیمم فراگیر نمونه می گیرد و با به کارگیری الگوریتم های 
نوع شمارشی است . در هر دو حالت. بازدهی فرایند حل با افزایش تعداد متغیرها به شدت کاهش می یابد . 

اخیراً دو الگوریتم سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده و الگوریتم‌های ژننیکی (به ترتیب به مرجع 
لرهون[46] و گلد برگ[47] مراجعه کنید) ارائه شده اند که به عنوان ابزارهای بسیار مطلوب برای مسائل 
بهینه سازی که دنبال مینیمم فراگیر هستند مطرحند . افزون بر توانایی یافتن جوابهای نزدیک به فراگیر » این 
دو الگوریتم ابزارهای توانمندی برای مسائل با متغیرهای طراحی گسسته اند. هر دو الگوریتم بر مبنای 
مشاهدات بدیده هایی طبیعی اند و در پیاده سازی آنها از فرایند انتخاب اتفاقی استفاده می شود که با 
تصمیم سازی های احتمالی هدایت می شود . در بخشهای بعدی توضیحات مختصری درباره دو الگوریتم 
ارائه می شود . کاربرد الگوریتمها در طراحی سازه‌ها برای مواد مرکب لایه ای در فصل ۱۱ تشریح خواهد 


شمل . 


۱ ۰ ۴۰۳ سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده 

انگیزه" تدوین الگوریتم سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده مطالعاتی در زمینه" مکانیک آماری که 
درباره" تعادل تعداد زیادی از اتمها در جامدات یا مایعات در یک دمای داده شده بحث می کند بوده است . 
به عنوان مثال هنگام انجماد فلزات یا شکل گیری ساختمان بلوری به چند حالت جامد با ساختمان اتمی 
داخلی یا بلوری متفاوت که به سطوح انرژی مختلف مربوط می شوند می توان رسید که به نرخ سرد کردن 
بستگی دارد . اگر مجموعه به سرعت سرد شود. حالت جامد حاصل به احتمال زیاد حاشیه" کوچکی از 
پایداری خواهد داشت زیرا اتمها برای رسیدن به یک حالت انرژی که تنها محلی مینیمم است در ساختمان 


شبکه موقعیتهای نسبی خواهند داشت . برای رسیدن به پاپداری بیشتر» حالت انرژی مینیمم فراگیر» 


ye.‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
فرآیند سرد شدن تدریجی انجام می شود که در آن فلز تا یک دمای بالا مجدداً حرارت داده شده و به آرامی 
سرد می شود تا به اتمها فرصت کافی برای یافتن موقعیتهایی که انرژی پتانسیل حالت یکنواخت را مینیمم 
کند داده شود . در فرایند سرد شدن تدریجی طبیعی مشاهده می شود که در فاصله زمانی که فلز در یک 
دمای خاص نگه داشته می شود داشتن سیستمی که به طور موقت قبل از رسیدن به حالت یکنواخت به یک 
حالت انرژی بالاتر جهش داشته باشد امکان پذیر است . همان طور که در بندهای بعدی شرح داده خواهد 
شد» این ویژگی فرایند سرد شدن تدریجی است که رسیدن به حالتهای انرژی مینیمم فراگیر نزدیک را 
امکان بذیر می سازد . 

یک الگوریتم محاسباتی که فرایند سردشدن تدریجی را شبیه سازی می کند توسط متروپلیس" و 
دیگران[48] پيشنهاد شده است که الگوریتم مترو پلیس نامیده می شود . در یک دمای KT‏ الگوریتم محل 
یک اتم را به شکل اتفاقی دچار اختلال کرده و میزان تغییر حاصل در انرژی سیستم LAE‏ رامحاسبه 
می کند اگر حالت انرژی جدید از حالت اولیه پایین تر باشد» آن گاه ساختار جدید اتمها پذیرفته می شود. 
از طرف دیگر اگر 0 < ۵ باشد» حالت اختلالی سبب افزایش انرژی شده» حالت جدید بر اساس یک 
تصمیم احتمالی اتفاقی ممکن است پذیرفته یا رد شود . احتمال پذیرفته شدن. UP(AE)‏ یک حالت 


انرژی بالاتر به شکل زیر محاسبه می شود 
P(AE) = e( 7F) , (۴.۴.1)‏ 


که در آن Ko‏ ثابت بولتزمن " است . اگر درجه حرارت سیستم بالا LEG‏ آن گاه احتمال پذیرش یک حالت 
انرژی بالاتر نزدیک به یک است . از طرف Sas‏ اگر » درجه حرارت نزدیک به صفر باشد» آن گاه احتمال 
پذیرش بسیار کوچک است . 

تصمیم قبول یا رد با انتخاب اتفاقی عددی دربازه" )0,1( و مقایسه آن P(AE) L‏ صورت می پذیرد. 
اگر عدد از P(AE)‏ کمتر باشد » آن گاه حالت اختلالی بذیرفته می شود اگر عدد از (8 ٥)۸‏ بیشتر باشد» 
حالت مورد نظر رد می شود. در هر دمایی» انبرهی از ساختارهای آتمی با اختلال اتفاقی موقعیتها به 
وجود می آیند تا به یک سطح انرژی حالت یکنواختی برسند (که معمولا به آن تعادل حرارتی می گویند) . 
آن گاه دما کاسته می شود و چرخه دوباره شروع می شود. این گامها در حالی که دما به آهستگی کاهش 


1) Metropolis — 2( 


بخش ۲۴ : الگوریتمهای جست وجوی احتمالانی ‏ ۲۰۱ 

می یابد پی در پی تکرار می شوند تا حالت انرژی مینیمم حاصل شود. 

همانندی بین سرد شدن تدریجی شبیه سازی شدء و بهینه سازی توابم چند متغیره اخیرا توسط 
کیرکپاتریک" و دیگران [49]» و کرنی" [50] مورد توجه قرارگرفته است. با جایگزینی حالت انرژی با 
تابع هدف. و با استفاده از متغیر × برای ساختار ذرات» می توانیم الگوریتم متروپلیس را در مسائل 
بهینه سازی به کار بریم . این روش تنها به مقادیر تابع JU‏ دارد . حرکت از یک نقطه ex!‏ نقطه دیگر × در 
فضای طراحی سبب تغییری در تابح هدف» AST‏ می شود. اکنون دمای 7 یک پارامتر کنترلی می شود 
که همگرایی فرایند را تنظیم می کند. عوامل مهمی که بر عملکرد الگوریتم موثرند عبارتند از انتخاب 
مقدار اولیه To ceo‏ و چگونگی بهنگام کردن آن . افزون بر اين؛ تعداد چرخه‌های (یا ترکیب های 
متغیرهای طراحی) مورد نیاز برای رسیدن به «تعادل حرارتی» باید قبل از کاهش T‏ مشخص شده باشد . 
این پارامترها را روی هم «زمان بندی سرد شدن» می گویند . 

یک نمودار جریانی از الگوریتم سرد شدن تدریجی نمونه در شکل ۰۴۰۱ ۴ نشان داده شده است . 
تعریف زمان‌بندی سرد شدن با انتخاب دمای اولیه شروع می شود. اگر یک Th‏ پایین استفاده شود 
احتمال به مینیمم فراگیر رسیدن الگوریتم پایین است . مقدار اولیه 70 باید به اندازه" کافی بالا باشد تا 
تقریباً هر حرکتی در فضای طراحی قابل قبول باشد و باعث شود تقریباً یک جست و جوی اتفاقی انجام 
شود. معمولا To‏ چنان انتخاب می شود که نسبت پذیرش ٩‏ ( که به Ob ge‏ نسبت تعداد حرکتهای 
قابل قبول به تعداد کل حرکتهای انجام شده تعریف می شود) تقریباً 0.95 = م باشد[51] . جانسون و 
دیگران[52] مقدار To‏ را با محاسبه متوسط افزايش تابع هدف» CAT‏ برای تعدادی حرکت مشخص 
وحل 





)۴ .۴ ۰ ۲( 


بدست آوردند که عبارت است از : 
x‏ 
Tac v (*t.*.Y)‏ 
) 2)20 


وقتی دما مشخص شد با ایجاد اختلال (تغییرات کوچک) در طراحی» تعدادی حرکت در فنضای 


1) Kirkpatric 2) Cerny 


gles ۴‏ بهینه سازی سازه ها (لصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 





Ax‏ + × زو 
fizf(ab.‏ 
Af zfl-f!‏ 










تعادل 
حرارنی حاصل شده؟ 
m 2M‏ 






شکل ۳۰۳۰۱ نمودار جریانی الگوریتم سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده 


متغیرها انجام می شود. تعداد حرکتها در یک دمای داده شده باید آن قدر زیاد باشد تا به جواب این امکان 
برای تعداد مشخصی از جرخه های متو الى «M c‏ ادامه پابد . روش دیگر این است که هر ترکیب ممکن از 


بخش ۲۰۴ : الگوریتمهای جست وجوی احتمالانی ref‏ 


شود. یعنی اگر 5 طراحی همسایه وجود دارد. آن گاه 





1 
= . ۴گ‎ 
M su (5). HE) 


در حالی که برای 100 < 5 مقدار 0.99 = P‏ و برای 100 > 5 مقدار 0.995 = cul P‏ برای 
متغیرهای با مقدار گسسته اغلب برای تعریف همسایگی طراحی گزینه های بسیاری وجود دارد. یک راه 
این است که آن را به عنوان تمامی طراحی هایی که می تواند با تغییر یک متغیر به مقدار بلافاصله بزرگتر یا 
کوچکتر آن بدست آید تعریف کرد. با تعویض بیش از یک متغیر به مقدار بلافاصله بزرگتر یا کوچکتر 
می توان یک همسایگی وسیعتر تعریف کرد. برای این مسأله با :7 متغیر » همسایگی ها عبارتند از : 


Sz3"-1. (*.Y*.0) 


هنگامی که همگرایی در یک دمایی حاصل شد. که عموماً به آن تعادل حرارتی می گویند» دما کاسته 
شده و فرایند تکرار می شود . 

برای بهنگام کردن دما طرحهای مختلفی ارائه شده است . یک روش که اغلب استفاده می شود عبارت 
است از بهنگام سرد کردن ثابت 


)۶ .f.گf( Ty41 = aTr, k=0,1,2,...,K,‏ 
که در آن .0.95 > a‏ > 0.5است. نحر' ]54[ تعداد گامهای نمو کاهشی K‏ راثابت می کند و 


بدست آوردن مقدار 7 تجریی را پیشنهاد می کند . این امکان نیز وجود دارد که بازه" ]0,7[ به تعداد 


گامهای ثابت K‏ تقسیم شود و از رابطه" زیر استفاده شود : 





To, k=1,2,...,K. (f.f.y) 


تعداد بازه‌ها معمولاً بین ۵ تا ۲۰ است . 
کاربرد سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده در بهینه سازی سازه‌ها بسیار جدید است . الپرین" ]55[ 
این روش را در مسأله طراحی یک خریای ده میله ای به کار برد که در آن ابعاد سطح مقطع اعضا باید از میان 


1) Nahar 2) Elperin 


gle ۴‏ بهینه سازی مازه ها (فصل ۴ : بهیه سازی امقید) 
یک مجموعه از مقادیر گسسته انتخاب می شدند . کینکید و پادولا [56] آن را برای مینیمم سازی اعوجاج 
و نیروی خارجی در یک خربا استفاده کرد. یک سازه" قاب ۱۵۶ عضوی ۶ طبقه با متغیرهای با مقادیر 
گسسته توسط بالینگ و می '[57] مورد بررسی قرار گرفت . موقعیت یابی اعضای فعال و غیر فعال در یک 
سازه" خرپا توسط چن " و دیگران[58] مورد بحث قرار گرفت تا اتلاف انرژی زمان محدود مینیمم شود 
حاصیت مستهلک شوندگی افزایش یابد . 


۴ ۰ ۳۰۳ الگوردتمهای ژنتدکی 

الگوریتمهای ژنتیکی از فتونی استفاده می کنند که از علوم زیستی گرفته شده و بر مبنای نظریه" بقای 
لایقترین داروین" استوار است . هنگامی که یک جمعیت از عناصر زیستی در نسلهای مختلف تکامل 
می یابند» ویژگیهای فردی که برای Us‏ مفیدند» تمایل به انتقال به نسلهای آینده دارند» زیرا عناصری که 
حامل آن ویژگیهایند شانس بیشتری برای پرورش دارند . آن ویژگیهای فردی در جمعیشهای زیستی در 
رشته های کروموزومی ذخیره می شوند . حرکت ژنتیک طبیعی بر مبنای عملهایی است که به تبادل 
ساختاری تصادفی اطلاعات ژنتیکی (یعنی ورائت مفید) بین رشته های کروموزومی والدین تولد یافته 
می انجامد» و عبارت است از تولید مثل؛ تقاطع» جهشهای گا به گاه و واژگونگی رشته های کروموزومی . 

الگوریتمهای ژنتیکی» که توسط هولند" ]59[ تدوین شد. مکانیک ژنتیک طبیعی را برای سیستمهای 
مصنوعی بر اساس عملهایی که همتای طبیعی آنهایند» (حتی به یک نام نامیده می شوند) » شبیه سازی 
می کند» و به طور گسترده‌ای در الگوریتمهای جست وجوی چند متغیره به کار می رود . همچنان که در 
بندهای بعدی تشریح خواهد شد. این عملها تبادل تصادفی و به راحتی قابل برنامه ریزی و ساده" موقعیت 
اعداد در یک رشته است» و بنابراین از ابتدا مانند یک جست و جوی کاملاً تصادفی اکسترومم در فضای 
پارامتر تنها بر مبنای مقادیر تابع به نظر می رسد . با این همه» در تجربه ثابت شده که الگوریتمهای ژنتیکی 
از توان بالایی برخوردارند. برای بحث بیشتر خواص نظری الگوریتمهای ژنتیکی خواننده به مرجع 
uM‏ € ^ ]47[ ارجاع داده می شود. در این جا به بحث بیان ژنتیکی مسأله مینیمم سازی می پردازیم» و 
روی مکانیک سه عمل ژنتیکی تولید مثل تقاطع و جهش که معمولاً استفاده می شوند تأکید می کنیم . 


1) Kincaid and Padula 2) Balling and May 3) Chen at al 


4) Darwin 3) Holland 6) Goldberg 


بخش ۲.۴ : الگوریتمهای جست وجوی احتمالانی ۰ ۳۲۰۵ 
کاربرد عملهای الگوریتم ژنتیکی به یک مسأله" جست و جو ابتدا نیاز به بیان ترکیب های ممکن متغیررها 
بر حسب رشته‌هایی بیتی " که همتای کروموزومهایند دارد. به طور طبیعی» انندازه" خوبی یک ترکیب 
خاص از ژنها در یک سیستم مصنوعی با تابع هدف مسأله جست و جو بیان می شود . به عنوان مثال» اگر 
یک مسأله" مینیمم سازی به صورت زير داشته باشیم 


f(x), x = (21,22, 23,24}, (F. F.A)‏ را میتیمم کنید 
بیان رشته" دوتایی یا (مبنای۲) فضای متغیرها می تواند به شکل زير باشد. 
TT‏ ,0110101112011 
zi T3 z3 24‏ 


در حالی که معادلهای رشته ای هر یک از متغیرها به شکل سر به انتها متصل می شوند. و در این مشال» 
مقادیر در مبنای۰ ۱ متغیرها عبارتند از 11 = 4 ,3 = 5,29 = 0,22 = رو محدوده آنها عبارت است 
از : )0 > z2‏ < 7( ,0 < 21,24 < 15) و(0< ra‏ < 3]. په سبب نمایش رشته ای بیتی متغیرها؛ 
الگوریتمهای ژنتیکی برای مسائلی که متغیر باید مقادیر گسسته یا عدد صحیح اختیار کنند بسیار مناسب 
است . برای مسائلی که متغیرهای طراحی مقادیر بیوسته در محدوده اد > zi‏ € 2 دارند» برای نشان 
دادن متغیرها با دقت بالا» فرد باید از تعداد زیادی بیت استفاده کند . تعداد بیتهای لازم به ميزان دقت مورد 
نیاز در جوابی نهایی بستگی دارد. به عنوان مثال» اگر یک متغیر در محدوده" (1.81 € z‏ > 0.01( 
تعریف شود و دقت مورد نیاز برای مقدار نهایی 0.001 = zin‏ باشد آن گاه تعداد ارقام در مبنای Y‏ مورد 


نیاز برای نمایش مناسب را می توان از رابطه" زیر بدست آورد : 
zp)/zi + 1) Mete ts?‏ — ع)) > 2۳ 


که در آن m‏ تعداد ارقام است . در این مثال» کمترین تعداد ارقام که نیاز را برآورده می کند 211 m‏ خواهد 
(y‏ ودرواقع نموهای 7 در مقدار متغیر ایجاد می کنند در صورتی که مقدار لازم 1 است . 

بر حلاف الگوریتم های جست وجویی که پیش از این بحث شد و در فضای متغفیرهای طراحی از یک 
نقطه به نقطه" دیگر حرکت می کردند» الگورینم ژنتیکی با جمعیتی از رشته ها (کروموزومها) کار 


T) bit Strings 


(AU سبانی بهبنه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی‎ fef 
می کند. این جنبه" الگوریتمهای ژنتیکی مسوول رسیدن به نزدیک جوابهای فراگیر است . این کار با‎ 
نگهداشتن تعدادی نقطه" جواب. که پتانسیل نزدیک بودن به مینیمم (محلی پا فراگیر) را در حین‎ 
جست و جو در منطقه را دارند» در جمعیت در هنگام جست و جو» به جای کنار گذاشتن زودرس آن در‎ 
فرآیند و افزایش احتمال گیر کردن در یک مینیمم محلی  انجام می شود. کار کردن روی جمعیتی از‎ 
طراحی ها احتمال پیاده سازی روی رایانه های موازی را نیز فراهم می کند . با این وجود. مفهوم موازی‎ 
بودن در الگوریتم های ژنتیکی که در آنها انتخاب تکاملی می تواند بسیاری از ویژگیهای مختلف‎ 
طراحی را به موازات بهبود بخشد. بسیار عمیق تر است . همچنین نتیجه" یک جست وجوی ژنتیکی به‎ 
جای یک طراحی منفرد یک جمعیت از طراحی های خوب است . این جنبه می تواند برای طراحان بسیار‎ 
. مقید باشد‎ 

ابتدا انسدازه" جمعیت انتخاب می شود و مقدار متغیرهای هر رشته با تعیین تصادفی 0 و | در بیتها 
تعیین می شود . گام مهم بعدی در فرایند تولید مشل است که در آن رشته‌های با مقادیر خوب تابع 
هدف برای تشکیل یک جمعیت جدید کپی می شوند که شکل مصنوعی بقای لابقترین است . رفتن به 
طرف رشته‌های با عملکرد بهتر می تواند با افزایش احتمال انتخاب آنها در رابطه با بقیه" جمعیت حاصل 
شود. یک راه رسیدن به این منظور ایجاد یک چرخ رولت است که در آن رشته های منفرد مساحتهایی 
متناسب با مقادیر تابع شان در رابطه با مقدار تابع تجمع کل جمعیت اشغال می کنند . بنابراین» جمعیت 
حاصل که از عمل تولید مثل به وجودمی آید از عناصری که تطابق و لباقت بالایی دارند کی gla‏ چند گانه 
دارد. 

زمانی که جمعیت جدید به وجود آمد» عضوها به شکل تصادفی برای عمل تقاطع جفت جفت 
می شوند. چگونگی آمیزش زوج نیز بر اساس یک فرایند تصادفی صورت می پذیرد. یک عدد صحیح 
تصادفی بین 1 و L-1‏ انتخاب می شود Lad‏ طول رشته است . آن گاه با تعویض 0ها و 1هایی که بعد از 
مکان elk‏ در اولین والدند با مکانهای متناظر در والد دوم دو رشته" جدید تولید می شود . به عنوان مثال» 
دو رشته به L 294 b‏ 

2 dues, o 


با نقطه" 5 = k‏ آمیزش شده اند دو فرزند جدید ترکیب زیر را دارند: 


بخخش ۲۴ : الگورینمهای جست وجوی SV hal‏ ۷١ء۴‏ 


(۰۱۲ ۰.۴ ۴) 911010001 1453 
"010010111 فرزند۲ 


تقاطعهای چند نقطه ای که در آن اطلاعات بین Wy‏ میان قطاعهای بیشتری از رشته ها جا به جا می شود 
نیز امکان پذیر است» اما به سبب مخلوط شدن رشته هاء تقاطع یک فرآیند تصادفی تر می شود و ممکن 
است عملکرد الگوریتم ضعیف تر شود که در دی جانگ ?]60[ آمده است . تنها استثنا در این مورد تقاطع 
دو نقطه ای است . در واقع › تقاطع یک نقطه ای را می توان به عنوان حالت ole‏ تقاطع دو نقطه ای در نظر 
گرفت که در آن نقطه“ دوم تقاطع انتهای رشته است . Sy‏ [61] نشان داد که با انتخاب نقطه انتهایی قطاع 
برای تقاطع اتفاقی» عملکرد الگوریتم را می توان واقعاً بهبود بخشید . 

جهش به عنوان یک عمل که از دست دادن زودرس اطلاعات ژنتیکی مهم را با معرفی گاه به NS‏ تغییر 
تصادفی یک رشته مانم می شود انجام وظیفه می نماید . همچنان که پیشتر بیان شد در بایان تکثیر» داشتن 
جمعیتی با چند eS‏ از یک رشته امکان پذیر است . در بدترین حالت » ممکن است جمعیتی با رشته های 
OLS,‏ داشته باشیم . در چنین حالتی » الگوریتم قادر به جست و جو برای دست یافتن به یک جواب بهتر 
نیست . جهش از این یکنواختی جلو گیری می کند» و با یک انتخاب اتفاقی موقعیت مشخصی راروی 
رشته تعیین می کند و مقدارش را از 0 به 1 ویا بر عکس تغییر می دهد . بر اساس نرخ کم اتفاق این عمل در 
سیستمهای زیستی و همچنین در تجربیات عددی» نقش عمل جهش روی عملکرد الگوریتم ژنتیکی یک 
نقش مرتبه دومی است . گلدبرگ نرخ جهش یک در هزار بیت عملیات را پيشنهاد می کند . 

کاربرد الگوریتمهای ژنتیکی در طراحی سازه‌های بهین در چند سال اخیر شروع شده است . اولین 
کاربرد الگوریتم در طراحی سازه توسط گلدبرگ و سمتانی " ]62[ ارائه شد که مسأله مینیمم سازی وزن 
یک خرپای ۱۰ میله ای بود. بعدها حاجلا" ]63[ جست و جوی ژنتیک را برای مسائل طراحی سازه" 
مختلفی به کار برد که در آنها فضای طراحی یا نامحدب يا منفصل بود . رائو" و دیگران ]64[ انتخاب بهین 
محلهای تنظیم کننده های گسسته در سازه‌های کنترل شده فعال را به کمک الگوریتمهای ژنتیکی انجام 
دادند . 


به طور خلاصه» پنداره" اساسی شبیه سازی یک پدیده" طبیعی » یافتن یک مبنا با جلوه ریاضی تر در 


1) De Jong 2) Booker 3) Goldberg and Samtani 


4) Hajela 5) Rao 


gis ۲۰۶۸‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۴ : بهینه سازی نامقید) 
زمینه الگوریتمهای جست وجوی احتمالاتی به ویژه برای متغیرهای گسسته است . ایجاد بهبود در عملکرد 
الگوریتمها همچنان در حال انجام است . به عنوان مثال» بهبود سازی های جدول زمانی سرد شدن که 
توسط سزو" [65] ارائه شد به تدوین یک الگوریتم جدید که سرد شدن تدریجی سریع امیده می شود ختم 
velas‏ در حال حاضر کاربرد و تحلیل عملهای دیگری که ريشه در ژنتیک زیستی طبیعی دارند (مانند 
SN,‏ غلبه‌یافتگی» شانس بقا و غیره) برای الگوریتمهای ژنتیکی در حال ارزیابی است . 


۵ نمرینها 
۱ مسأله تیر یکسر گیردار مثال۱ Y. Y.‏ رابا 
(الف) الگوریتم سیمپلکس نلدر-مید" » و 
(ب) الگوریتم دیویدان - فلتچر- پاول حل کنید . 
از (2-,1-) = × شروع کنید. برای الگوریتم سیمپلکس یک سیمپلکس اولیه به اندازه" 2.0 = a‏ 
فرض کنید. یک نقطه مبنای اولیه م× فرض کنید که مختصات رأسهای دیگر از معادله‌های (۱ ۰۲۰ ۴) و 
ESQ om‏ می آید . 
.Y‏ مینیمم تأبع 
f = )x +x, - x + (x -x + ×, + )- +x, + xy‏ 
را با استفاده از روش جهتهای مزدوج پاول cau‏ با (1,1,1) = Xo‏ شروع AES‏ 
.Y‏ هینیمم a‏ 
f(x) = 100(z; — 27)? + (1— 21},‏ 
را با استفاده از روش تندترین کاهش و با شروع از (1.0 ,1.2( = xo‏ بدست آورید . 
۴ حالت تعادل بایدار حرپای توخالی نامتقارن دو میله ای شکل ۱ می‌تواند با مینیمم سازی 
تابع انرژی پتانسیل از متغیرهای تغییرمکان بی بعد X1‏ و وع ۲ 


1 1 1 1 و‎ 
f(z1,22) = zmy(—eizi + =z} +2 2+3 (cm eg - 2) 4 $m, 
2 pU 2) 2 121 T 1 7 y = Pz 


بدست آید که در آن P ۰1 7 cm‏ کمیتهای بی بعدی هستند که به شکل زیر تعریف می شوند 


1) Szu 2) Nelder- Mead 





h 
شکل 1 ۳۰۵۰ حریای توحالی نامتقارن دو میله ای‎ 
_ At _ _A 2: P 


که 8 ضریپ ارتجاعی» ۸۱ و و۸ مساحت سطح مقطعهای میله هاست . با استفاده از الگوریتم 
بی اف جی (BFGS) Ll,‏ حالت تعادل را بر حسب × و و برای 5 = sa = 0.02 ۰۲ = 4 «m‏ 
x 1075‏ 2 5 بدست آورید . نقطه" شروع را )0,0( = xF‏ در نظر بگیرید . 

۵. با ادامه" تحلیل مسأل»" Y‏ می توان نشان داد که بار pessum‏ که در آن خرپای توخالی ناپایدار 


می شود (شروع به حارج شدن از پایداری می کند) با رابطه زیر بدست می آید . 


EA,AgY(v +1)? oi‏ ی 
(A+A) 3/3.‏ * 


اکنون فرض کنید Per‏ که در بالا داده شد باید نسبت به شرط 
ثابت = ون = Ail; + Aglg‏ 


ماکزیمم شود . رابطه سازی جریمه" خارجی فصل ۵ مسأله بالا را به شکل مسأله مینیمم سازی نامقید 


. EAA +1) o? 
Pa(AÀi Ao, T) = EAE a + r(Aily + A2la — v9)? , 


r = 104۰] = 108 psi ول‎ —200in)«h = 2,50in«l = 50in«lj = 20010 برای‎ 


ls ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۴ :بهینه سازی نامقید) 
یک جواب تقریبی برای حالت خرپای بهینه و مقدار Ber‏ مربوط بدست آورید . برای مسأله" مینیمم سازی 
نامقید از الگوریتم بی اف جی (BFGS) pel‏ و حدس قابل قبول اولیه 0952381107 = Ay‏ و 
Ag = 0.190476in?‏ استفاده کنید . 

۶ الف) مشتق سویی f‏ در جهت S‏ را 


۷/۳۵ - 3s, 


i=l 


n 
$s =1, 


i=] 


NU: (۴.۵.1) 
IV f 


Co‏ مسأله الف را با جایگزینی شرط قیدی 8 با 
Qs =1,‏ آو 


s--Q'Vf, 
. است‎ f هسیان تابع درجه دوم‎ Q 
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5 سازی مقید‎ dang 


اکثر مسائل در بهینه سازی سازه‌ها باید به شکل مسائل مینیمم سازی مقید رابطه سازی شوند . در یک 
مسأله" طراحی سازه تابع هدف معمولاً یک تابع نسبتاً ساده از متفیرهای طراحی است (مانند وزن) » اما 
طراحی باید چند ad‏ تتش» تغییرمکان» کمانش و بسامد را برآورده سازد. این قیدها معمولا توابع 
بیجیده ای از متغیرهای طراحی هستند که از تحلیل یک مدل اجزای محدود سازه قابل دستیابی اند . این 
فصل مروری دارد بر روشهایی که معمولا برای حل این نوع مسائل مقید به کار می روند . 

روشهایی که در این فصل تشریح می شوند برای استفاده در مواردی است که هزینه" محاسباتی ارزیابی 
تابع هدف و قیدها کم یا متوسط است. در این روشها تابع هدف یا فیدها دقیقاً محاسبه می شوند (مثلاً با 
یک برنامه اجزای محدود) ولی این محاسبه زمانی انجام می شود که الگوریتم بهینه سازی SU‏ داشته باشد . 
این رویکرد ممکن است به صدها بار ارزیابی تابع هدف و قیدها نیاز داشته باشد که در مورد مسائلی که 
ارزیایی آنها از نظر محاسباتی پرهزینه باشد عملی نیست . برای این نوع مسائل با هزینه بالا به یک حالت 
میانی روی می آوریم که برای تابع هدف و قیدها و يا دست کم برای توابعی که ارزیابی آنها هزینه بالاتری 
دارد تقریبهایی می سازیم . آن گاه بهینه سازی روی مسأله' تقریبی انجام می شود . این فرایند تقریبی در 
فصل بعد تشریح می شود. 

مسأله" اصلی که در این فصل مورد توجه قرار می دهیم عبارت است از مینیمم سازی یک تابع نسبت به 


۱ تساوی و نامساوی‎ class 
f(x) e 
h;(x) — 0, imd, «bun (0.9) 


=¡ ,0 < )رو مینیمم SS‏ 


rir‏ مبانی بهینه سای سازه ها (فصل ۵: dings‏ سازی مقید) 

قیدها فضای طراحی را به دو بخش تقسیم می کنند : بخش قابل قبول که در آن قیدها برآورده می شوند» 
و بخش غیرقابل قبول که در آن دست کم یکی از قیدها نقض می شود . در بیشتر مسائل عملی مینیمم روی 
مرز بین بخش قابل قبول و غیر قابل قبول واقع می شود یعنی در جایی که حداقل برای یک J‏ « 0 =(×)زو 
است . در غیر این صورت قیدهای نامساوی را می شود بدون این که روی جواب اثری داشته باشد حذف 
کرد. در بیشتر مسائل بهینه سازی سازه‌ها قیدهای نامساوی محدودیتهایی روی اندازه‌ها؛ 
تنشهاء تغییرمکانهاء و غیره ایجاد می کنند . این محدودیتها تأثیر زیادی روی طراحی دارند و بدین سبسب 
معمولاً در نقطه" مینیمم قیدهای نامساوی متعددی فعالند . 

در حالی که روشهای تشریح شده در این بخش توانمندند» اگر متغیرهای طراحی و قیدها به شکل 
نامناسبی مقیاس بندی شده باشند» عملکرد آنها اغلب ضعیف است . برای جلوگیری از بدخیمی» تمامی 
متغیرهای طراحی LL‏ بزرگی مشابهی داشته باشند» و همه قیدهاء زمانی که سطح یکسانی از نظر بحرانی 
بودن دارند Uh‏ مقادیر مشابهی داشته باشند . یک روش معمول نرمال سازی قیدهاست په شکلی که 
g(xt) = 01‏ متناظر با ده درصد حاشیه یک کمیت پاسخ باشد . بهعنوان مثال» اگر قید یک حد بالایی Oe‏ 


روی اندازه تنش 0 است. آن گاه قید را می شود به شکل زیر نوشت : 


g=1~—>0. (b.Y) 
a 


بعضی از فتون عددی ارائه شده برای حل مسائل بهینه سازی غیر خطی مقید در این فصل قادر به در 
نظر گرفتن قیدهای تساوی نیستند و محدود به قیدهای نامساویند . در چنان حالتی می شود قید تساوی به 
شکل 0 = Aix)‏ را با دو قید نامساوی 0 > (00):: و 0 < hi(x)‏ جایگزین کرد. اما معمولاً افزایش 
تعداد قود مطلوب نیست . پرای مسائلی که تعداد زیادی قید امساوی دارند» می شود یک قید معادل 
ساخت که جایگزیین آنها باشد. یکی از راههای جایگزینی تعدادی از قیدهای نامساوی 
(gi(x) < 0,۶ = 1... m)‏ با یک قید معادل استفاده از تابح کریسل میر- اشتانهاوزر ]1[ (KS ej)‏ 


است که به شکل زیر تعریف می شود : 


KSI) = را‎ )۵.۳( 


1) Kreisselmeier- Steinhauser 


بخش ۵.۱ : شرابط کان S6-‏ ۲۱۷ 
که م پارامتری است که میزان نزدیکی تابع KS‏ به کوچکترین نامساوی min[gi(x)]‏ را تعیین می AS‏ 
برای هر عدد مشبت op‏ تابع KS‏ هميشه منفی تر از منفی ترین قید است و یک کران پایین برای 
نامساویهاست . با افزایش م توابع 5 با مقدار مینیمم توابع توافق نزدیکتری دارند . مقدار تابع KS‏ 


هميشه محدود به کرانهای زیر است : 


1 
Imin S KSI] S mia - x: | (b. Y) 





برای یک قید تساوی که با یک جفت نامساوی 0 < hx) > 05 hi(x)‏ - نشان داده codes‏ جواب در 
نقطه ای است که هر دو نامساوی فعالند 0 = hi (x) -hi(x)‏ » که در شکل دیده می شود . سوبیسکی ]2[ 
نشان داد که برای یک تابع KS‏ که با یک جفت مثبت و منفی hi‏ تعریف می شود» گرادیان تابع PKS‏ 
daz‏ جواب 0 = B(x)‏ صفر می شود و به مقدار م بستگی ندارد و وقتی p‏ به طرف بی نهایت میل ES‏ 
مقدارش به طرف صفر میل می کند» شکل ۱ . ۵ در حقیقت» در نقطه" ‏ وقتی 0 y=‏ است از معادله" 


Y)‏ . ۵) می توان نتیجه گرفت که تابع KS‏ خاصیت زیر را دارد 


0 > KS(h,-h) > _ l (6.0) 


در نتیجهء مسأله بهینه سازی 





شکل Y‏ .۵ تاب عم کریسل میر - اشتانهاوزر بجای 0 = h(x)‏ 


gle ۸‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۵ : dings‏ سازی مقید) 


f(x) تابع‎ 
مینیمم كنيد‎ :)( = 0, k=l, nes ubyl (5.5) 


را می شود به شکل زیر دوباره رابطه سازی کرد 
تابع f(x)‏ 
Se bby, “OM‏ اد و ane WSK‏ کب 


که در آن e‏ یک رواداری (تلرانس) کوچک است . 
۱ شرابط کان - تاکر 


۱ ۵۰۱۰ حالت کلی 

در حالت کلی؛ JL‏ (۱ . ۵) ممکن است مینیمم های محلی متعددی داشته باشد . تنها در شرایط 
خاصی از وجود مینیمم فراگیر منفرد می توان اطمینان حاصل کرد . شرایط لازم برای مینیمم یک مساله' 
مقید با استفاده از روش ضربگر لاگرانه! بدست می آید . در شروع فقط حالت خاص قیدهای تساوی را در 
نظر می گیریم . با استفاده از فن ضربگر لاگرانژ» تابع BUSY‏ را تعریف می کنیم . 

L(x, A) = f(x) - ,)راو‎ (8.3.9) 


j=l 
مجهولند . شرایط لازم برای یک نقطه' ایستا عبارت است از‎ SUSY ضربگرهای‎ Ay که در آن‎ 


ðL af Sh, Oh; 
f 553,29 59. Se, (4.1. 


=h;(x)=0, j-21..,n. )۵ ۰۱ ۰۳(‏ سم 


این شرایط تنها در یک نقطه منظم کاربرد دارند» یعنی نقطه ای که در آن گر ادیانهای قیدها په طور خحطی 
مستقلند . اگر گرادیان قیدها به طور خطی وابسته باشند» معنای آن این است که می توانیم بعضی از قیدها 
را بدون تحت تأثیر قرار دادن جواب حذف کنیم . در یک نقطه منظم » معادله‌های V. Y) 6. Y. Y)‏ .6( 


نشان دهنده ےم + n‏ معادله برای ره ضریگر لاگرانژ و ۸ مختصات نقطه" ایستا است . 


1) Lagrange 


بخش ۵.۱ : شرایط کان -تاکر .— ۳۱٩۹‏ 
هنگامی که قیدهای نامساوی وجو د داشته باشند» کار بسیار پیچیده تر است . برای کاربرد روش ضربگر 
لاگرانژ ابتدا قیدهای نامساوی را با اضافه کردن متغیرهای کمبود به قیدهای تساوی تبدیل می کنیم . یعنی 
قیدهای نامساوی به شکل زیر نوشته می شوند : 


 jze1..,n, (0.3. )‏ ,0= 82 - ()زو 


که در آن ر٤‏ یک متغیر کمبود است و Ob jer‏ دوری رامین قید از بحرانی بودن را نشان می دهد . اکنون 
می توانیم یک تابع لاگرانژین تشکیل دهیم 


£(x,t,A) = f — YJ X(g; - t). (0.3.0) 


j=l 


: داریم‎ t مشتق گیری از تابع لاگرانژ نسبت به ۸۰5۷ و‎ rene 


. _ و09 
Or; = 3 P EE LO (6. Y. 5)‏ 
OL > D.‏ 
(۵۰۱۰۷) بو ,1۰۰۰ < ژ auc uM‏ 
ac‏ 
cuc j21..5n,. )۵ ۱ ۸(‏ 5 


معادله های Y. V)‏ . ۵) و Y. A)‏ . ۵) بیانگر این نکته اند که هنگامی که یک قید نامساوی بحرانی نیست 
(بنابراین متغیر کمبود مربوط به آن غیر صفر است) آن گاه ضربگر لاگرانژ مربوط به قید صفر است . معادله 
های (۶ .3 .6( VAG‏ .0( شرایط لازم برای یک az‏ منظم ایستایند . توجه کنید که برای قیدهای 
نامساوی نقطه نامنظم daz‏ ای است که در آن گرادیان قیدهای فعال به طور خطی مستقل باشند . این شرایط 
کمی بهبود می پابند تا شرایط لازم برای یک مینیمم را بدهند که به آنها شرایط کان- تاکر می گویند . شرایط 
کان SE‏ را می شود به شکل زير خلاصه کرد : 

نقطه × برای یک مسأله با قید نامساوی تنها در صورتی یک مینیمم محلی است که یک مجموعه از 
ود های نامنفی بتوان یافت که : 

‘alates ۱‏ (۵۰۱۰۶) برآورده شود 


۲ در صورتی که قیدی فعال نباشد» و مربوط به آن صفر باشد . 


۶۰ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 





شکل ۱.1 ۵ تفسیر هندسی شرط کان-تاکر در صورت وجود دو قید 


تفسیر هندسی شرایط کان تاکر در شکل (à. ۱۰ V‏ بررای حالتی که دو قید وجود داشته باشد تشریح 
شده است . رو ۷ و Vga‏ نشانگر گرادیانهای دو قید هستند که به سطح قیدهایشان عمودند. بردار 8 یک 
جهت قابل قبول را نشان می دهد که فوراً به یک نقض قیدی نمی انجامد . برای حالتی که دو فید وجود 
داشته باشد. معادله" (۶ .۱ . ۵) رامی شود به شکل زیر نوشت : 


-Vf = (Vg, + ۸:۷ (وو‎ - )۵ .۱ . ٩( 


فرض کنید می خواهیم پبینیم نقطه" A‏ یک مینیمم است یا نه . برای بهبود طراحی لازم است از À‏ در 
جهتی مانند 8 حرکت کنیم که قابل استفاده و قابل قبول باشد. برای این که جهت قابل استفاده باشد» یک 
حرکت کوچک در این جهت باید تابع هدف را کاهش دهد . برای قابل قبول بودن» S‏ باید یک زوایه 
منفرجه با رو۷- و .ړو - بسازد . برای این که آن جهت جهتی کاهشی برای کر نیز باشد» باید یک زاویه" 
حاده با Vf‏ بسازد. از شکل ۵۰۱۰(۱) روشن است که هر بردار که با V f‏ — زاویه" حاده بسازد با 
,و - یا Vga‏ - نیز “aly‏ حاده می سازد. بنابراین» شرایط کان تاکر یعنی هیچ طراحی قابل قبولی که تابع 
هدف را کاهش دهد در همسایگی CALA‏ نمی شود . به زبان ریاضی» شرط این که جهت و قابل قبول 


بخش ۱ شرایط کان - تاکر rri‏ 
باشد به شکل زیر نوشته می شود : 


8۳ رو۷‎ 20, jelas, (8.3.19) 


که 4 T‏ مجموعه قیدهای فعال است n‏ در معادله (۱۰ ۰.۱۰ ۵) تساوی تنها برای فیود خحطی یا مقعر جایز 
است (برای تعریف تقعر به بخش ۲ . ۱ . ۵ مراجعه کنید) ۰ شرط یک جهت قابل استفاده (جهتی که تابع 


هدف را کاهش دهد) عبارت است از : 
s ۷ «0 (8.3.39)‏ 
با ضرب معادله" (۶ ۱۰ ۰ در .9 و جمع بستن E63)‏ داریم : 


"n, 
s^ Vf =$ Xs Vo; . (8. . WY) 
j=l 


با مشاهده معادله های (۱۰ ۱۰ .8( و (۱۰۱۱ CO.‏ می‌بینیم که N VY) alates‏ .۰ ۵) در صورتی که 
رها مثبت باشند ناممکن است. 

اگر شرایط کان- تاکر در نقطه ای برآورده شده باشد » یافتن جهتی با شیب منفی برای تابع هدف که 
قیدها را نقض نکند ناممکن است . در بعضی از حالتهاء حرکت در جهتی که مماس بر فیدهای فعال و 


jel. (8.3. Ww)‏ 20 رو۷ لو < ۷ آو 


اثر چنان حرکتی روی تابع هدف و قیدها تنها از مشتقات بالاتر بدست می آید . در بعضی از حالتها 
حرکتی در این جهت می تواند تابم هدف را بدون نقض قید کاهش دهد. هر چند شرایط کان- SU‏ برآورده 
شده باشند. بنابراین؛ شرایط کان- تاکر برای بهینگی لازم ولی کافی نیستند . 

وقتی تعداد قیدهای فعال برابر تعداد متغیرهای طراحی باشد شرایط کان- تاکر کافی است. در این 
حالت معادله (۱۳ ۰۱۰ ۵) نمی تواند با 0 و و برآورده شود زیرا Vg;‏ شامل ۸ جهت مستقل خطی است 
(در فضای nt‏ بعدی › یک بردار نمی تواند بر ۸ بردار مستقل خطی عمود باشد) . وقتی تعداد قیدهای فعال 


با تعداد متغیرهای طراحی برابر نباشد. شرایط کافی برای بهینگی مشتقات دوم تابع هدف و قیدها را لازم 


rrr‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۵ : dings‏ سازی مقید) 
دارد . شرط کافی بهینگی این است که ماتریس هسیان تابع لاگرانژین در زیر فضای مماس بر قیدهای فعال 
معین هثبت باشد . اگر به عنوان مثال قیدهای تساوی را در نظر بگیریم؛ ماتریس هسیان لاگرانژین عبارت 


است از : 


VL = ۷۶۶-۷2 . )۵۰.۱۰.۱۴( 


ja 


شرط کافی برای بهینگی عبارت است از : 

(Vic) < 0 ۵ ۱. 1d)‏ 8 برای‌همه وهای j-21..,n,. S‏ ,0= و۷ آو 

وقتی قیدهای نامساوی وجود دارند» لازم است بردار 8 بر گرادیانهای قیدهای فعال با ضربگر لاگرانژ 
مثبت عمود باشد . برای قیدهای فعال با ضربگر لاگرانا صفر ‏ باید شرط زیر را برآورده سازد: 


 )۵.۱۰۱۶(‏ 0 < رو و وقتی A=0‏ و 20 زو 


مثال ۵۰۱۰۱ 
مینیمم eS‏ 


f = 27 - 223 + 102, — 6 - 223, 


را با توجه به محدودیتهای زیر بیابید 
gı = 10 — 2۱22 > 0,‏ 


g2 = 1| > 0, 
g = 10 - و2‎ < 0 ۰ 


شرایط کان تاکر عبارتند از : 


,0 = و۸ — و2( + 10 + 327 — 
.0 — و( + 2( + 622 — و42 - 


بخ ۵.۱ :شرایط کان SG‏ ۳۳۳ 
ساده ترین حالت وقتی است که هیچ قیدی فعال نباشد 0 = Ag‏ = و( = Ay‏ داریم 
1.826 = ,۰2 0 = و۰2 6.17 = f‏ . واضح است که ماتریس هسیان لاگرانژین 
22 :702 | __ م2 
à iux:‏ | =£ 
معینی منفی است» پس این نقطه یک ماکزیمم است. بعد از آن فرض می کنیم اولین AS‏ فعال باشد» پس 
0 = :۰2۱2 پس 0 E‏ ,2 و یو منفی است و بنابراین 0 = و۸. برای قید سوم دو امکان وجود دارد. اگر 
فعال باشد داریم 1 = ,۰2 10 = وت 0.7- = 31 639.3 = e Ag‏ پس این نقطه نه یک مینیمم است و 
نه یک ماکزیمم . اگر قید سوم فعال نباشد 0 = Ag‏ و سه رابطه" زیر را بدست می آوریم . 
-3z +10 +122 =0, .‏ 


,0 = 2۱2 + 622 — وا 
.10 112342 


تنها جواب این معادلات که قیدهای روی ,2 و وج برآورده کند عبارت است از : 
zı = 3.847, 2 2 2.599, 14421324, f= -73.08.‏ 


این نقطه شرایط کان- تاکر برای یک مینیمم را برآورده می کند . با این وجود هسیان لاگرانژین در این نقطه 


4 23.08-] _ مه 
ا 13.24 X c=|‏ 


معین منفی است» پس شرط کافی را نمی تواند برآورده کند. در حقیقت » بررسی تابع f‏ در نقاط همسایه 
در امتداد 10 = < روشن می کند که نقطه یک مینیمم نیست . 
اکنون این امکان را که :9 فعال نباشد در نظر می گیریم» پس .0 = ۸و 
,0 = و( — 10 + -3z1‏ 
.0= و + 623 — وج4- 
ما قبلاً امکان این که هر دو ۸ صفر باشند را بررسی کردیم؛ پس لازم است تنها سه امکان دیگر را 
مورد توجه قرار دهیم که یکی از این ضربگرهای لاگرانژ غیر صفر است یا هر دو یر صفرند. اولین 
حالت عبارت است از : 0 Æ‏ ول 0 = ود آن گاه 0 = یو و داریم 0 = )062 = و2 و 10 = و و 


rrr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵ : dings‏ سازی مقید) 
Ag = 10.629 = —2/3«z; = 0S «f = -6‏ و 6.99- = .هر دو نقطه شرایط کان- تاکر را برای 
مینیمم بودن برآورده می کنند» ولی شرایط کافی برآورده نمی شود. در حقیقت » بردارهای مماس بر 
قیدهای فعال (که فقط 0 = رع است) به شکل a)‏ ,0( = 87 هستند و به آسانی می توان دید که 
0 < ۷28 81. همچنین به راحتی می توان دید که این نقاط با کاهش خیلی کم در 22 مینیمم نیستند. 

حالت بعد عبارت است از 0 E‏ و۵ 0 = ول بتابراین 0 = وو .داریم 1.826 = z;‏ .10 = وت 
0 = و۸ و 2194- = . این نقطه شرایط کان- تاکر را برآورده می CAS‏ ولی این هم مینیمم نیست . به 
آسانی می توان دید که ۷72 در این حالت معین منفی است و شرط کافی نمی تواند برآورده شود. در 
نهایت» حالت 2.0 ,10.۰2 = و2 10 = Ag‏ 6 640 = و( و 2206- = رادر نظر می گیریم . اکنون 
شرایط کان- تاکر برآورده می شوند» و تعداد قیدهای فعال برابر تعداد متغیرهای طراحی است ‏ بنابراین 


این نقطه یک مینیمم است . : 


Y‏ ۰ مسائل محدب 

دسته ای از مسائل» که مسائل محدب نامیده می شوند؛ وجود دارند که برای آنها شرایط کان- تاکر 
برای یک مینیمم فراگیر نه تنها لازم بلکه کافی نیز هستند. برای تعریف مسائل محدب لازم است مفهوم 
تیحدب مجموعه ای از نقاط و تحدب یک تابع را درك کنیم . مجموعه ای از نقاط S‏ زمانی محدب گویند 
که تمامی قطعه خط واصل بین دو نقطه در 5 نیز در S‏ باشد. یعنی 


O<a<1 Sax + )1 - و(‎ € 5 Ul ×× ٤۶ اگر‎ )۵.۱.۱۷( 


یک تابع زمانی محدب است که داشته باشیم : 
flexo + (1 - o)xi] < af(x2)+(l—a)f(x)), O<a<1. (5.3.*W‏ 


این رابطه به صورت شکل برای یک تابع یک متغیره در شکل(۲ . ۱ . ۵) نشان داده شده است . قطعه 
خط مستقیمی که هر دو نقطه" روی منحنی را به هم وصل می کند؛ بالای منحنی قرار می گیرد. همچنین 
توجه می کنیم که مشتق دوم گر نامنفی است. 0 < f"(z)‏ .می توان نشان داد که یک تابع 7 متغیره زمانی 


محدب است که ماتریس مشتقات دوم آن نیمه معین مثبت باشد . 


بخش ۵.۱ :شرایط کان -تاکر ۰ ۳۳۵ 

یک مسأله بهینه سازی محدب تابع هدف محدب و یک ناحیه" قابل قبول محدب دارد . می توان نشان 
داد ناحیه" قابل قبول زمانی محدب است که تمامی قیدهای نامساوی زو مقصر (یعنی gj‏ - محدب است) 
بوده و قیدهای تساوی خطی باشند . یک مسأله بهینه سازی محدب تنها یک مینیمم دارد» و شرایط کان- 
تاکر برای تأیید آن کافی است . تحدب بیشتر مسائل بهینه سازی واقعی را نمی توان تشخیص داد. با این 
وجود. نظریه برنامه ریزی محدب در بهینه سازی سازه ها همچنان از اهمیت بالایی برخوردار است زیرا 
اغلب مسائل بهینه سازی را با تعدادی از تقریبهای محدب تقریب می زنند (به فصل ٩‏ مراجعه 
کنید) . ساده ترین تقریب یک تقریب خطی برای تابع هدف و قیدهاست که یک مسأله برنامه ریزی خطی را 


به وجود می آورد . 





مثال ۵.۱۰۳ 





شکل ۱۰۳ .۵ خربای چهار عضوی که از نظر ایستایی معین است 


rrF‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵ : بهینه سازی مقید) 

طراحی کمترین وزن خریای چهار عضوی نشان داده شده در شکل Y)‏ . ۱ رادر نظر بگیرید . برای 
ساده سازی فرض می کنیم عضوهای Y‏ تا Y‏ مساحت سطح مقطع یکسان A‏ و عضو Y‏ مساحت سطح 
مقطع Ag‏ داشته باشد . قیدها عبارتند از حد تنش اعضا و تغییر مکان عمودی انتهای راست خرپا . با 


بار گذاری نشان داده شده» نیروی اعضا و LX‏ مکان عمودی 6 در انتها عبارت است از : 


fi = 5p, fa = —p, fa = 4p, fa = —2V3p, 
6p! V3 
6 = B (2+) ۰ 


فرض می کنیم تنشهای مجاز در کشش و فشار به ترتیب x 1074 E‏ 8.74 و 10745 x‏ 4,83 باشد» و 
حد تغییر مکان عمودی بزرگتر نبودن از 10-31 x‏ 3 باشد . طراحی کمترین وزن مشروط به قیدهای تنش 
و تغییرمکان برحسب متفیرهای طراحی بی بعد 


: 107322 و2 گنهن r=‏ 


را می شود به شکل زیر رابطه سازی کرد : 


e. et 
1 6 
Tı T2 


f = 2 - 5.73 > 0,‏ 
.0 < 7.17 :2 < وو مینیمم کنبد . 


شرایط کان- تاکر عبارتند از : 


dcc ee 
T] 


0 = و( - ,دی - ۷/5 


ابتدا احتمال 0 = Ay‏ را در نظر بگیرید . آن گاه روشن است که 3 = و و ۷/3 = ۸ و در تتیجه 


بخش ۵.۱ : شرایط کان - تاکر ‏ ۲۳۲۷ 
0= رو و 0 = وو و از آن‌جا 5.73 = za = 7.17 eri‏ 6 1.59- = روء پس این جواب فابل قبول 
نیست . نتیجه می گیریم 0 < ۸ و این که اولین قید باید در مینیمم فعال باشد . اکنون احتمال 0 = و۸ = و( 
را در نظر بگیرید . برای مجهولات ,۸ 22 ,21 دو معادله کان- SU‏ و یک معادله 0 = رو را دارم . 


à; 21493, f—4478.‏ ,9.464 = و = ر7 


شرایط کان- SU‏ برای مینیمم برآورده شده است . اگر مسأله محدب باشد» شرایط کان- تاکر برای 
تضمین مینیمم فراگیر بودن نقطه کافی است . تابع هدف و توابع قید یو و gs‏ خطی اند» پس فقط لازم است 


we b 


که ماتریس مشتق دوم ۸ — فید 91 7 دست کم نیمه معین مثبت پاشد . 


re 36/23 0 
t| 0 12/3/23 


روشن است که برای 0 < رت و 0 < وت > ,وت معین مثبت است . بنابراین مینیممی که یافته ایم یک 


مینیمم فراگیر است. ۰۰۰ 


۳ مسائل برنامه ریزی درجه دوم 

یکی از ساده ترین شکلهای مسائل بهینه سازی مقید غیرخحطی» شکل مسأله' برنامه ریزی درجه 
درم(0۳) است . یک مسأله" QP‏ کلی یک تابع هدف درجه دوم و قیدهای تساوی و نامساوی خطی 
دارد. برای Sole‏ مسأله‌ای را با قید نامساوی تنها که Rg‏ قید دارد در نظر می گیریم که به شکل زیر بیان 


: می سود‎ 
f(x) = cx + jx Qx تابع‎ 


)0.۲.1( رابا شرایط Ax 2b,‏ 
i=l,...,n.‏ ,0 <15 مینیمم کنید. 


فیدهای حطی یک حوزه قابل قبول محدب تشکیل می دهند . اگر تابع هدف 13 محدب باشد » آن گاه 
یک مسأله" بهینه سازی محدب داریم که برای COT‏ همچنان که در بخش قبلی بحث شد. شرایط کان- تاکر 


1) Quadratic Programming 


TTA‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵ : بهینه سازی مقید) 
برای بهینگی فراگیر مسأله کافی است . بنابراین» داشتن یک ماتریس Q‏ نیمه معین مثبت یا معین مثبت یک 
مینیمم فراگیر را در صورتی که وجود داشته باشد» برای جواب مسأله تضمین می کند . برای بسیاری از 
مسائل بهینه سازی شکل درجه دوم Qx‏ × یا معین مثبت يا نیمه معین مثبت است . بنابراین» یکی از 
روشهای حل مسائل QP‏ حل شرایط کان- تاکر است . 

با نوشتن تابع SUSY‏ مسأله (۱ ۰۲۰ ۵) شروع می کنیم 


1 
t,8) = cx + TQx — AT(Ax - (t3) — b) - «T(x — {s?}), (6. Y. Y)‏ ,هم L(x, A,‏ 
rs‏ و مم به ترتیب بردارهای ضربگرهای لاگرانژ برای قیدهای نامساوی و قیدهای نامنفی بودن» و 


(t)‏ و .)52( بردارهای متغیرهای کمبود مثبت برای آنهاست . شرایط لازم برای یک نقطه ایستا با 


دیفرانسیل گیری لا گرانژین نسبت به ۰ ۰۸۸ 4 و 8 بدست می آید . 


ATA - n -0, (6.Y.Y)‏ ی 
Ax- (i) - 9-0 (۵.۲.۴)‏ 5 
Fe =x {sf} =0, (b.Y.0)‏ 
Mt = 0, j =1... ng, (4.1.۶)‏ جر 
E = ps = 0, 25 (6.Y.VY)‏ 


در حالی که ng‏ تعداد قیدهای نامساری. و mn‏ تعداد متغیرهای طراحی است . مایک بردار جدید 
{f}, j21...^, (q 2 0)‏ = [زه] تعریف می کنیم . پس از ضرب معادله های (۲۰۶ . ۵) و 
Y.)‏ .5( به ترتیب در( و1) و (,و) و حذف si]‏ از معادله آخر با استفاده از (o. Y . ۵( Salar‏ می توانیم 


شرایط کان- تاکر را دوباره به شکل زیر می نویسیم : 


Qx - مر + ده‎ 2 c, (6.Y.A) 
Ax -q- b, )۵ ۰.۲ . ٩( 
Ajg 2 0, j=l.. ng, )۵.۲۰۱۰( 
رو ,0= تیم‎ )۵.۲۰۱۱( 


x20, A20, J p20. 4573 31) 


بخش ۵.۳ : محاسبه ضربگرهای SY‏ ۲۲۹ 
معادله‌های(۰۸ Y‏ . ۵) و (۹ ۲ . ۵) یک مجموعه و mt‏ معادله" خطی برای جواب مجهولات rj‏ 
ni «A;‏ و ز4 می دهد که باید معادله‌های (۱۰ ۲۰ ۵۰) و (۵۰۲۰۱۱) را نیز برآورده سازد . بر خلاف غير 
خطی بودن معادله‌های (۰۱۰ ۵۰۲ و (۱۱ ۰6۵۰۲۰ این مسأله همچنان که ولف" ]3[ پیشنهاد کرد 
می تواند با استفاده از روشی که در بخش ۰۳ ۳۰۶ برای تولید یک جواب قابل قبول اصلی به کمک 
متغیرهای مصنوعی تشریح شد. حل شود. بامعرفی مجموعه‌ای از متغیرهای مصنوعی 


cy, P= 1,...,‏ یک تابع هزینه مصنوعی که باید مینیمم شود را تعریف می کنیم » 


(۱۳. ۲ . ۵) عبارت 29 

i=] 
6+ + += €, “hsb )۵ . ۲۰ V) 
Ax—q=b, (O.¥. 16) 


x20, ADO, p20, 3 ydO.~ (A...)‏ مینیمم کنید. 


-— 


معادله های (۱۳ ۲۰ .۵) تا (۱۶ Y.‏ . ۵) را می توان با استفاده از روش سیمپلکس استاندارد حل کرد 
به شرطی که (۱۰ Y‏ . ۵) و (۱۱ ۲۰ .6( نیز برآورده شوند . این شرط می تراند با اعمال این که متغیرهای 
dj 3A;‏ (و .پیر و Gri‏ همزمان در جواب اصلی و جود نداشته باشند» در الگوریتم سیمپلکس پیاده شود . 
یعنی در صورت وجود :2 در متغیرهای اصلی از ورود متغیر غير اصلی Hi‏ به عنوان اصلی جلوگیری 
می کیم . 

روشهای So‏ حل مسائل برنامه ریزی درجه دوم نیز وجود دارد که خواننده را برای جزئیات بیشتر به 
مرجع گیل" و دیگران([4]» صفحه" ۱۷۷-۱۸۰) ارجاع می دهیم . 


۳ محاسبه ضربگرهای لاگرانژ 

همچنان که در مثال ۱ ۱۰ ۰ ۵ می توان دید » بدست آوردن مستقیم مینیمم از شرایط کان- تاکر ممکن 
است مشکل باشد زیرا باید ترکیبهای بسیاری از قیدهای فعال و غیر فعال را در نظر بگیریم» و این کار در 
حالت JS‏ متضمن حل معادلات با درجه LR‏ خطی بالاست . شرایط کان- تاکر اغلب برای بررسی این 


که یک نقطه" مینیمم نامزد شرایط لازم را برآورده می سازد یا خیر به کار می رود . در چنین حالتی به 


1) Wolfe 2) Gill 


gle ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 
محاسبه" ضربگرهای BUSY‏ (که ضربگر کان- تاکر نیز نامیده می شوند) در یک نقطه داده شده" X‏ نیاز 
داریم. همچنان که در بخش بعدی خواهیم دید» ممکن است بخواهیم ضربگرهای لاگرانژ را به منظور 
حدس میزان حساسیت جواب بهین به تغییرات کوچک در تعریف مسأله محاسبه کنیم . برای محاسبه" 
ضربگرهای لاگرانژ با نوشتن معادله"(۶ ۰۱۰ ۵) بر حسب علایم ماتریسی شروع می کنیم . 


Vf - ۸ =0, )۵ ۰۳ ۰۱( 


در حالی که ماتریس به شکل زیر تعریف می شود: 


0g; ۱ ۱ 

"iu. 3 suf. J f=1,...,n. (0.۳.۲) 

ما تنھا قیدهای فعال و ضربگرهای BUSY‏ آنها را در نظر می گیریم› و فرض می کنیم تعداد آنها ٣‏ تا 
باشد . 


معمولاًء تعداد cp‏ قیدهای فعال کمتر از 7 است؛ بنابراین باه معادله بر حسب ۲مجهول» 
معادله V)‏ ۰ ۳ . ۵) یک دستگاه معادلات فرا معین است . فرض می کنیم گرادیانهای قیدها به طور خطی 
مستقلند cpl plo‏ رتبه" ۳ + پا[ است . اگر شرایط کان- تاکر بررآورده شوند معادله ها ساز گارند و یک 
جواب دقیق داریم . بنابراین می توانیم از یک زیر مجموعه از ۶ معادله استفاده کنیم تا ضربگرهای SUSY‏ 
رهیافت کمترین مربعات برای حل معادله‌ها استفاده کنیم . پردار بافي‌مانده هه را به شکل زیر تعریف 
T M‏ 

u=NA-Vf, (6.¥.¥) 

جواب کمترین مریعات معادله (O.Y. V)‏ مربع نرم اقلیدسی بافیمانده نسبت به ۸ 


lull? = (NA - VFF (NA - Vf) = ATNTNA - 227N7 Vf + fF VS. (OLY. FD 


را مینیمم می سازد. برای مینیمم سازی Peal]?‏ از آن نسبت به هر یک از ضربگرهای لاگرانژ مشتق 
می گیریم è‏ داریم : 


بخش ۵.۳ : محاسبه ضربگرهای لاگرانژ ‏ ۲۳۱ 


2NTNA - 2۳1*757 - 0, )۵ .۳ ۰ ۵( 
یا‎ 
AZ(NTNY'N'Vf. )۵ .۳۰۶( 


این بهترین جواب کمترین مربعات است. با این وجود. اگر شرایط کان- تاکر برآورده شوند» این 
جواب باید جواب دقیق معادله )3 .۳ LLL (B.‏ جایگزینی از معادله (۶ (O.Y.‏ در معادله V)‏ . ۳. ۵) 


داریم : 
PV/f =0, )۵ ۰۳ ۰۷(‏ 
در حالی که : 
P=I-—N(N™N)"!N™ . (O.¥.A)‏ 


P‏ ماتریس تصویر نامیده می شود. در بخش ۵۰.۵ نشان داده خواهد شد که این ماتریس یک بردار را در 
زیر فضای مماس بر قیدهای فعال تصویر می کند . معادله (۷ ۰۳ ۵) گویای این مطلب است که برای 
برآورده شدن شرایط کان- تاکر» گرادیان تابع هدف باید بر آن زیر فضا عمود باشد . 

در عمل معادله (۵۰۳۰۶) برای محاسبه ضریگرهای لاگرانژ شهرتی ندارد . یک دلیل آن این است که 
روش بدخیم است و دلیل دیگر این که روش کارا نیست و بازده" خوبی ندارد. یک روش کاراتر و با 
همگرابی و خوش خیمی بهتر برای محاسبه" کمترین مربعات پر مبنای عامل گیری کیوآر QR)‏ ماتریس[ 
استوار است . عامل گیری QR‏ ماتریس N‏ از یک ماتریس مثلثی بالایی R‏ تشکیل شده که م × ٣‏ است و 
یک ماتریس متعامد Q‏ که n x n‏ است . آن چنان که 


ax - (83) = (3). (B.Y.4) 


در این جا Qy‏ ماتریسی است که از اولین ‏ سطر ٩‏ تشکیل شده» وه شامل آخرین cQ bun — r‏ 
و صفر نمایانگر یک ماتریس صفر x r‏ (۳ - ۸) است (برای جزئیات pty‏ عامل گیری «QR‏ کتابهای 


fle ۳‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۵: dings‏ سازی مقید) 
تحلیل عددی دالکویست و جارك [5] مراجعه کنید) . از آن Q Le‏ که یک ماتریس متعامد است نرم 


اقلیدسی Qu‏ مانند نرم اقلیدسی clu‏ يا : 











2 2 
lul? = Qui? = QNA - Qv]? = | ($ )a-av/| = 2 AE 
4۵۰.۳ .۱۰( 


از این شکل می توان دید که [ful]?‏ با انتخاب A‏ به شکل : 


۲۸ <- ۷ . (5.Y ۰ ۱۱( 


مینیمم می شود. آخرین « - و سطر ماتریس SQ‏ با و نشان داده شد نیز با توضیح زیر مهمند . آنها 
بردارهای متعامدی هستند که فضای تهی ۸77 را به وجودمی آورند . یعنی حاصلضرب ۲۳ در هر plus‏ از 


مثال ۵۰۳۰۱ 


بررسی کنید آیا ‘abet‏ )4 ,2- ,2-) یک مینیمم محلی مسأله زیر است یا خیر؟ 


,و2 + و2 + 2 f=‏ 

,0 < 2 - 21 -8 2 و 
,0> 4 - و2 < وو 

0 < ۲8+ و2 < 93 


تنها دو Ad‏ اول در )4 ,2-,2-) بحرانیند . 


09۱ an an 
=z = -27 =4 = = — = 
22 11 = 4, 2 و27‎ = 4, 2 0, 
992 = 0 29 = 992 1 
àzi : Ore i 025 3 " 
Of _ of _ of 
Ox, 5 و02 5 و02‎ 5 


1) Dahiquist and Bjorck 


بخش ۵.۴ : حساسیت جواب بهین به پارامترهای مسأله ‏ ۲۴۳ 


: بنابراین‎ 
4 0 1 
il n) 
0 1 1 
32 0 8 
NN = | Jr ۱۳۶-۰ 
Ac (NNN, = (۰, 


[I - N(NTN)-!N7] Vf =0. 


معادله" (۳۰۷. ۵) برآورده شده و تمامی ضریگرهای cade SY‏ بنابراین شرایط کان- تاکر برای 


یک مینیمم برآورده شده است . 6 © © 


۴ حساسیت جواب بهین به پارامترهای مساله 

ضربگرهای لاگرانژ نه تنها برای بررسی بهینگی مفیدند بلکه اطلاعاتی در مورد میزان حساسیت 
جواب بهین به پارامترهای مسأله نیز فراهم می کنند. این نقش آنها در کاربردهای عملی بسیار با ارزش 
است . در بیشتر مسائل بهینه سازی طراحی مهندسی تعداد زیادی پارامتر مانند خواص مواد. ابعادو 
سطوح بارگذاری وجود دارد که در بهینه سازی ٹابتند . اغلب حساسیت جواب بهین به این پاراهترهای 
مسأله مورد نیاز است که یا به سیب ندانستن دقیق این پارامترهاست یا به سبب این است که اگر ببینیم آنها 
روی طراحی بهین اثر زیادی دارند بتوانیم آنها را تخیبر دهیم . 

اکنون فرض می کنیم تابع هدف و قیدها به پارامتر p‏ بستگی دارند و مسأله بهینه سازی به شکل 


F(x, P) (۵.۴.1)‏ 
را چنان مینیمم کنید که ۰ و ...و1 2 [ ,0 > g;(x.p)‏ 


جواب مسأله با x" (p)‏ نشان داده می شود و مقدار تابع هدف مربوط f*(p) = f(x*(p), p)‏ است. 


می خواهيم مشتقات "× و "را نسبت به P‏ بیابیم . معادلاتی که جواب بهین را می دهند شرایط 


giles rr‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۵ : dings‏ سازی مقید) 


کان- c SU‏ معادله (۱ . Y‏ .5( و مجموعه قیدهای فعال 


است که مع نشانگر بردار r‏ تابع قید فعال است . معادله های (۱ ۰ ۰.۳ ۵) و (۲ ۰۴۰ ۵) با (م)"× برای تمامی 


نسبت به 2 صفر است» در صورتی که بستگی ضمنی و ۸ pe‏ را در نظر گرفته باشیم . با دیفرانسیل گیری 
از معادله های (۱ ۰.۳۰ ۵) و Y. Y)‏ . ۵) نسبت به ص داریم 


de [dA ð aN 
(4-2 nA + (vn - (Fan or 
NT + B=, (0.¥.¥) 

p 


در صورتی که ۸ ماتریس هسیان تابع هدف  Z aij = O? f füriüz;‏ ماتریسی است که درایه های 


PS La M (5.Y.0) 
j 


معادله های Y)‏ ۴ . ۵) و (۴ . ۴ . ۵) یک دستگاه معادلات همزمان از مشتقات متغیرهای طراحی و 
ضربگرهای لاگرانژ است . حالتهای خاص متفاوتی از این دستگاه توسط سوپیسکی و دیگران[6] مورد 
بحث قرار گرفته است. 

اغلب ما به مشتقات متغیرهای طراحی یا ضربگرهای لاگرانژ نیاز نداریم و تنها مشتقات تابع هدف 


مورد نیاز است. در این حالت تحلیل حساسیت می تواند بسیار ساده تر شود. می توانیم بنویسیم : 


af of Of dz; af rix 
“— pal acd ۱9۳۷ —— ۵ «۶ 
2 Oz; dp Op TV dp i i 
: با استفاده از معادله های (۱ ۰ ۳ . ۵) و (۴ . ۴ . ۵) داریم‎ 
= 3 - XE (6.*.V) 
1) Sobieski 


بخش ۵.۴ : حساسیت جواب بهین به پارامترهای اله ۲۳۵ 

معادله (۰۷ ۰۴ ۵) نشان می دهد که ضربگرهای لاگرانژ میزانی از اثر تغیبر قیدها بر روی تابع هدف 
می دهند . به عنوان مثال sag‏ به شکل 0 < Gj(x) - p‏ = ()رودر نظر بگیرید . با افزایش م برآورده 
شدن قید را سخت تر می کنیم . فرض کنید قیدهای متعددی بحرانیند ولی us p‏ این قبد را متأثر 
می کند . می بینیم 14$— = 09/8 و از معادله df /dp = A; CO. F.Y)‏ و این یعنی Ay‏ عبارت است 
از هزینه" حاشیه ای که ما به عنوان افزايش تابع هزینه برای سخت برآورده شدن ز9 می پردازيم . 

تعبیر ضربگرهای لاگرانژ به عنوان “ary pa‏ حاشیه‌ای قیدها دلیل این مطلب که در بهین تمامی 
ضربگرهای لاگرانژ باید نامنفی باشند را توضیح می دهد . یک ضربگر لاگرانژ منفی نشانگر این است که 


می توانیم با سخت کردن برآورده شدن قید تابع هدف را کاهش دهیم که کار بیهوده ای است . 


مثال ۵۰۳۰۱ 
ماله“ بهینه سازی زیر را در نظر بگیرید. 


f =7 + و2‎ + 273, 

,0 < و2 - 2 =p-‏ رو 
,433—420 = وو 

. 0 < 2 + و د وو 


این مسأله با8 = p‏ در مثال ۰۱ ۵۰۳ تحلیل شد و جواب بهین )72,4 ,72( بود. می خواهیم مشتق 
این جواب پهین را نسبت به P‏ بیابیم . در نقطه پهین داریم 0 = f‏ و )1.0 ,0.25( = AT‏ و در A‏ اول 
بحر انیند . می توانیم مشتق تابع هدف را از معادله V)‏ .۴ . ۵) محاسبه کنیم . 


Of o "e - 1] 
dp 2p OJ’ 
df _ 
17 0.25 . 


برای محاسبه" مشتقات متغیرهای طراحی و قیرد Lb‏ معادله‌های Y)‏ ۰.۴ ۵) و Y.)‏ .5( را تشکیل 


دهیم . داریم 
A < 0, Vf - 0 — =0.‏ 
Op‏ 


gle PPF‏ بهینه سازی سازه‌ها (نصل ۵: dingy‏ سازی مقید) 
تنها :9 مشتق دوم غیر صفر 9 = / ,و0 = la 0g, / r‏ 3« بتابراین از معادله" (۵. ۴ . ۵) 


داریم : 


-ő 0 0 
211 = - 1 = —0.5, 222 = —2r, = —0.5, 2= 0 -5 0 
0 0 0 


با دانستن JUN‏ مثال ۰۳۰۱ ۰۵ معادله" Y)‏ ۴ . ۵) به ما روابط زیر را می دهد . 


524 —4À =0, 
519 — 4M =0, 
do = 0, 


در صورتی که نقطه" بالای حروف مشتق نسبت به P‏ را نشان می دهد . از معادله F)‏ ۴۰ . ۵) داریم : 


4t; 4 +1 < 0, 
1320. 


جواب این پنج معادلڵه' زوج سمل o‏ عبارت است از : 
۰ 2 و ,0.0156 ii =a. = 0125, 2420, À=‏ 
می توانیم با تغییر p‏ از 8 به 9 و بهینه سازی مجدد» مشتقات تابع هدف و متغیرهای طراحی را بررسی 


cogs‏ و به آسانی می توان دید که داریم 0.242- = f‏ ,4 = 423 2.121- = و2 = -Zi‏ این مقادیر به 


قابل مقایسه اند . ۰۰ ه 


۵.۵ روشهای تصویر گرادیان و گرادیان کاهش 30« 
روش تصویرگرادیان روزن" بر اساس تصویر جهت جست و جو در زیر فضای مماس بر قیدهای فعال 
استوار است . ابتدا بیابیم روش را برای قیدهای خطی مطالعه کنیم [7] . مسأله مقید را به شکل زیر تعریف 


f(x) qeu‏ را چنان مینیمم کنید که 
ajizi - b; > 0, j=l, fs (6.6.1)‏ 3 = ()زو 


t=1 


1) Rosen 


بخش ۵.۵ : روشهای تصوی رگرادیان و گرادیان b AS‏ ۳۳۷ 


به شکل برداری 

gj = aX - وا‎ < ۰ (8.0.Y) 

اگر تنها r‏ قید فعال را انتخاب کنیم T4)‏ € ز)» می توان معادله‌های قید را به شکل زیر نوشت : 
g = Nx - 9-0, )۵۰.۵ .۳(‏ 


که در آن Ba‏ بردار قیدهای فعال است و ستونهای ماتریس N‏ گرادیانهای این قیدهایند . فرض اساسی 


روش تصویر گرادیان این است که × روی زیر فضای مماس بر قیدهای فعال قرار داد. اگر 
Xi+1 = X; + a8, (۵.۵.۴)‏ 
و :× و ربیلاهر دو معادله' Y)‏ 0.6( را برآورده سازند» آن گاه» 
NTs = 0 (0.0.0)‏ 


اگر بخواهيم جهت تندترین کاهش معادله (۵ . ۵ ۰ ۵) را برآورده سازد» می توانیم مسأله را به شکل 


sT Vf 
18 = 0, راچنان مینیمم کنید که‎ (5.5.5) 
818 < 1 . J 


یعنی می خواهیم جهتی را بیابیم که مشتق سویی آن منفی ترین باشد و معادله )6.0.0( را پرآورده سازد. 
ضربگرهای لاگرانژ ۸ و عم را برای تشکیل لا گرانژین استفاده می کنیم . 

£(s, 2, u) = Ty f — sî NX — u(sTs - 1) : (5.0. Y) 

شرط ایستا بودن £ عبارت است از : 


Tc - ۷۶ -NA - هه‎ =0 (0.0.A) 


۳۳۸ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۵ : بهینه سازی مقید) 


با پیش ضرب معادله' A)‏ . ۵ . ۵) در NT‏ و استفاده از معادله" (۵ . ۵ . ۵) داریم 


NTVf - NTNA =0, (6.6.4) 


A= (NTN)'!NTVf. (6.6. V9) 


بنابراین از معادله A)‏ .6 . ۵) داریم 


eo 


[Z - N(NTN)-!N7]Vf = zi. (0.0.11) 


P‏ عبارت است از ماتریس تصویر که در معادله (۸ . LY‏ ۵) تعریف شد . ضریب ,1/2 قابل توجه نیست 
sli‏ تنها جهت جست و جو را تعریف می کند ؛ بنابر این در حالت کلی  -PV‏ = 8 را استفاده می T‏ 
برای این که نشان دهیم P‏ خاصیت تصویر دارد» لازم است ثابت کنیم که اگر W‏ یک بردار اختیاری باشد» 


ol‏ گاه Pw‏ در زیر فضای مماس بر فیدهای فعال است» یعنی Pw‏ رابطه" 
NTPw =0. (8.6. ۱۲(‏ 


را برآورده می سازد . این رابطه را می توان با استفاده از تعریف P‏ آسانی بدست آورد . معادله (۰۸ (6.Y‏ 
که ماتریس تصویر ۴ را تعریف می کند» کاراترین راه محاسبه آن را بیان نمی کند. در عوض» می توان 
نشان داد که : 


V f = s T Vg; — 0, jela. (0.0. Y)‏ "و 


که در آن ماتریس Qa‏ از آخرین n - r‏ سطر عامل در عامل گیری 4۸ از N‏ تشکیل شده است )4 
معادله ٩(‏ ۰ ۵) مراجعه کنید) . 


یک صورت از روش تصویر گرادیان به عنوان روش گرادیان کاهش يافته کلی شناخته می شود که 
توسط عبادی و کارپینتر [8] ارائه شده است . به عنوان قدم اول 7 سطر به طور حطی مستقل N‏ را انتخاب 


1) Abadie and Carpentier 


بخش ۵.۵ : روشهای تصوی رگرادیان و گرادیان کاهش cil‏ ۲۳۹ 


می کنیم و ترا نهاده آنها را با ,× نشان می دهیم و ۳[ را به شکل زیر افراز می کنیم : 
NT -[N, Nj. (5.6. W)‏ 


در قدم بعدی معادله )0 . ۵ ۰ ۵) را برای مؤلفه های ,8 بردار جهت در نظر می re eS‏ معادله" مربوط 4 
Ni‏ برای حذف ˆ مولفه" 5 استفاده می شود و یک مسأله با مرتبه" کاهش یافته برای بردار جهت بدمست 


هنگامی که N,‏ را مشخص کردیم به آسانی می توانیم Qo‏ را بدست آوریم که عبارت است از : 


QF = ۳ ۱ (0.0.10) 


معادله )10 .۵ . ۵) را می توان با بررسی 0 = 707 بدست آورد بنابراین0 = «QN.‏ که الزامی 
است برای Qo‏ که باید برآورده سازد (به بمحث بعد از معادله Y)‏ ۳۰ . ۵) مراجعه کنید) . 

بعد از یافتن s‏ از معادله Y‏ .۵ . ۵) می توائیم جست و جو رابا مینیمم سازی یک بعدی» معادله 
Y)‏ .8.0( ادامه دهیم» مگر این که 0 = و باشد. هنگامی که 0 = باشد معادله"(۳۰۷. ۵) دلالت 
می کند که شرایط کان- تاکر برآورده شده اند . آن گاه ضربگرهای لاگرانژ را از معادله (O. Y. P)‏ یا معادله 
NV)‏ . ۵) محاسبه می کنیم . اگر تمامی مولفه‌های A‏ منفی باشند» در واقع شرایط کان- تاکر برآورده 
شده‌اند و بهینه سازی می تواند متوقف شود . اگر بعضی از ضربگرهای لاگرانژ منفی باشند» نشانگر این 
است که ضمن عدم امکان بهبود با مجموعه فعلی قیدهای فعال» این امکان وجود دارد که با حذف قیدهایی 
که ضربگرهای لاگرانژ منفی دارند» حر کت را ادامه داد. یک راهبرد این است که قید مربوط به منقی ترین 
ضربگرهای لاگرانژ را حذف کرد و محاسبه ۳ و 5 را تکرار کرد. اگر 5 غیر صفر شود. یک جست وجوی 
یک بعدی را می شود شروع کرد . اگر 8 همچنان صفر باشد و هنوز ضربگرهای لاگرانژ منفی وجود داشته 
باشد. یک قید دیگر را حذف می کنیم تا تمامی ضربگرهای لاگرانة مثبت شوند و شرایط کان-تاکر را 
برآورده سازیم . 

بعد از این که جهت جست و جو تعیین (A‏ برای بدست آوردن مقدار a‏ در معادله" Y)‏ . ۵ . ۵) یک 
جست و جوی یک بعدی Lb‏ انجام شود . بر حلاف حالت نامقید. قیدهای غیر فعال یک حد بالایی برای 


مجموعه » ها به وجود می آورند. با افزایش cor‏ بعضی از OT‏ قیدها ممکن است فعال و سپس نقض شوند . 


fr-‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۵ ؛ dings‏ سازی مقید) 


با جایگزینی هه + X;‏ = × در معادله' (۲ . ۵ .6( داریم : 


aj (X; + a8) — b; < 0, (6.6.5)‏ = رو 
پا 
a € —(aj x; - b;)/aIs = —g;(xi)/a]s . (6.0. NV)‏ 


معادله (۱۷ ۵۰ . ۵) در صورتی معتبر است که 0 > 8 87 باشد . در غیر این صورت ‏ به سبب قید [ام 
حد بالایی برای » وجود ندارد . از معادله (۱۷ ۰ ۵) برای هر قید یک So Spa‏ ز۵ dy‏ دست 


a= ay. (6.6. 1A) 


ash als 
در پایان حرکت ۰ قیدهای جدید ممکن است فعال شوند. بنابراین لازم است مجموعه قیدهای فعال قبل از‎ 
انجام حرکت جدید بهنگام شود.‎ 
AL . این نوع روش تصویر گرادیان که تاکنون ارائه شد یک تعمیم از روش تندترین کاهش است‎ 
روش تندترین کاهش ممکن است هسگرایی کندی داشته باشد . روش تصویر گرادیان را می توان په شکلی‎ 
تعمیم داد که به روشهای نیوتن با شبه نیوتن مربوط شود . در حالت نامقید» این روشها جهت جست و‎ 


جوی زیر را به کار می برند : 
s = -BVf, (5.8.14)‏ 


در حالی که B‏ وارون ماتریس هسیان f‏ یا یک تقریب از آن است. جهتی که از چنین روشی در زیر فضای 
مماس بر قیدهای فعال به وجود می آید را می توان OUS‏ داد[4] که ul y‏ است با : 


s = -Q(Q2 ALQ) QV, (6.0.Y*) 


در حالی که ر ۸ هسیان تابع لاگرانژین یا یک تفریب از آن است . 


روش تصویر OLAS‏ توسط روزن برای قیدهای غیر خطی تعمیم یافته است[9] . این روش بر مبنای 


بخش ۵.۵ : روشهای تصوی ر گرادبان و گرادبان کاهش cb‏ ۲۳۱ 


+1 
gj =0 





شکل ۵.۰۵.۱ حرکتهای تصویری و جبرانی 
حطی سازی فیدها حول Xi‏ استوار است؛ بنابراین : 
N = [Vgı(x:), Vg(xi)...., V9 (x:)] - (0.0.41)‏ 


مشکل اصلی که به سبب غیر خطی بودن قیدها به وجود می آید این است که معمولاً جست وجوی یک 
بعدی از مرز قید دور می شود. این دور شدن به سبب این است که ما در زیر فضای مماس حرکت می کنیم 
که دیگر دقیقاً مرزهای قیدها را دنبال نمی کند. بعد از پایان جست و جوی یک بعدی» روزن یک حرکت 
جبرانی برای بر گرداندن X‏ به مرز قیدها اعمال ca S‏ (شکل ۱ ۵۰ . ۵ را مشاهده کنید) . 

برای یافتن معادله ای برای حرکت جبرانی ابتدا پادآور می شود که اکنون به جای معادله" Y)‏ . ۵ . ۵) 


از تقریب خحطی زیر استفاده می کنیم : 

g(x) + Vgj (Ri - xi) . (6.06. YY)‏ = رو 
می خواهیم یک تصحیح Xi - Xi‏ در زیر فضای مماس (یعنی 0 = x)‏ — :)۳ ) چنان بیابیم که رو را به 
صفر کاهش دهد . به آسانی می توان نشان داد که : 


X; — x; = —N(NTN) 7 'ga(x:;), (6.06. YY) 


تقریب خطی است بتابراین باید تا زمانی که ga‏ به اندازه" کافی کوچک شود بی در یی به کار 345 


افزون بر نیاز به یک حرکت جبرانی» غیر خطی بودن قیدها ارزیابی مجدد N‏ در هر نقطه را ضروری 


rrr‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها dings : ۵ frai)‏ سازی مقید) 
می سازد . همچنین انتخاب یک حد بالایی برای ۰۵ که تضمین کننده عدم نقض قیدهای فعال فعلی 
است» را نیز پیچیده می کند. هاگ و آرورا" [10] روشی را که برای حالت غیر خطی مناسب تر است 
پیشنهاد می کنند . اولین مزیت روش OUT‏ این است که به جست و جوی یک بعدی نیاز ندارد . به جای آن؛ 
۵ در معادله" Y)‏ . ۵ . ۵) با در نظر گرفتن یک مقدار کاهش مشخص Y‏ در تابع هدف تعیین می شود. یعنی 


رابطه زیر را داریم : 
m 4f(xi). (5.6. YF)‏ (حبی) — f(x)‏ 
با استفاده از معادله Y)‏ . ۵ . ۵) و پا یک تقریب خطی داریم : 


at = -UC )۵.۵.۲۵( 
8 





مزیت دوم روش هاگ و آرورا ترکیب حرکتهای تصویر و جبرانی است به شکلی که 
NNTN)!g,, (5.6.Yf*)‏ - وه Xj41 =X;‏ 


که در آن از معادله های (۴ .6.0( YY)‏ ۰۵۰ ۵) و (۲۵ .۵ (O.‏ استفاده شده است . 


مثال 8.8.1 
مسأله" زیر را با استفاده از روش تصویر گرادیان حل کنید . 
,32 - ,27 - ?2 + 22 4224 2ے = f‏ 
رابه شرط ,0 > 7 - z3 + 4r4‏ + و2 + 22 = Q‏ 
,0 < 5.1 - ,1 1224 + وت + 2 = f‏ 
z, < 0, ¢=1,...,4.‏ مینیمم کنید . 
فرض کنید در نتیجه" حرکتهای قبلی از نقطه" )1,0 ,2,2( = 6 5.0 = f(xo)‏ شروع می کنیم که قید وو 
کمی نقض شده است . قید اول و قید روی ړت فعالند . با یک حرکت ترکیبی از تصوير و جبرانی شروع می 


کنیم و یک بهبود 10% در تابع هدف را در نظر می گیریم . در Xp‏ داریم : 


1) Haug and Arora 


بخش 0.0 : روشهای تصوی رگرادیان و گرادیان PPP SLA‏ 


210 294 
Nz 120 ; NTN = 9 7 1 1 
214 4 1 1 
1 6 -5 -19 
(NTNy!2—|-5 6 14|, 
ll|.19 14 73 
1 -3 1 0 2 
" 1/-3 9 -3 0 4 
Lr. INT — 5 ۳ 
0 0 0 0 -3 


جهت حر کت تصویر عبارت است از —PVf = [B/11, -24/11, 8/11, 0]T‏ = و. از آن جا که مقدار 


بردار جهت مهم نیست 8 را به شکل .]0 ,1 ,3- ,1] = sT‏ مقیاس بندی می کنیم . برای 10% بهبود در تابع 
هدف 0.1 = 7 است و از معادله YO)‏ . ۵ . ۵) داریم : 


" 0.1f 0.1x 5 


و ۷و 





= 0.0625 . 


برای حرکت تصحیحی بردار مچ مقدار 43 » را نیاز داریم» )70.1,0 ,0( = ga‏ بنابراین تصحیح برابر 


-N(NTN)"g, = Z} ¢ 7! 
110 | -7 


با ترکیب حرکتهای تصوير و جبرانی» معادله YF)‏ .۵۰ . ۵) به شکل زیر در خواهد آمد : 


2 1 4 2.026 
_j2 -3 1 ۱-۱] _ J 22 
0 0 0 0 


در نتیجه داریم 0.016 = go(x1)‏ ,0 = (6۱),و ,4.64 = fo)‏ . توجه کنید که به جای 10% کاهش به 


سبب غیر خطی بودن تابع هدف تنها 7% کاهش داریم . با این وجود» قیدهای غیر خطی برآورده شده اند . 


مثال ۵۰۵۰۳۲ 


خرپای چهار عضوی مثال Y. Y‏ ۵۰ را در نظر بگیرید . مسأله طراحی یافتن وزن مینیمم مشروط به 


buie. ۳۴‏ (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 
قیدهای تنش و تغییرمکان به شکل زیر رابطه سازی شد : 


و۷32 + 32 = f‏ 
رامشروط به 


Zi r2 


,0 < 5.73 - ,2 = وو 
,20 7.17 - 2 = بو مینیمم کنید . 


در حالی که :2 مساحتهای بی بعد زیر است : 


gon d =1,2‏ 
ا 1000P’‏ ` ` 
اولین قید نشانگر محدودیت تغییر مکان عمودی است» و دو قید دیگر قیدهای تنشند . 
فرض کنید جست و جو را از محل تقاطم 0 = :9 و0 = 99 آغاز می کنیم که در آن 11.61 = ;2« 
7.17 = 22 و 47.25 = f‏ است. گرادیان تابع هدف و دو قید فعال عبارت است از : 


vr={ Ja}. a=}, vasfi}. N= [oza 1) 

چون N‏ نامنفرد است» معادله" (۳۰۸. ۵) نشان می دهد که 0 = P‏ است . همچنین چون تعداد قیدهای 

فعال به طور خطی مستقل برابر با تعداد متغیرهای طراحی است زیر فضای مماس یک نقطه منفرد است؛ 

بنابراین جایی برای بهبود نیست . با استفاده از معادله‌های (۶ . ۳ . ۵) یا (۱۱ ۳۰ ۰ ۵) داریم : 
UN‏ 

ضریب منفی مربوط به وو بیانگر آن است که قید می تواند از مجموعه فعال حذف شود . اکنون داریم : 


_ [0.1335 
Ne best i 


مأتریس تصحیح از معادله" (۸. (B Y‏ محاسبه می شود . 


_ [ 0.6962 —0.4600 E _ [-1.29 
P = | ~0.4600 een b. ۳ { 0.854 ! ; 


5% کاهش در تابع هدف را مورد نظر قرار می دهیم و از معادله" YO)‏ .0 .6( دارم : 


بخش ۵.۵ : روشهای تصوی رگرادیان و گرادیان کاهش‌یافته — ۳۳۵ 


0.05 x 5 


دآ" 
Al‏ ]085 1.29-[ 
از آن جایی که GAS‏ در Xo‏ نقض نشده » به گام ترکیبی تصویر و تصحیح نیازی نداریم ‏ و داریم : 


5 FEI -129| _ f 10.34 
xı = Xo + a = ) 7.17 ۱ +0.988 { 0.854 ۱ x: { 8.01 ) . 
اگر خطر‎ s نقضص سده است‎ ga روشن است که‎ ۰ g(xi) = —0.0382 «f(xi) = 44.89 در 1× داریم‎ 


نقض شدن آن وجود داشت باید با استفاده از معادله (۱۷ ۰ "را محدود می کردیم . نقض AS‏ غير 


= 0.988 . 


خحطی تعجب آمیز نیست؛ و اندازه" آن نشان می دهد که در حرکت بعدی کاهش گر را در نظر بگیریم . در :2 


_ op. _ [0.1684 
وان‎ WELT ue 


ماتریس تصوير به شکل زیر محاسبه می شود . 


0.4806 —0.4996 - _ f - 0.5764 
ds ry reda RIA -l 2o] 


به سبب نقض شدن. کاهش f‏ را با 25% در نظر می گیریم بنابراین 


dm 0.025 x “= = 162.‏ 
3 { ]0.599 0.567-] 
به یک تصحیح هم به سبب نقض 455 (0.0382- = (ga‏ نیاز داریم . 
E = 0113 |‏ 
همه" اینها با هم به شکل زیر خواهد بود : 


e NNT ORL 0.576 | ر‎ ] 0.1181 - 9.52 
SRE ERR RIE ={ ix] Le [ oos ons) = a) 


- gı(X2) = —0.0328 : f (x2) = 44.32 و داریم‎ 


Tre‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵ : بهینه سازی مفید) 
طراحی بهین واقعی عبارت است از )9.464 ,9.464( = f(x) = 44.78 ex?‏ © بنایراین بعد از 
دوچرخه به طراحی بهین کاملاً نزدیک هستیم . * oe‏ 


۶ روش جهتهای قابل ثبول 

روش جهتهای قابل قبول[11] در مقایسه با روش تصویر گرادیان قلسفه متضادی دارد . په جای دتبال 
کردن مرز (oa‏ سعی می کنیم تا حد امکان از آنها دور بمانیم. یک چرخه" روش جهت قابل قبول 
معمولاً از مرز ناحیه" قابل قبول شروع می شود (اگر قیدی فعال نبود برای به وجود آوردن جهت از فنون 


بهینه سازی نامقید استماده می شود) ; 


=0 
82 VEz ۱ع‎ 20 


- Vf 
شکل ۱ .۵.۶ انتخاب جهت جست وجو با استفاده از روش جهتهای قابل قبول‎ 


شکل ۵۰۶۰۱ را در نظر بگیرید . در نتیجه" حرکت قبلی» طراحی در X dad‏ است و دنبال جهتی Jub‏ 
5 می گردیم که × را در ناحیه قابل قبول نگهدارد و تابم هدف را پهبود بخشد . یک بردار در صورتی به 
عنوان یک جهت قابل قبول تعریف می شود که دست کم یک گام کوچک بتواند در امتداد آن بر داشته شود 
که بی درنگ ناحیه" قابل قبول را ترك نکند. اگر قیدها هموار باشند در صورتی این کار محقق می شود که 


داشته باشیم : 
)۵.۶.1( +6۸ زر s'Vg;»0,‏ 


در حالی که L4‏ مجموعه قیدهای بحرانی در × است . جهت S‏ جهتی قابل استفاده در نقطه × است JS‏ 


بخش ۵.۶ : روش جهتهای قابل قبول ۲۳۷ 
افزون بر این داشته باشیم : 
g <0. )۵ ۰.۶ . Y)‏ لو - 87۷ 
یعنی » 5 جهتی است که تابع هدف را کاهش می دهد . 
از میان تمامی گزینه های جهتهای قابل قبول و قابل استفاده دنبال جهتی می گردیم که از جهاتی بهترین 
باشد . دو معیار برای انتخاب یک جهت داریم. از طرفی می خواهیم تابح هدف تا حد ممکن کاهش یابد و 
از طرف دیگر می خواهیم تا حد ممکن از مرز قید دور بمانیم . چنین چیزی با مسأله ماکزیمم سازی زیر 


تعریف می شود. 
B‏ 
gels, abl‏ ,€0 6,8 + رو۷ لو - 
T 8; >0,‏ 
s Vf + so, ra )۵۰۶ .۳(‏ 
Is] > 1.‏ ماکزیمم AES‏ 


ز8 اعداد مثبتی هستند که عاملهای اسوق دهنده؟ نامیده می شوند زیرا مقدار آنها نشانگر میزان دوری 
حرکت × از مرز قیدهاست . مقدار 0 و0 سبب حرکت مماسی مرز قید ژام است» و بنابراین می شود 
برای یک قید خطی مورد توجه باشد. مقدار بزرگی برای ;0 سبب می شود زاویه' بزرگی بین مرز قید و 
جهت حر کت باشد. و بنابراین می تواند برای یک قید بسیار غیر خطی مورد استفاده قرار گیرد . 

SL‏ بهینه سازی تعریف شده با LY) dolo‏ ۶ . ۵) خطی است و می توان آن را با الگوریتم سیمپلکس 
حل کرد. اگر 0 > mas‏ باشد» یک جهت قابل قبول قابل استفاده را یافته ایم . اگر داشته باشیم 0 = Bmaz‏ 
می توان نشان داد که شرایط کان- SU‏ برآورده شده اند . 

زمانی که یک جهت جست و جو پیدا شد انتخاب اندازه" گام معمو لا بر اساس میزان کاهش در تابع 
هدف انجام می شود (با استفاده از معادله" (۲۵ . ۵ . ۱۵) . اگر در پایان گام قیدی فعال شود تا زمانی که 
۶ 8۳ منفی باشد» حر کت را در همان جهت ادامه می دهیم . چرخه بعدی را زمانی آغاز می کنیم که × به 
مرز قیدها بر حورد cans‏ یا اگر ‏ در داخل ناحیه" قابل قبول است جهت را پر اساس یک روش نامقید 
بدست می آوریم . در نهایت اگر بعضی از قیدها نقض شده باشند» بعد از گام اولیه »را براساس مقدار 


نقض قید تعیین می کنیم . روش جهتهای قابل قبول در برنامه" مشهور کان مین (CONMIN)‏ ارائه 


۳۳۸ مبانی بهبنه سازی سازه ها (فصل ۵ : بهینه سازی مقید) 


شده است|۱2] ۰ 
مثال ۵.۶.۱ 


خرپای چهار عضوی YOU‏ ۵۰۱۰ را در نظر بگیرید . مسأله یافتن طراحی وزن مینیمم مشروط به 
قیدهای تنش و تغییر مکان به شکل زیر رابطه سازی شد : 


و۷32 + 32 = Í‏ 
را مشروط به 0 
Ti I2‏ 


p= zı - 5.73 < 0, 


AS مینیمم‎ 93 = x2— 7.17 < 0, 


n= AE i212 
'— 1000P ' PS 


اولین قید بیانگر حدی روی تغییر مکان 5a ae‏ 6 و دو قید دیگر بیانگر قیدهای تنش هاست . 
فرض کنید جست و جو Ny‏ محل تقاطع 0 = 991 0 = وو یعنی )11,61,7.17( = ×و 
f = 5‏ شروع کنیم . گرادیان eU‏ هدف و دو قید فعال دیگر عبارت است از : 


با انتیخاب 1 = و8 = ۰8 می بینیم که معادله" )6.97.1( عبارت است از : 
B‏ 
را مشروط به ,0 < 8 + 0.202159 — ,0.13355 — 
,0 > 0 + وو - 
,0 > 8 + وو ۷/3 + رو3 
,1< و9 > 1 سس 
1.۰ > وو > 1 - ماکزیمم AS‏ 
جواب این برنامه ریزی خحطی عبارت است از 1 = s2‏ ,0.6172— 
یک بعدی را محاسبه کنیم . 


= رو و اکنون باید جست وجوی 


x, =f 161), „f -0.6172 
1 ) 7.17 1 i 


بخش ۵.۶ : روش جهتهای قابل قبول ۰ ۳۳۹ 





5.6 7 8 9 10 11 12 1 


از آن جا که تابع هدف خطی است. این جهت تا بی نهایت یک جهت کاهشی باقی می ماند» و ۾ تنها 
با یود محدود خواهد شد. شرط این که ga‏ نقض نشود به 9.527 = «a‏ 5.73 = ۰2 16.7 = و2 
می انجامد که 91 را نقض می کند . چون :9 غیر خطی است» می بینیم هر چند که حرکت را با دور شدن از 
آن آغاز کرده ایم مجدداً به آن برخورد می کنیم (به شکل ۰۲ ۵۰۶ مراجعه کنید) . می توان به آسانی دید که 
برای 5.385  <‏ فید 91 نقض خواهد شد, بنابراین 5.385 = a‏ گیریم و داریم 8.29 = Gn‏ 
f = 46.62 «23 = 6‏ . 


برای چرخه" بعدی تنها یک قید فعال داریم 
3 [ - 019 _ 
Va = tosis vi-lÀ|‏ 
برنامه ریزی خطی بدست آوردن 8 عبارت است از : 


B 
— 0.26195, — 0.06595; + 8 <0, u را مشروط‎ 
وو ۰/3 + رو3‎ + 0 > 0, 
1ب‎ > 8 Sl, 
و > 1 - ماکزیمم کنید‎ <1. 


ae‏ مبانی dings‏ سازی سازه‌ها (فصل ۵ : بهینه سازی مقید) 
جواب برنامه ریزی خطی عبارت است از 0.5512 = 81 1[ — = وه ؛ بنابراین جست و جوی یک 


بعدی عبارت است از : 
0.5512 9 ]. 
fs‏ 1- + اج )ده 
این بار نیز 0 با قیدها محدود می شود. حد بایینی وت نشان می دهد که 5.35 > ۰ است. با این 
وجود. قید 9 بحرانی تر است می توان OLAS‏ داد که برای 4.957 Ad a»‏ نقض می شود بنابراین 


f = 46.22 «2$ = 7.60. «7; = 11.02 «a = 4.957‏ انتخاب می کنیم. فضای طراحی و دو چرخه 
در شکل ۲ . ۶ .۵ شان داده شده اند . ۰۰ ه 


۷ روشهای نابع جریمه 

زمانی که بحران انرژی در میانه" قرن هقدهم اتفاق افتاد» کنگره ایالات متحده برای کاهش مصرف 
سوخت خودروهای آمریکائی قانونی را به تصویب رساند . نهایت مصرف سوخت طی 70 ۲۷مایل به ازای 
یک گالن برای خودروهای جدید در سال ۱۹۸۵ بود. به جای این که کنگره تنها این قانون را بگذراند» یک 
رویکرد تدریجی را در پیش گرفت به این ترتیب که هر سال یک حد اعمال کرد تا مصرف را از متوسط 
حدود ۱۴ مایل طی مسافت برای هر گالن به مقدار نهایی بالا بیاورد . بنابراین حد عبارت بود از ۲۶ برای 
۴ ۰ ۲۵ برای ۰۱۹۸۳ ۲۴ برای ۱۹۸۲و غیره. افزون بر coul‏ حد مطلق 3 62 و به ازای نقض هر 
۱ مایل طی مسافت در گالن» ۵۰دلار جریمه تعلق می گرفت . 

این رهیافت که شرکتهای خودروسازی را مقید می کند که اتوموبیلهای با مصرف سوخت کمتر تولید 
کنند دو جنبه" مهم دارد. اول. با اعمال قانون جریمه متناسب با میزان نقض به جای حد مطلق دولت به 
شرکتهای خودروساز انمطاف پذیری بیشتری می دهد . مفهوم این کار این است که آنها می توانند یک 
جدول زمانی را در پیش گیرند که نزدیک به زمانهای دولت باشد بدون آن که با صلبیت به آن چسبیده 
باشند . دوم» رهیافت تدریجی اجبار را از نظر سیاسی ساده تر می سازد . اگر دولت یک دفعه حد نهایی را 
تنها برای سال ۱۹۸۵ اعلام کند» در سال ۱۹۷۰ کسی به قانون توجه نمی کند . آن گاه هر چه سال ۱۹۸۵ 
نزدیکتر شود شتاب برای ارائه خودروهای با سوخت با صرفه تر زیادتر می شود . تلاشهای شتابزده می تواند 


هم به طراحی خودروهای غیر بهینه بینجامد و هم سبب اعمال فشار برای تأخیر در اعمال قانون شود. 


بخش ۵.۷ :روشهای تابع جریمه — ۲۵۱ 

قانون سوخت کمتر مثالی است که در آن قیدهای عملکرد یا فعالیتهای اقتصادی از راه جریمه‌هایی 
اعمال می شود که میزان آن به درجه نقض قید بستگی دارد . بدیهی است که این رهیافت ساده و جالب 
کاربردهایی در بهینه سازی مقید داشته باشد . به جای اعمال قیدهاء آنها را با جریمه‌هایی جایگزین می کنیم 
که به میزان نقض قیدها بستگی داشته باشد . این رهیافت به سبب این که مسأله بهینه سازی مقید را به یک 
مسأله" نامقید تبدیل می کند» مورد توجه است . 

جریمه ای که مربوط به نقض قید می شود باید به اندازه" کافی بزرگ باشد تا قیدها تنها کمی نقض شده 
باشند . با این وجود» همچنان که در ارتباط با اعمال ناگهانی جرایم در زندگی روزمره؛ مسائل سیاسی 
وجود داشت. در بهینه سازی عددی نیز چنین کاری دشواریهای عددی دارد. به این سبب یک رهیافت 


تدریجی شروع با جرایم سبک و افزایش تدریجی آنها را انتخاب می کنیم . 


۱ .۵2 تابع جریمه خارجی 

تابع جریمه خارجی برای نقض یک قید جریمه ای را در نظر می گیرد . عبارت #خارجی! به این حقیقت 
بر می گردد که جرایم تنها در خارج از ناحیه" قابل قبول اعمال می شوند . مشهورترین تابع جریمه" خارجی 
تابعی است که جریمه آن متناسب با مجذور یک نقض است. یعنی مسأله" مینیمم سازی مقید 


(6. ۱( معادله‎ 
f(x) 
h(x)20, i2l,..:41, رامشروط به‎ 
مینیمم کنید‎ g(x) < 0, j=1,..., ng, )۵ ۰۷ .۱( 


با مسأله" مینیمم سازی 


Na ng 
é(x,r) = f(x) +۲ h(x) +r J, > رو‎ < 
e1 j=l )۵ .۷ . Y) 
TIUS... ۲ — CO, 
است ۰ جایگزین می شود . برخورد با عبارتهای‎ max (a, 0) يا‎ a نشانگر بخش مثبت‎ > a < که در آن‎ 
نامساوی و برخورد با عبارتهای تساوی متفاوت است زیرا جریمه تنها برای نقض قید اعمال می شود.‎ 


gle ۳‏ بهینه‌سازی سازه‌ها (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 
حصول اطمینان از نقض شدن قید منطقی به نظر برسد . ولی چنین رهیافتی. همجنان که قبلا بیان شد» 
مشکلات عددبی به بار می آورد که بعداً در یک مثال تشریح می شود . په جای این کار» مینیمم سازی با یک 
مقدار نسبتأً کم r‏ شروع شده و مقدار آن کم کم افزایش می یابد. یک مقدار معمول برای :۱/۳+:۳ 5 
است . یک نمودار معمولی OCX, T)‏ بر حسب تابع r‏ برای یک مثال ساده در شکل ۱ ۰ ۷ oL‏ داده شده 


۲ 





1 


7 - 4 < 0 تابع جریمه خارجی برای 0.52 = ] مشروط به‎ V. ۱ Js 


می بینیم Cr NLS‏ مینیمم ې به مرز قید نزدیکتر می شود . انحنای ې در نزدیک مینیمم نیز افزایش 
می یابد . همین مقدار بالای انحنای مربوط به مقادیر بالای ج است که اغلب مشکلات عددی را به وجود 
می آورد . با در نظر گرفتن رشته ای از ‌هاء از مینیمم هایی که برای مقادیر کوچک ‏ بدست آمده برای 
نقاط شروع جست و جو با مقادیر بزرگ r‏ استفاده می کنیم . بنابراین؛ شرایط بدخیم عددی مربوط به 
انحنای بزرگ با در دسترس بودن یک نقطه" شروع خوب متعادل gt‏ شود . 

بر اساس نوع مقیاس بندی A‏ که در asla )۵ . Y) Wales‏ شده. می توان یک مقدار اولیه" منطقی برای 
ضریب جریمه م انتخاب کرد. یک راه ساده این است که شخص با مقدار کل جریمه برابر با مقدار تابع 
هدف برای نقض قید 50% محدوده های پاسخ شروع کند . در بیشتر مسائل بهینه سازی» تعداد کل قیدهای 
فعال برابر و یا کمی کمتر از تعداد متغیرهای طراحی است . فرض کنید با نقض یک چهارم قیدهای فعال 
نهایی در حدود 50% (یا 0.5- = و) شروع کنیم . آن گاه داریم : 


f(xo) 


f(xo) © ro (0.5), E )۵ ۰۷ .۰۳( 


بخش ۵.۷ : روشهای تابع جریمه ‏ ۲۵۳ 
به دست آوردن یک نقطهٴ شروع خوب. برای شروع مجدد بهینه سازی با های افزایش یافته» نیز مهم 
است . مینیمم بهینه سازی قبلی برای ۶ یک نقطه شروع معقولی است. اما شخص می تواند کار بهتری 
انجام دهد . فیاکو و مکورمیک" ]13[ نشان دادند که موقعیت مینیمم d(X r)‏ وقتی مه ¬ T‏ می رود 


مجانب زیر را دارد 
x'(r) = a+ b/r 4۵ ۰۷ . F)‏ 


زمانی که بهین برای دو مقدار r‏ مثلاً pri]‏ :۴ بیدا (A‏ بردارهای و و b‏ را می شود حدس 635 و 
مقدار x* (r)‏ مقادیر بعدی ۳ را پیش بینی می کند . به آسانی می توان دید که به منظور برآورده ساختن 


معادله(۴ V.‏ .6( و و b‏ به شکل زیر خواهند بود. 


E cx"(ri-1) m x'(ri) 


^ 6۵ ۰۷ . ۵( 
ع‎ - 1 
b [x' (rii) — a] ria. 
دز حالی که‎ 
c= ۳۱-۰ ۰ 4۵ ۰.۷ .۶( 


معادله (۴ . ۰۷ ۵) افزون بر پیش بینی یک مقدار خوب برای متغیرهای طراحی برای شروع مجدد 
بهینه سازی برای مقدار بعدی» معیار همگرایی مقید 


|x" - all > ۰, )۵ ۰۷ ۰ V) 
حدس زده می شود و 6۱ مقدار رواداری (تلرانس) است که‎ r را به ما می دهد که در آن و از دو مقدار آخر‎ 
EORR PE سیت به‎ 

معیار همگرایی دیگر بر اساس مقدار عبارت جریمه قرار دارد که همچنان که در Y JU»‏ ۰ ۷ شان 


داده شد» با میل ‏ به سمت بینهایت به طرف صفر میل می کند . بنابراین؛ یک معیار همگرایی معقول 


1) Fiacco and McCormick 


far‏ مبانی بهینه سازی مازه ها (فصل ۵ : بهینه سازی مقید) 


sa (5.V.AÀ) 


در نهایت : معیار همگرایی دیگری بر اساس تغییر مقدار تابح هدف در مینیمم» c f"‏ نیز استفاده می شود. 


f'(r) — f'(rii) 


<0. )۵ ۰۷ . ٩( 
f*(ri) = 








یک مقدار معمول برای 61 و ۰62 0.001 است. 


هنال ۵۰۷۰۱ ۱ 
تابع و102 + 27 = f‏ رابا شرط 4 = رع + 2 مینیمم کنید . داریم 


z? + 102} + r(4 - z1 — 22)".‏ = ه 


گرادیان ۷۵ برایر است با 


_ J 2i (14 r) + و2۳2‎ — 8r 
~ | 222)10 + r) + 2۳2 — 8r | ` 


با مساوی صفر قرار دادن گرادیان داریم : 
ی ی 
Ur’ ۶ 10411r `‏ 104 ' 


جواب به عنوان تابعی از در جدول ۱ . ۵.۷ نتان داده شده است . 


جدول ۵۰۷۰۱ مینیمم‌سازی ۵ با ضرایب جریمه" مختلف 


r zi و‎ f $ 
1 1.905 0.1905 3.992 7.619 
10 3.333 0.3333 12.220 13.333 
100 3.604 0.3604 14.288 14.144 
1000 3.633 0.3633 14.518 14.532 


دیده می شود که با افزایش n‏ جواب به جواب دقیق )3.636,0.3636( = ۰27 14.54 = Soa f‏ | 


می شود . همگرایی با کم شدن فاصله بین تابع هدف و تابع شناسه ف مشخص می شود. هسیان p‏ عبارت 


بخش ۵.۷ : روشهای تابع جریمه ۳۵۵ 


_ | 2 + ۳ 2r 
E = | 2r is 


با افزایش ˆ ماتریس بدخیم تر می شود زیرا تمامی درایه ها تقریباً م2 می شوند . بدخیمی ماتریس 
هسیان برای slar‏ بزرگ اغلب هنگامی اتفاق می افتد که تابع جریمه خارجی استفاده شود» و می تواند 
برای مسائل بزرگ مشکلات عددی به بار بیاورد . 

می توانیم برای آزمایش روش برون پابی معادله Y)‏ . 6۵۰۷ از جدول ۰۱ ۵۰۷ استفاده کنیم . به 


عنوان مثال با مقادیر 1 ٣ہو‏ 10 = Cr‏ از معادله" (۰۵ ۰۷ ۵) داریم : 


۳ 0.1x'(1)— x'(10) f 3.492 
V —0.9 7 |0.3492 | ° 


b-x()-a-| pop l 


—0.0159 


اکنون برای یافتن یک نقطه شروع برای بهینه سازی برای 100 r=‏ می توانیم از معادله Y)‏ . ۰.۷ ۵) استفاده 


a + 0/100 = )3.490,0.3490(7 , 


که به 3.604,0.3604)7( = )100( x'‏ بسیار نزدیکتر است تا 0.3333)7« 3.333( = e e © , x*(10)‏ 


۲ ۷۰ . ۵ توابع جریمه داخلی و داخلی گسترش بافته 

در تابع جریمه" خارجی 6 قیود تنها زمانی در جملات جریمه شرکت می کردند که نقض می شدند . در 
نتیجه» طراحی در ناحیه؛ غير قابل قبول حرکت می کند. اگر قبل از ایسن که م خیلی بزرگ شود 
مینیمم سازی قطع شود (مثلاً به سبب کمبود منابع رایانه ای)» طراحی های حاصل ممکن است بی استفاده 
باشند . وقتی تنها فیود نامساوی وجود دارند» این امکان و جود دارد که یک تابع جریمه داخلی تعریف کرد 
که طراحی را در ناحیه؛ قابل قبول نگهدارد. شکل عمومی روش جریمه" داخلی» مسأله مقید با قیدهای 
نامساوی 


rôf‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵ : dings‏ سازی مقید) 


f(x) (6.v. Y) 
باشد‎ g(x)20, j=l... ng, SAS را چنان مینیمم‎ 






رابا مینیمم سازی 
(x, r) = f(x) +r 1/90,‏ 
j=l (O.¥.\\)‏ 
y focus r0, ri»0.‏ 
تعویض می کند . 
P(x, r) ۱‏ 
(x, 1) = 0.5 x + 3‏ 
f(x) = 0.5 x‏ 


شکل Y‏ ۷ .۵ تابع جریمه' داحلی برای 0.57 = f(x)‏ با قید 0 < 4 - z‏ 


جمله جریمه با زو/1 متناسب است و در مرز ناحیه" قابل قبول بسیار بزرگ می شود و در آن جا یک مانع 


ایجاد می کند (روشهای تابع جریمه داخلی؛ گاهی روشهای مانم نامیده می شوند) . فرض می شود که 


جست و جو در ناحیه" قابل قبول محدود می شود. در غیر این صورت » جریمه منفی می شود که معنی دار 


يست . شکل V. Y‏ ۵۰ کاربرد تابع جریمه داخلی را برای مثال ساده ای که برای تابع جریمه خارجی در 


شکل ۰.۷۰۱ ۵ استفاده شد را نشان می دهد. افزون برتابع جریمه وارون تعریف شده در معادله 


1 ۰ ۷ 4۵ از تابع جریمه داخلی لگاریتمی نیز استفاده می شود 


d(x,r) = f(x) - S^ (مد)رواوه!‎ ‘ (O.¥. Y) 


j=l 


بخش ۵.۷ :روشهای تابع جریمه ‏ ۳۵۷ 

در حالی که تابع جریمه داخلی از نظر این که رشته ای از طراحی های قابل قبول به وجود می‌آورد بر 
تابع جریمه" خارجی برتری دارد» da‏ شروع قابل قبولی نیز احتیاج دارد . متأسفانه. در بیشتر مواقع پیدا 
کردن چنان طراحی شروع قابل قبولی دشوار است . همچنین» به خاطر استفاده از تقریب (به فصل ۶ 
مراجعه کنید) » گاه به گاه افتادن در “QU‏ غير قابل قبول در فرایند بهینه سازی SUS‏ عادی است . plea‏ 
این دلایل « استفاده از ترکیبی از توابع جریمه داخلی و خارجی که تابع جریمه داخلی گسترش ably‏ نامیده 
می شود برتری دارد. یک نمونه از اين توابع› تابع جریمه داخلی گسترش یافته درجه دوم هفتکه و 
استارنز' ]14[ است . 


۵, r) = f(x) rp). 0 
۲ = TQ. es ri — 0, 
که در آن‎ 


= for 9; > 90 
po) = Ls - 3(9;/90) + (9;/90)"| for :و‎ > qo. YP 


به آسانی می توان دید که p(9j)‏ تا دو بار مشتو مشتق گیری بیوسته است . پارامتر انتقال 90 که مرز بین قسمت 
داخلی و خارجی جملات جریمه را تعریف می کند باید چنان انتخاب شود که وقتی r‏ به سمت صفر chet‏ 
می کند جریمه" مربوط به cA‏ (ز۰۳۳)9 برای 9j‏ منفی به سمت بی نهایت میل کند . این شرط یعنی لازم 


است که داشته باشیم 
agro. )۵ ۰۷ . ۱۵(‏ همچنان که r/g ¬ oo,‏ 
با انتخاب 90 به شکل 
go = cr, (b.v. M9)‏ 


که در آن » یک عدد ثابت است به این هدف می توان رسید . 
در توابع جریمه داخلی و داخلی گسترش یافته» وارد کردن قیدهای تساوی نیز امکان پذیر است . به 
Ul pe‏ مثال» تابع جریمه داخلی daba‏ (۱۱ ۰ ۷ . ۵) به شکل زیر گسترش می پابد : 


1) Haftka and Starnes 


POA‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵: dings‏ سازی مقید) 


۵),۲( = f(x) + r ۰ Mox) + 171^ Y wx), )۵ ۰.۷ ۰۱۷( 
j=l 


i=l 


T << f2 r—=0. 





f(x) 20.5x 


شکل ۵.۷۰۳ تابع جریمه داخل یگسترض «ib‏ برای :0.5 = (2)/با قید 0 < 4 - g(r) =z‏ 
ملاحظات انتخاب مقدار اولیه ‏ مشابه آنچه در تابع جریمه خارجی بیان شد می باشد . یک انتخاب 
معقول برای تابع جریمه داخلی که به ۸/4 قیدهای فعال در 0.5 = و (یعنی 50% حاشیه برای قیدهای 
نرمال شده مناسب) نیاز دارد به جریمه ای کلی برابر با تابع هدف می انجامد . با استفاده از معادله 


(۱۱ . ۷ ۵ داریم : 


f(x) = rid یا‎ r = 2f(x)/n. 


=r, lı r= fofi). 


مقدار شروع منطقی برای 90 برابر است با 0.1. مانند تابع جریمه خارجی» بدست آوردن یک عبارت 


برای مختصات مجانب (هنگامی که 0 + ”می رود) مینیمم ۵ امکان پذیر است [10] 


بخش ۵.۷ : روشهای تابع جریمه  fà4‏ 


x'(r) = a + ۶, r +0, (O.¥. SA) 


f'(r) = a + ۶, r+0. 3 


cb «a‏ ۾ و Lb‏ می توان وقتی مینیمم سازی برای دو مقدار r‏ انجام شد حدس زد. به عنوان مشال» 
تخمین ھ و b‏ عبارت است از : 
ox (rii) - x*(ri)‏ _ 


cl/2 — 1 i 
x" (و-:۳)‎ —a 


1/2 , 
7-1 


(O.¥.44) 
b= 
مانند حالت تابع جریمه خارجی» این عبارات رامی شود برای‎ LENT € z rijri در حالی که‎ 


آزمایش همگرایی و برون یابی به کار برد . 


۳ .۷ ۰ ۵ مینیمم سازی نامقید با توابع جریمه 

توابع جریمه یک مسأله مینیمم سازی مقید را به نامقید تبدیل می کنند . ممکن است چنین به نظر برسد 
که اکنون ما باید برای مسأله مینیمم سازی نامقید » بهترین روشهای موجود مانند روشهای شبه نیوتن را 
استفاده کنیم . چنین الزامی وجود ندارد. جملات جریمه سبب می شوند که تابم d‏ در نزدیکی مرز قید 
انحنای زیادی داشته باشد» هر چند انحنای تابع هدف و قیدها کوچک باشند . این اثر سیب محاسبه 
تقریبی ارزانتر ماتریس هسیان می شود؛ بنابراین می توانیم روش نیوتن را بدون تحمیل هزینه بالای محاسبه 
مشتقات دوم قیدها استفاده کنیم . این کار بسیار پر جاذبه تر از استفاده از روشهای شبه نیوتن (که در آن 
هسیان نیز بر اساس مشتقات اول تقریب زده می شود) است؛ زیرا یک تقریب خوب با یک تحلیل تنها 
بدست می آید و نه با حرکت که در روش شبه نیوتن لازم است . به عنوان مثال» تابع جریمه خارجی را 
در نظر بگیرید که در مورد قیدهای تساوی به کار می رود. 

dx, r) = f(x) +r o MG). (8.V.Y*) 

i=l 


مشتقات دوم عبارت است از : 


0? Ohi Ohi | 8h; 
—— ۵ ۷ ۱ 
0202 s 2? : (a Qr, وه‎ | ` ( 





fs.‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵ : dings‏ سازی مقید) 

به سبب این که قید تساوی hy‏ به صفر نزدیک است به ویژه برای مراحل بعدی بهینه regio‏ بزرگ)» 
می توان جمله آخر در معادله (۰۲۱ ۰.۷ ۵) را حذف کرد . برای مقادیر بزرگتر م می توانیم اولین جمله را نیز 
حذف کنیم . بنابراین می توانیم مشتقات دوم gh‏ را بر حسب مشتقات اول قیدها محاسبه کنیم . در دسترس 
بودن مشتقات دوم با هزینه" ce S‏ استفاده از روش نیوتن را امکان پذیر می نماید که در آن تعداد چرخه‌ها 
Y pana‏ مستقل از تعداد متغیرهای طراحی است . از طرف دیگر» روشهای شبه نیوتن و گرادیان مزدوج به 
تعداد چرخه ای متناسب با تعداد متغیرها JU‏ دارند . بنابراین» کاربرد روش نیوتن وقتی تعداد متخیرهای 
طراحی زیاد است جذاب تر می شود. کاربرد روش نیوتن با تقریب مشتقات دوم بالا به عنوان روش 
گوس- نیوتن' شناخته می شود. 


é(x,7) = f(x) +r 1/9۰, )۵ ۰۷ . ۲۲(‏ 
j=l‏ 
و مشتقات دوم عبارتند از : 


af "Ya CE d). Gv. m‏ و0 


02602, E Ox,Oz, i e: OH Ox, Or; 7) 02,07, 





اکنون بحث حذف اولین و آخرین جمله در معادله (۲۳ ۰ ۰۷ ۵) طولانی تر است . ابتدا مشاهده می کنیم که 
به سبب جمله" 1/99 مشتقات دوم تحت غلبه قیدهای بحرانیند ( 9j‏ کوچک). برای این قیدها جمله" 
آخر در معادله (۲۳ (O. V.‏ در مقایسه با جمله مشتق اول قابل صر فنظر کردن است زیرا gi‏ کوچک است . 
در نهایت» می توان از معادله VA)‏ ۰ ۰۷ ۵) نشان داد که ۲/97 برای قیدهای فعال با میل r‏ به طرف صفر به 
طرف بی نهایت میل می کند » بنابراین در معادله TY)‏ . ۰۷ ۵) از جمله اول در مقایسه با جمله دوم می توان 
صر فنظر کرد. بحث مشابهی می تواند برای توابع جریمه داخلی گسترش il‏ نیز به کار رود[14]. 
توانایی روش گوس- نیوتن برای طراحی یک بال با نسبت ظاهر بالا که از مواد مرکب ساخته شده (به 
شکل ۴ . ۵۰۷ نگاه کنید) و تحت قیود تنش و تغییر مکان است در مرجع[14] نشان داده شده است . 
جعبه سازه ای بال با یک مدل اجزای محدود با ۶۷ گروه و ۲۹۰ جزء محدود مدل شده است . تعداد 


متغیرهای طراحی که ضخامت اجزای مختلف را کنترل می کنند از ۱۳ تا ۱۴۶ تخییر می کند . اثر تعداد 


1) Gauss- Newton 


بخش ۵.۷ : روشهای تابع جریمه ۰ ۲۶۱ 





شکل Y‏ ۵.۷۰ شکل مستو یآترودینامیکی و جعبه سازه ای برای بال با نسبت ظاهر YU‏ از مرجع[14] 


جدول ۲ V.‏ .۵ نتایج مطالعات بال با نسبت ظاهر بالا 


جرم نهائی تعداد کل تعداد JS‏ مینیمم > تعداد متغیرهای 
kg‏ تحلیل ها سازه های نامقید rrr:‏ طراحی 

13 142 4 21 887.3 
25 217 4 19 869.1 
32 293 5 22 661.7 
90 460 5 25 658.2 
74 777 5 28 648.6 
146 1708 5 26 513.0 


متغیرهای طراحی روی تعداد چرخه ها (تحلیل ها) در جدول Y‏ . ۰۷ ۵ نشان داده شده است . دیده می شود 
که تعداد چرخه ها به ازای هر مینیمم سازی نامقید تقریباً ثابت است (حدود پنج) . در روش شبه نیوتن 
انتظار می رود این عدد برابر با تعداد متغیرهای طراحی باشد. 

به سبب انحنای تیز ف در نزدیکی مرز قید» مناسبتر است که از یک جست و جوی خط ویژه با توابع 


جریمه نیز استفاده شود[15]. 


۳۴ . ۵ برنامه ریزی عدد صحبح با توایع das p>‏ 
تعمیمی از رهیافت تابع جریمه توسط شین ' و دیگران[16] برای مسائل بامتفیرهای طراحی با مقادیر 


D Shin 


rer‏ مبانی بهینه سای سازه ها (فصل ۵ : بهینه سازی مقید) 
گسسته پیاده شده است . این تعمیم بر اساس معرفی جملات جریمه" اضافی در تابع هدف افزایش یافته 


: است تا مقادیر گسسته گرفتن متغیرهای طراحی را منعکس کند . این مقادیر گسسته عبارتند از‎ O(x, r) 
z; € X; = (da, di, ..., du), i € Ia, )۵ .۷ . YF) 


که در Tg Ul‏ مجموعه متغیرهای طراحی است که تنها می تواند مقادیر گسسته بگیرد. و Xj‏ مجموعه 
مقادیر گسسته" مجاز است . دقت کید که می شود متغیرهای مختلفی مجموعه مجاز یکسانی از مقادیر 
کسسته داشته باشند . در این حالت» تابع هدف افزايش یافته که به سبب قیدها و مقادیر گسسته متغیرهای 
طراحی شامل جملات جریمه است به شکل زیر تعریف می شود : 
d(x,r, 8) = f(x) +r Y plas) +s S valai) » )۵ ۰.۷ . ۲۵(‏ 
j=l iel‏ 

که در آن 8 ضریب جریمه برای مقادیر غیر گسسته متخیرهای طراحی» و Wali)‏ جمله جریمه برای 
مقادیر غیر گنسته 1 امین متغفیر طراحی است . شکلهای مختلفی از توابم جریمه گسسته امکان پذیر است . 
در مرجع [16] فرض شده که جملات جریمه" Vari)‏ شکل تابع سینوسی زیر را می گیرند. 


2۳]: ~ (dir + [(و34‎ 


walz;) = : (sn + 1) : di > 7 > di(j41) . 6۵.۷ .۲۶( 
2 dij41) — dij 


هنگام جریمه متغیرهای طراحی با مقادیر غیر گسسته توابع Wales)‏ پیوستگی مشتقات اول تابع 
افزایش یافته را در مقادیر گسسته متغیرهای طراحی تضمین می کنند . سطوح پاسخی که توسط معادله 
YO)‏ . ۰.۷ ۵) تولید شده» بر اساس مقادیر ضرایب جریمه ج و و بدست آمده اند . بر حلاف ضریب که 
در ابتدا polis‏ بزرگ داشته و با حرکت از یک چرخه به چرخه دیگر افزایش می یابد» مقدار ضریب و در 
ابتدا صفر است و به تدریج افزايش پیدا می کند . 

یکی از عوامل مهم در کاربرد روش ارائه شده» مشخص کردن زمان فعال کردن و و چگونگی افزایش 
آن برای بدست آوردن طراحی بهین گسسته است . روشن است که اگر مقدار اولیه و خیلی بزرگ باشد 
و زودتراز موقع مناسب در فرایند طراحی وارد شود متغیرهای طراحی در جایی به غیر از مینیمم فراگیر 
محصور می شوند و به یک جواب زیر بهین می انجامد . برای جلوگیری از این اتفاق» ضریب و باید بعد 


از بهینه سازی سطوح پاسخ متعدد که تنها جملات جریمه قید را شامل می شود فعال شود . در حقیقت» 


بخش ۵.۷ :روشهای تابع جریمه ‏ ۲۶۳ 
چون گاهی طراحی بهین با مقادیر گسسته در همسایگی بهین پیوسته است» ممکن است بهتر این باشد که 
جریمه متغیرهای طراحی ناگسسته تا حصول همگرایی معقولی به جواب پیوسته. فعال نشود . این کار به 
ویژه در مورد مسائلی که در آنها بازه بین مقادیر گسسته بسیار کو چک است صادق است . 

معیاری برای فعال کردن ضریب جریمه ناگسستگی و مانند معیار همگرایی معادله (۶ ۰ ۷. ۵) 


است ‏ پعنی : 


tH se. )۵ ۰۷ ۰ YY) 


مقدار معمول برایعع» 0.01 است. مقدار ضریب جریمه ناگسسته» tS‏ در اولین چرخه گسسته چنان 


مرتبه" ۰درصد جریمه قید باشد . 
sz 0.1۳2)9( . )۵ ۰۷ ۰ YA)‏ 


با جلو رفتن چرخه های بهینه سازی گسسته» ضریب جریمه ناگسسته برای چرخه" جدید با ضریبی از 
مرتبه" ۱۰ افزایش می یابد . تصمیم چگونگی کنترل ضریب جریمه قیدها cr‏ در فرایند بهینه سازی گسسته 
نیز مهم است . اگر ‏ در هر چرخه بهینه سازی گسسته مانند فرایند بهینه سازی پیوسته کاهش یابد» به سبب 
جریمه" زیاد نقض قید طراحی می تواند معطل بماند . بنابراین» پیشنهاد می شود که ضریب جریمه ۲ در 
OLL‏ فرایند بهینه سازی پیوسته ثابت نگهداشته شود. با این وجود. نزدپکترین جواب گسسته در این سطح 
پاسخ ممکن است یک طراحی قابل قبول نباشد» در این صورت طراحی باید با پرگشتن به سطح پاسخ 
قبلی از بهین پیوسته دور شود. این کار را می شود با افزایش ضریب جریمه ۳ با یک ضریب ۱۰ انجام 
داد . 

فرایند حل بهینه سازی گسسته در صورتی که متغیرهای طراحی به اندازه" کافی به مقادیر گسسته داده 
شده نزدیک باشند» قطع می شود. معیار همگرایی برای بهینه سازی گسسته عبارت است از : 

mar {min { کت و‎ Dee) <é, (6.V.Y4) 


که در آن مقدار معمول رواداری (تلرانس) همگرایی Ed‏ برابر با 0.001 است . 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 
مثال ۵.۷.۲ 

مساحتهای سطح مقطع یک خرپای دو عضوی که در شکل۵ ۰ V‏ . ۵ نشان داده شده باید از ميان 
مجموعه ای از مقادیر گسسته .2 ,1 = A; € (1.0,1.5,2.0), i‏ انتخاب گردند. با استفاده از رهیافت 
تابع جریمه بهبود یافته » سازه‌ای با وزن مینیمم چنان بدست آورید که تغییر مکان افقی ‏ در نقطه اثر نیرو 
از E)‏ /۳1 )2/3 تجاوز نکند . رواداری (تلرانس) را برای فعال کردن جملات جریمه برای متغیرهای طراحی با 
مقادیر ناگسسته 0.1۰ = see‏ رواداری (تلرانس) همگرایی برای متغیر طراحی 0.001 = eq‏ در نظر بگیرید . 





شکل ۷۰۵ .۵ خربای دو میله ای 


بعد از نرمال سازی» مسأله طراحی عبارت است از : 


W 
f2—-2 + 22 
pl 
g= =15- 1/21 — 1/73 > 0, را مشروط به‎ 


. مینیمم کنید‎ T; = Aj € {1.0, 1.5, 2.0}, iml,...,2. 


با استفاده از طراحی اولیه 5 = وت = ,± وپارامتر انتقال0.1 = go‏ + داریم 90 < 1.1 = و »بنابراین» 
برای رهیافت تابع جریمه داخلی گسترش یافته عبارت است از : 
2 + و2 + رت ع< ۵ 
ne 1.0 - 1/7 -1/72 `‏ ات 


با برابر صفر قرار دادن گرادیان؛ می توانیم OUS‏ دهیم که مي مینیمم تابع افزایش يافته به عنوان یک تابع از 


بخش ۵.۷ :روشهای تابع جریمه ‏ ۳۶۵ 


ضریب جریمهم عبارت است از : 


24 + 4/576 — 36 (16 — 4r) 
9 gg 


Ii 


مقدار اولیه ضریب rias pe‏ به شکلی انتخاب می گردد که جریمه قیدها برابر با مقدار تاب هدف شود» 


1 
tad. T% rell. 


مینیمم تابع افزایش يافته به عنوان تابعی از ضریب جریمهم در جدول۳. ۷. ۵ نشان داده شده است . بعد 
از چهار جرخه ‏ جریمه قید (] — (H‏ در محدوده" مطلوب تابع هدف است و جملات جریمه برای مقادیر 


از معادله (۲۵ ۰ ۷ . ۵) تابع افزايش یافته برای رهیافت تابح جریمه بهبود یافته به شکل زیر است : 


۱ ; s {1 + sin|4m (zi — 1.125)]} 
dint DUE PE T rre y pt 2 


+(3/2) {1 + sin[47 (z3 — 1.125)]) ۰ 


جدول ۵.۷۰۳ مینیمم‌سازی ف بدون جریمه گسسنگی 





r F1 T2 Í g $ 

2 5.000 5.000 10.00 1.100 z 
11 3.544 3.544 7.089 0.9357 18.844 
11 2.033 2.033 4.065 0.5160 6.197 
011 1.554 1.554 3.109 0.2134 3.624 
0.011 1.403 1.403 2.807 0.0747 2.954 


مینیمم تابع افزایش یافته را این بار نیز می توان با برابر صفر قرار دادن گرادیان 
T‏ 
(z; — 1.125) = 0‏ 608147 278 + -1 
(R32 ,‏ 
J‏ : ( أ zy?‏ )2/21 — 1.5( 


بدست آورد که می تواند په روش عددی حل شود. مقدار dd gh‏ ضریب جریمه 515 معادله YA)‏ ۰ ۰۷ ۵) 


محاسبه می شود . 1 
. 0.0147 7 20727 )0.011( 0.1 = 8 


مینیمم تابع افزایش یافته )45 جریمه متغیرهای نا گسسته را شامل می شود) در جدول ۴ ۰ ۵۰۷ بر 


TFF‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۵: dings‏ سازی مقید) 


حسب تأبعی از s‏ نشان داده شده است. 


جدول ۵.۷۰۴ مینیمم سازی ف با جریمه گسستگی 


r AE zi 2 f ¢ 
0.011 0.0147 1.406 1.406 2.813 2.963 
0.1472 1.432 1.432 2.864 3.021 
1.472 1.493 1.493 2.986 3.060 
14.72 1.499 1.499 2.999 3.065 
147.2 1.500 1.500 3.000 3.066 


بعد از چهار چرخه" گسسته مینیمم را در 3/2 = و2 = ,2 بدست می آوریم . دو مینیمم دیگر نیز 
وجود دارد» )2,1( = x = (1,2) 5x‏ با دو مقدار OLS‏ تابع هدف 3.0 = . eee‏ 


۸ روشهای ضرایب 

روشهای ضرایب. استفاده از ضربگرهای لاگرانژ و توابع جریمه را با هم ترکیب می کنند . هنگامی که 
تنها ضربگرهای لاگرانژ به کار می روند» بهین به جای این که یک مینیمم تابع لاگرانژین باشد یک نقطه" 
ایستاست . هنگامی که تنها توابع جریمه به کار می روند» یک مینیمم داریم؛ ولی بدخیمی نیز وجود دارد . 
با به کار گیری هر دو امد است که یک مسأله نامقید داشته باشیم که تابع میئیمم شونده" آن بدخیم نباشد . 
توسط برتسکاس! ]17[ یک بررسی خوب راجع به روشهای ضرایب انجام گرفته است . ما در ابتدا 


استفاده از روشهای ضرایب را برای مسائل با قید تساوی مطالعه می کنیم . 


f(x) 
. راباقیدهای . .1,...,۸=] ,0= (×)ر۸ مینیمم کنید‎ (b.A. V) 
تابع لاگرانژین افزایش یافته را تعریف می کنیم‎ 
L(x, A,r) = f(x) - 3 Ajh;(x) + ۲۸۶۵ ۱ (6.A.Y) 


j=l j=l 
. اگر تمامی ضربگرهای لاگرانژ برابر صفر قرار داده شوند» تابع جریمه خارجی معمولی را خواهیم داشت‎ 
می توان نشان داد که برای هر‎ P » گرانژ استفاده کنیم‎ Y از طرف دیگر» اگر از مقادیر درست ضربگرهای‎ 


1) Bartsekas 


بخش ۵.۸ :ررشهای ضرایب ۰ ۳۶۷ 
مقدار مثبت ۲ مینیمم درست مسأله (۱ A.‏ ۵) را بدست خواهیم آورد. آن گاه دیگر نیازی به استفاده از 
مقادیر بزرگ۳ که برای تابع جریمه خارجی لازم بود» نداریم . البته» مقادیر صحیح ضربگرهای BUSY‏ 
را نمی دانیم . 
روشهای ضرایب بر مبنای حدس ضربگرهای لاگرانژ قرار دارند . وقتی حدس خوب باشد امکان دارد که 
بدون استفاده از مقادیر بزرگ ۴ به مینیمم نزدیک شویم . مقدار p‏ تنها باید به اندازه ای بزرگ باشد که £ در 


بهین یک مینیمم داشته باشد و نه یک نقطه ایستا . برای داشتن یک حدس برای ضربگرهای لاگرانژ شرایط 


ایستایی برای L‏ 

hE =O. ۵.۸.۳‏ راد Bap‏ = وج 
را با شرایط دقیق برای ضربگرهای BUSY‏ 

Bf و‎ xj =o ۵.۸۰ 


مقایسه می کنیم . با مقایسه معادلات A. Y)‏ .8( و A. Y)‏ .6( انتظار داریم که با نزدیک شدن به مینیمم 
داشته باشیم . 


Àj; - 2rh; > M, (۵.۸.۵)‏ 
بر اساس این رابطه» هستنس" [18] استفاده از معادله (O. ۸. O)‏ را به عنوان تخمین ۶ پیشنهاد کرد . یعنی 
(۶ .۵.۸( ۽ ACHD = AP — op)‏ 


که در آن ۸ شماره چرخه است . 


مثال ۵۰۸۰۱ 
Jt‏ ۱ ۷۰ رابا استفاده از روش ضرایب هستنس تکرار می کنیم . 


f(x) = z? + 1022, 
A(x) = zı + وید‎ - 4 < 0 . 


1) Hestenes 


FRA‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵: dings‏ سازی مقید) 


لاگرانژین افزایش یافته عبارت است از : 
.}4 - وت + r(x;‏ +)4~ وه + z? + 1023 — A(z,‏ = £ 


برای یافتن نقاط ایستای لا گرانژین افزایش یافته» نسبت به = و وت مشتق می گیریم . داریم : 
,0= (4 - وتو + 1 + ۸ — 271 
A+ 2۳) + 22 - 4) = 0,‏ — 207 

که خواهیم داشت 


5۸ + ۳ 


zı = 102: = 1017 ` 





می خواهیم نتایج را با آنچه در مثال ۰۱ ۵۰۷ داشتیم مقایسه c oS‏ بتابراین با مقدار اولیه یکسانی برای r‏ که 


: حدس اولیه 0 = ۸ شروع می کنیم . داریم‎ auro 
x, = )1.905,0.1905(, h = -1905. 
را به شکل زیر حدس می زنیم‎ X0 CO. ۸. P) بنابراین » با استفاده از معادله‎ 
AY = -2 x 1 x (~1.905) = 3.81. 
: تکرار می کنیم و داریم‎ AY = 3,81 +r) = 10 آن گاه بهینه سازی را با‎ 
xz = )3.492,0.3492(, 7 = —0.1587. 


برای مقدار یکسانج در مثال ۱ Y.‏ . ۵ داشتیم ۰ ")0.3333 ,3.333( = tX‏ بنابراین اکنون به جواب 
دقیق 3636)7 ,3.636,0( = × نزديکتريم . اکنون از معادله ( ۰.۸۰۶ ۵) یک A‏ جدید حدس می زنیم . 


A0 = 3.81 — 2 x 10 x (-0.1587) = 6.984 . 


برای چرخه" بعدی» به Ol e‏ مثال» می شود مقدار ج را در 10 ثابت نگهداشت و تنها A‏ را تغییر داد. 


برای 6,984 A‏ داریم : 


بخش ۵.٩‏ : روشهای لاگرانژی تصویر شده ... ۲۶4 


X3 = (3.624,0.3624), A = —0.0136, 


که نشان می دهد بدون افزايش r‏ می توان همگرایی خوبی بدست آورد .۰۰۰ 
برای گسترش روش ضرایب به قیدهای نامساوی راههای مختلفی وجود دارد . dall)‏ سازی زير پراساس 
کار فلتچر [19] قرار دارد. مسأله مقیدی که در نظر می گیریم عبارت است از : 


f(x) | (8.A. V) 
(×)رو مینیمم کنید.‎ <0,  j21l..,n,. . راباقیلهای‎ 


L(x, A,r) = f(x) +r Yo - o), (۵.۸.۸) 


j=l 


که در آن .)0 .<a>= maz(a,‏ شرط ایستایی £ عبارت است از : 
۱99 ارک 
)8.4.4( وم( cruor T‏ 


شرط ایستایی دفیق عبارت است از : 


ot DE Ad =0 0, (۵.۸.1۰) 


که لازم است 0 = زور نیز باشد. با مقایسه معادله A)‏ ۵۰۸۰) و (۵۰۸۰۱۰) یک حدس 2 به شکل 


زیر انتظار داریم 


Aj = maz(A; — 2rg;,0) ۰ 4۵.۸۰ ۱۱( 


٩‏ روشهای لاگرانژی تصویر شده (برنامه ریزی درجه دوم دنباله ای) 
اضافه کردن جملات جریمه به تأبع لاگرانژین › توسط روشهای ضرایب. بهین رااز نقطه ایستا بودن 


برای تابع لاگرانژین به نقطه" مینیمم لاگرانژین ن افزایش xo‏ تبدیل می LS‏ . روشهای لاگرانژی تصویر 


1) Fletcher 


sie ۰‏ بهینه سازی‌سازه‌ها (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 
شده با روش دیگری به نتیجه" مشابهی می رسند . آنها بر اساس این قضیه قرار دارند که می گوید : بهین 
مینیمم تابع لا گرانژین در زیر chad‏ بردارهای عمود بر گرادیانهای قیدهای فعال (زیر فضای مماس) است . 
روشهای لا گرانژی تصویر شده یک تقریب درجه دوم برای لاگرانژین در این زیر فضا به کار می برند. 
الگوریتم جست و جوی جهت آن از روشهای دیگری که تاکنون گفته شد پیچیده ترند. این الگوریتم به 
جواب مسأله برنامه ریزی درجه دوم نیاز دارد که یک مسأله بهینه سازی با تابع هدف درجه دوم و قیدهای 
خطی است . روشهای لاگرانتژی تصوير شده زیر مجموعه ای از روشهای برنامه ریزی درجه دوم دنباله ای 
(SQP)‏ اند . کار بیشتری که در جواب مسأله یافتن جهت در برنامه ریزی درجه دوم انجام می شود اغلب با 
همگرایی سریعتر OF‏ جبران می شود . 

بحث فعلی یک شکل ساده شده از روش لا گرانژی تصویر شده" پاول[20] است . به ویژه ما تنها حالت 
قیدهای نامساوی را در نظر می گیریم : 

f(x) (0.4.1) 

رابا قیدهای g;(x) > 0, j2l..,n,.‏ مینیمم کنید . 
فرض می شود طراحی در چرخه" ell‏ در :× است. و ما دنبال یافتن یک جهت حرکت 5 هستیم. جهت 
جواب مسأله برنامه ریزی درجه دوم زیر است . 
f(x) + sg(x;) + Js" A(x, Aa (۵.4.0‏ = )%8 
راباشرط  j-l,..,n,‏ ,0 < (,)رو۷ 5+ Ree g(x)‏ 
در Je‏ که 8 گرادیان f‏ ۰ و ۸ یک تقریب معین مثبت هسیان تابع لاگرانژین است که در بالا بحث شد . 
این مسأله برنامه ریزی درجه دوم می تواند با روشهای مختلفی که از مزایای طبیعت خاص آن بهره 


می گیرند حل شود. جواب مسأله برنامه‌ریزی درجه دوم 8 و رپ را می دهد . آن گاه داریم : 


Xii = Xj + 8, (۵.4.۳(‏ 
که در آن a‏ با مینیمم سازی تابع زیر بدست می آید : 
n,‏ 
pla) = f(x) + J ujlmin(0, 9;(x))I, (۵.۹. )‏ 


=1 


و زل‌ها برابر با مقادیر مطلق ضربگرهای لاگرانژ چرخه' اولند» یعنی : 


۳۷۱ . . . روشهای لاگ رانژی تصویر شده‎ : ۵.٩ بخش‎ 
a l i- 2 
uj = 702] z(e D و‎ (5.4.0) 


که اندیس پایینی SLT‏ شماره" چرخه است. ماتریس ۸ مقدار اولیه ای دارد که معین مثبت است (مثلا 
ماتریس واحد ) و آن گاه با استفاده از یک معادله از نوع 8۴65 بهنگام می شود . 


AAxAxTA ۰۳ 
Anew = هط سس تس‎ Orr (8.4.5) 
WT AN AX! 
که در آن‎ 
Ax-2xiü1-Xi, Ale VeL(xi41,4;) ,بو‎ Aj), (0.4. V) 


و £ تابع لاگرانژین و ے۷ گرادیان تابع لاگرانژین نسبت به ‏ است . برای تضمین معین مثبت بودن CA‏ 
اگر AAx‏ 02۵7 > ۵1 × باشد ۵1 بهبود می یابد و با مقدار زیر جایگزین می‌شود. 


AY = 8A1 + (1 — 6)AAx, (0.4. A) 
در حالی که‎ 
0.8 ۵7 ۸ 
p AxTAAx — AxT Al ` (0.5.9) 
8.4.1 مثال‎ 


خرپای چهار میله ای مثال ۵۰۱۰۲ را در نظر بگیرید . مسأله یافتن طراحی با وزن مینیمم مشروط به 
قیدهای تنش و تغییرمکان به شکل زیر رابطه سازی شد . 


f = 32, + Var 
اب ون‎ y. وا‎ 
ای‎ 12 
وو‎ < 2 - 5.73 < 0, 
. و2 < 93 مینیمم کنبد‎ -7.17 < 0 , 


فرض کنید جست و جو را از محل تقاطع 0 = ,و و0 = وویعنی جایی 11.6145 = ,۰2 7.17 = و2 


rvr‏ میانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 


و 47.25 = f‏ است شروع می کنیم . گرادیان تاب هدف و دو قید فعال عبارت است از : 

NE: _ | 0.1335 _ fo _ [0.1335 0 
vi={ Jo} Va = (PH h Vo= {tp N= | TE 
: در شروع 4 را برابر ماتریس واحد قرار داده و داریم‎ 


ols) = 47.25 + 351 + ۷/3 وو‎ + 0.552 + 0.552, 


و توابع حطی شده عبارتند از : 


gi(s) = 0.13358, + 0.20213: > 0, 
92{8) = 5.88 T3520, 
(8)وو‎ = 59 20. 


این مسأله برنامه ریزی درجه دوم را مستقیماً با استفاده از شرایط کان- SU‏ حل می کنیم . 

,0 = ود - ,0.1335 - وو + 3 

Ag — 0.‏ - 0.202134 - وو + V3‏ 
توجه به تمامی حالتهای ممکن برای قیدهای فعال نشان می دهد که بهین تنها وقتی و فعال است بدست 
می‌آید بنابراین 0 = Ag‏ = و( و 128 = 0A,‏ 1.29- = روو 0.855 = sy‏ . طراخی بعدی عبارت 


29 - 1 0 _ 
+af 0.855 ۱ |‏ ۱ 7.17 {= 1^ 
که در آن » با مینیمم سازی (a)‏ معادله" Y)‏ .4 . ) بدست می آید . در چرخه اول Cal whe Hj = [Aj]‏ 


18 63 


3-1161-139a 717408552 ` 


= 3(11.61—1.29a)+V3(7.17+0.855a)+12.8 





با تغییر نظام مند 0 در می eal‏ که # در نزدیک 2.2 = »۵ مینیمم است؛ بنابراین 
xı = (8.77,9.05)", /f(x)) = 41.98, gi (xi) = —0.201 ۰‏ 


بخش ۵.٩‏ : روشهای لاگرانژی تصویر شد ۰ .. ۲۷۳ 
L = 3z, + V3z; - 12.8(3 — 18/2, + 6V/3/ 5),‏ 
بنابراین 


V.£ = (3—230.4/22, ۷5 - 133.0/22)" , 


—2.84 PE 


اگر A‏ ماتریسس واحد باشد دارم 11.6 = ۸۵ Ax ۵1 = 5.53 «Ax‏ . چون 
Ax ۵1 > 02۵7 ۸۵‏ است می توانیم از رابطه (۵ ۹۰ ۵۰) برای بهنگام کردن A‏ استفاده کنیم . 


Anew = 1 — T = [0.352 0.775 


AxAx'! | AlIAIT 0.453 0.352 
AxTAx  Ax'Ax — 


برای چرخه بعدی : 


, )0.704552 + 0.77552 + 0.5(0.45332 + وو3/ + ,35 + 41.98 = (s)‏ 
,0 > 0.12782 + ,0.2349 + 0.201— = (9,)8 
g(s) = 3.04 - 5, < 0,‏ 
.0 < وو + 1.88 = gi(8)‏ 
مجددا می توانیم برنامه ریزی درجه دوم را مستقیماً با استفاده از شرایط کان- تاکر حل کنیم . 


3+ 0.4535, + 0.3525, — 0.23421 = A2 =0 " 
۷/3 + 0.3525, + 0.77582 — 0.1274 - 49 = 0. 


At = 14.31, À2 = A3 = 0, 91 = 1.059, 8 = —0.376 . 


جست وجوی یک بعدی دریی یافتن مینیمم 
pla) = f(a) + mgla),‏ 


n ۳۴‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۵: بهینه سازی مقید) 


است که در آن : 
pı = maz(^, z (Isl + p%)) = 1431.‏ 
جست و جوی یک بعدی تقریباً به 0.5 = بم می رسد بنابراین : 
xz = )9.30,8.86(7, f(x) = 43.25, gı(x2) = —0.108,‏ 
دیده می شود که پیشرفت خوبی به طرف بهین 9.46(7 ,9.46) = x*‏ داشته ایہ .۰۰ ۰ 
۰ تمرینها 
۱ طبیعت نقاط ایستای مسأله" مقید زیر را بررسی کنید. 


f(x) = x1 + 4x2 + 923 


را مشروط به ,30 > 3r,‏ + و227 + Ij‏ 
T273 > 2,‏ 
z3 24,‏ 
.20 27,72 میئیمم کنید . 
۲ برای مسأله" 


;307 + 522 - ر22 — 327 = f(x)‏ 
رامشروط به ,8 < و32 + 2z;‏ 
,15 > ت22 + 321 
۰ > 172 مینیمم کنید » 


مینیمم بودن نقاط : )5.00 ,5/3( (c) (3.97,1.55) ۰ (b) (1/3, 5.00) «(a)‏ را بررسی کنید . 

۳ مشتقهای جواب مشال ۰.۱.۲ ۵ رانسبت به تغییرات تغبیرمکان مجاز محاسبه کنید . ابعدا از 
| ضربگرهای لاگرانژ استفاده کرده و مشتقات تابع هدف را بدست آورید» و آن گاه مشتقات متغیرهای 
طراحی و ضربگرهای لاگرانژ را محاسبه کرده و مشتقات تابع هدف را کنترل کنید . در نهایت» از مشتقات 
جواب حدس بزنید که چه میزان می توان تغییر مکان مجاز را بدون تغییر مجموعه قیدهای فعال تغییر داد . 


۴. مینیمم مسأله ۱ را با استفاده از روش تصویر گرادیان از نقطه (4 ,۱/2 ,17) بدست آورید . 


بخش ۵.۱۱ :مراجع ‏ ۲۷۵ 

۵ دو حرکت دیگر از مثال Y‏ ۵۰۵۰ را کامل کنید . 

۶ . یک جهت LU‏ قبول قابل استفاده برای مسأله ۱ در نقطه (4 ,1/2 ,17( پیابید . 

۷ مثال۲ ۵۰۱۰ را با استفاده از یک تابع جریمه" خارجی حل کنید . 

۸ مثال ۲ .۵۰۱۰ را با استفاده از یک تابع جریمه" داخلی حل کنید . 

٩‏ . طراحی یک جعبه با بیشترین حجم را در نظر بگیرید که مساحت سطح جانبی آن S‏ بوده و مساحت 
یک وجه آن 9/4 باشد . برای حل این مسأله از روش ضرایب استفاده کرده و سه متغیر طراحی در نظر 
بگیرید . 


۰ . دو چرخه" دیگر را در مثال ۱ ۹۰ ۵۰ کامل کنید . 
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سیمای dings‏ سازی در عمل ۶ 


معمولاً تحلیلگران سازه یک برنامه طراحی می نویسند که در برگیرنده" محاسبه پاسخ سازه‌هاست و 
افزون بر OT‏ یک الگوریتم بهینه سازی مقید را که پیش از این در فصل ۵ مورد بحث قرار گرفتند مورد 
استفاده قرار می دهند . در بسیاری از موارد؛ تحلیلگر یک بسته" تحلیل سازه مانند برنامه" اجزای محدود و 
یک بسته نرم افزاری بهینه سازی در اختیار دارد . کار تحلیلگر ترکیب این دو برنامه و اعمال آن بر روی 
مسائل طراحی سازه‌ای است که می خواهد آنها را حل نماید . 

در فرایند تعامل یک بسته تحلیل سازه با یک برنامه بهینه سازی دو مشکل اساسی وجود دارد. مشکل 
اول مشکل برنامه ویسی است . بسته های نرم افزاری بهینه سازی نوعاً نیازمند به برنامه‌های فرعی هستند 
که تابع هدف و 43 2 را ارزیابی نماید. هنگامی که برنامه تحلیل سازه بزرگ باشد» یا زمانی که تحلیلگر به 
IS‏ منبع اصلی برنامه دسترسی نداشته باشد (که معمولاً ندارد)» تبدیل بسته تحلیل به یک برنامه فرعی که 
توسط برنامه بهینه سازی فرا خوانده شود بسیار مشکل است. 

مشکل جدی دوم این است که در بسیاری از کاربردها هزینه محاسبات خیلی زیاد است . برای بسیاری 
از مسائل بهینه سازی سازه‌ها» ارزیابی تابع هدف و قیود مستلزم اجرا نمودن تحلیلهای اجزای محدود پر 
هزینه است تا بتوان تغییر مکانها تنشها و پاسخهای دیگر سازه را بدست آورد. در فرایند بهینه سازی» 
ممکن است لازم باشد تابع هدف و قیود صدها و یا هزاران بار ارزیابی گردند . هزینه تحلیل اجزای محدود 
برای این تعداد تکرار معمولاً بسیار زیاد است . 

خو شبختانه برای تعامل برنامه بهینه سازی با یک برنامه تحلیل » راهکاری وجود دارد که هر دو مشکل 


راحل می کند . این راهکار که شهرت فزاینده ای دارد. ings‏ سازی تقریبی دنباله ای نامیده می شود و 


gle ۳۷۸‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در عمل) 
توسط اشمیت و فرشی" ]1[ پیشنهاد گردیده است . با استفاده از تحلیلهای تقریبی در بخشهایی از فرایند 
بهینه سازی مشکل هزینه محاسباتی مرتفع می گردد . بسته" تحلیل سازه ابتدا برای تحلیل طراحی اولیه 
استفاده می شود. و سپس اطلاعاتی را برای تقریب قیدها تولید می کند . به عنوان مثال» هنگامی که تعداد 
متفیرهای طراحی کم باشد» عملاً در چند نقطه در فضای طراحی» سازه را تحلیل می کنیم و با پاسخ 
بدست آمده در این نقاط یک تقریب چند جمله ای می سازیم که پاسخ تقریبی در نقاط دیگر را بدست دهد. 
آن گاه بسته نرم افزاری بهینه سازی در مسأله تقریبی که به صورت تقریب چند جمله ای بیان شده» به کار 
گرفته می شود . چون برنامه‌ریزی تقریب چند جمله ای ساده است» می توان آن را به راحتی با بسته 
نرم افزاری بهینه سازی ترکیب کرد. 

تقریبهای ساده تولید شده» توسط استفاده مکرر از بسته‌های تحلیل» نقریبهای صریح کم هزینه نامیده 
می شوند و در مقابل وابستگی ضمنی پاسخ به متغیرهای طراحی در یک جواب اجزای محدود قرار 
دارند . تقریب چند جمله ای بدست آمده توسط تحلیل سازه در چند نقطه. طراحی یک تقریب فراگیر 
است . دستیابی به چنین تقریب فراگیر» در صورت زیاد بودن تعداد متغیرهای طراحی» می تواند بسیار پر 
هزینه باشد . برای مثال اگر بخواهیم پاسخ سازه را توسط برازش یک چند جمله ای درجه دوم تقریب 
بزنیم» لازم است تا سازه را در حداقل mint T2‏ نقطه طراحی تحلیل نماییم که n‏ تعداد متغیرهای 
طراحی است (نوعاً برای اطمینان از تقریب مستحکم به تعداد بیشتری تحلیل نیاز است) . وقتی که تعداد 
متغیرهای طراحی به عنوان مثال از ۴۰ بیشتر باشد. بدست آوردن جواب مستلزم هزاران بار تحلیل است . 
بنابراین معمول آن است که از تقریبهای محلی. که بر مشتقهای تابع هدف و قیود نسبت به متغیرهای 
طراحی متکی است. استفاده شود. ساده ترین راهکار» جایگزینی تابع هدف و قیدها با نقریبهای خطی 
است که بر پایه این مشتقاتند . لکن این تقریبها فقط در یک همسایگی از فضای طراحی مفیدند . بنابراین 
وقتی از تحلیل تقریبی استفاده می شود لازم است حدودی را به نام حدود حرکت برای بزرگی مجاز این 
تغییرات در طراحی تعریف نماییم . 

در پی بهینه سازی انجام شده بر اساس تحلیل تقریبی و حدود حرکت؛ در نقاط بدست آمده از 
بهینه سازی تقریبی» یک تحلیل دقیق انجام شده و مشتقات جدید محاسبه می شود و بر اساس آنها تقریب 


1) Schmit and Farshi 


بخش ۶۰۱ :نفریبهای عام ۲۷۹ 
همگرایی معمولا مقدار تغییر تابع هدف و پا میزان برآورده شدن شرایط بهینگی e)‏ عنوان مثال» شرایط 
کان- تاکر) است . از آن جا که هر بهینه سازی تقریبی در فرایند بهینه سازی کلی فقط یک دوره (سیکل) 
است» برای این نوع مسائل تقریبی معمولاً به کار بردن ملاك همگرایی ضعیفتری امکان پذیر است» به جز 
در مورد آخرین مسأله تقریبی . برای تمایز آنها از چرخه های داخلی بهینه سازی تقریبی »به چنین 
بهینه سازی ها یک حلقه (سیکل) می گویند و نه یک چرخه . 

هنگامی که از تقریبهای خطی استفاده و حدود حرکت به عنوان امساویهای حطی در نظر گرفته 
می شوند» این فرایند برنامه ریزی خطی دنباله ای (SLP)‏ نامیده می شود و سالها پیش از آن که اشمیت و 
فرشی استفاده از آن را برای تفریب در بهینه سازی سازه‌ها پیشنهاد کنند» شناخته شده بوده است . با این 
وجود تا جایی که تقریبها بسیار کم هزینه تر از محاسبه" تحلیلهای دقیق باشد لزومی ندارد که فرایند به 
تقریبهای خطی محدود شود. به عنوان مثال» اشمیت و فرشی کاربرد تفریبهای غیر خطی کم هزینه را با 
استفاده از تقریبهای وارونی» که در بخش ۱ ۶۰ تشریح می شود. نشان دادند . 

استفاده از بهینه سازی تقریبی دنباله ای در فرایند طراحی گام کلیدی در تعامل یک برنامه تحلیل سازه 
با یک برنامه بهینه سازی است و بنابراین موضوع اصلی در بحث این فصل است . با این وجود» جنبه های 
دیگری از کاربرد عملی فرایند بهینه سازی در طراحی وجود دارد که LL‏ مورد توجه قرار گیرد. در مسائل 
بهینه سازی شکلی وقتی که طراحی تغییر می کند مهم آن است که بتوانیم گسسته سازی سازه (به عنوان 
«Ju‏ مدل اجزای محدود) را بهبود بخشیم . این کار در گرو داشتن یک برنامه تولید تقسیم بندی خبره 
است و در بخش ۵ ۶۰ درباره" آن بحث می شود . موضوعات دیگری که در این فصل بحث می شوند 
عبارتند از : بسته های نرم افزاری بهینه سازی و مسائل آزمایشی که اغلب برای ارزیابی عملکرد این 
نرم افزارها استفاده می شود . یکی از موضوعات مهمی که در این فصل به آن پرداخته نمی شود عبارت 
است از محاسبه" مشتقات پاسخهای سازه که برای ساختن تقریب مورد نیاز است . این موضوع به 
مطالعه" دقیقتری JU‏ دارد که در نصلهای ۷و ۸ به آن پرداعته می شود . 

استفاده از بهینه سازی تقریبی دنباله ای بدون تردید به عنوان تنها راه پرداختن به بهینه سازی سازه‌های 
پیچیده مورد اقبال عمومی است . بیشتر تحلیلگران ترجیح می دهند که با اتکا به قضاوتشان یک مدل طراحی 
از مسأله به وجو د بیاورند که تقسیم بندی اجزا در آن از آنچه آنها به عنوان تحلیل نهایی سازه قبول می کنند 
بازتر و بزرگتر باشد . آنها امیدوارند که گرایش طراحی آشکار شده در بهینه سازی مدل بازتر برای سدل 


gle ۰‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۶: سیمای dingy‏ سازی در (eo‏ 
فشرده تر نیز کارایی داشته باشد . هر چند چنین رهیافتی قابل قبول می نماید؛ ولی در این جا بحث نخواهد 
شد زیرا به میزان زیادی به تجربه تحلیلگر متکی است و همچنین به نوع مسأله مورد بحث بستگی زیادی 
دارد. به این دلایل دسته بندی منطقی آن در یک کتاب درسی بسیار مشکل است . 


۱ تقریبهای عام 

تقریبهای توابع هدف و توابع قیدی که M gena‏ بیشتر استفاده می شوند بر اساس مقدار تابع و مشتقات 
آن در یک یا چند نقطه استوارند . بیشتر این تقریبها برای هر تابعی صرفنظر از این که پاسخ سازه باشد یا نه 
به کار می رود . به این دلیل» ما به چنین تقریبهایی عام می گوییم . تقریبهایی که به شکل خاصی از تحلیل 
مربوط می شوند و برای تولید تابع استفاده می شوند در بخش بعدی بحث می شوند. تقریبهای عام را 
می توان به تقریبهای محلی : که تنها در یک ناحیه" محدودی از فضای طراحی دقت کافی دارند» و تقریبهای 
فراگیر که تابع را برای تمامی فضای طراحی تقریب می زنند» تقسیم کرد . تقریبهای بینابینی نیز وجود 


دارند که چیزی بین آن دو را می دهند . 


۱ ۶ تقریبهای محلی 
ساده ترین تقریب محلی » تقریب خطی بر اساس سری تیلور است . برای تابع (×)9 ۰ تقریب خطی 


: عبارت است از‎ gr(x) 
n ôg 
()رو‎ = g(xo) + Y (zi ~ zo) (2) ۱ )۶ ۰۱۰ ۱( 
i=l Ti Xp 


در بسیاری از کاربردها» تقریب خطی حتی برای نقاط طراحی X‏ که بسیار نزدیک XQ‏ هستند» دقت 
کافی ندارد. دقت را می توان با در نظر گرفتن جملات بیشتری از بسط سری تیلور اقزایش داد . البته این 
کار مستلزم محاسبات هزینه بر مشتقات مرتبه های بالاتر است . یک راه جذاب تر دیگر این است که 
متغیرهای مانعی پیدا شوند که تابع تقریب زده شده را آن گونه بسازند که رفتار خطی بیشتری داشته باشد . 
یعنی » متغیرهایی مانند : 

y WX) i-1.... m, )۶ ۰۱۰ Y) 


تعریف شوند که در آن m lay,‏ تابع از متغیرهای طراحی اند و متغیرهای مانع نامیده می شوند . تقریب 


بخش ۶۰۱ : تقریبهای عام ۳۸۱ 


: بر حسب متغیرهای مانع عبارت است از‎ «gi c ger 


m 8g 
MOSES Ge (2 TEM 
1 93۲0 2 Yo 2. 


که در آن cuo; = yi Xo)‏ و مشتقات 9 نسبت به olay,‏ تواند از مشتقات نسبت به ,2ها محاسبه شود . 


مثال ۶۰۱۰۱ 





شکل ۱ .۱ P.‏ مثال تیر 


تیر نشان داده شده در شکل (۱ ۱۰ ۰ دارای سطح مقطع مستطیلی به عرض bi‏ و ارتفاع hi‏ است که 
1,2 = است. تغییر مکان سر آزاد چنان مقید شده که از Wat‏ تجاوز نکند ؛ با استفاده از نظریه" مقدماتی 


تیرها» این قید را می توان به شکل زیر نوشت : 
E 23۱ pP — (8) pP‏ 
oa “GJ ER X6) ER’‏ 
اگر متغیرهای طراحی عرض و ارتفاع هر بخش باشند» می توانیم 9 را بر حسب این متغیرهای طراحی به 
شکل زیر بیان کنیم : 


i 46pi.  10pi? 
9 > UM TC ERA) Ebah ` 





این عبارت یک تابع غیر خطی از درجه بالا از متغیرهای طراحی است. اما با استفاده از متغیرهای مانع زیر : 


1 ر‎ 8 ۲ oe 
ATT ThA? n= BO 


می توان آن را خطی ساخت. بنابراین تابع قید را می توان به شکل تابع خطی زیر نوشت : 


۳4۳ مبانی بهینه سازی سازه ها Jad)‏ ۶ : سیمای بهینه سای در عمل) 


5 23۱ pi? 5۱ pi? 
9 = Wa — ($) E” T (2) E” . 


حالتهایی که متغیرهای مانع بتوانند قیدها را دفیقاً uas‏ سازند» بسیار کم است . مشال CF VND‏ 
نمونه ای از سازه " از نظر ایستایی معین است که معمولاً چنین خطی سازیهایی در Uil‏ امکان پذیر است . با 
این و جود» همچنان که توسط میلز کوران و دیگران! ]2[ نشان osla‏ شد» حتی اگر سازه های تیر و قاب از 


در پسیاری از کاربردها: متغیرهای مانع توابعی از یک متفیر طراحی اند یعنی : 
yi = yi(Z;) iz1,..,n. )۶ .۱ . ۴(‏ 


در این حالت ؛ نوشتن 91 معادله Y. Y)‏ . ۶) بر حسب متغیرهای اصلی راحت تر است . 


Oz; dz; 


gi(x) = g(xo) + D> (wr) = (ro) E L3 MN 
i=l Xo 
توجه کنید که در حالی که 97 تابعی خطی از ۷ است ؛ در حالت کلی تابعی غیر خطی از × است . یکی‎ 


از متغیرهای مانع مشهور وارون متغیر di‏ است . 


1 
dms (P. V. f) 
Tj 


این بازگو کننده این حقیقت است که مطالعات اولیه بهینه سازی سازه ها روی سازه هایی انجام شده که از 
اجزای خرپایی یا تنش صفحه ای تشکیل شده بو دند . متغیرهای طراحی در این مطالعات Y ena‏ مساحتهای 
سطح مقطم اجزای حرپا و ضخامت اجزای تلش صفحه ای بودند. برای سازه‌های از نظر ایستایی 
معین » قیدهای تنش و تخییر مکان توابع خطی از وارون این متغیرهای طراحی اند. برای سازه هایی که از 
نظر ایستایی نامعینند» استفاده از وارون متغیرهای طراحی باز هم ابزار مفیدی برای پیشتر خحطی ساختن 
قیدهاست (به عنوان مثال» مراجع استور اسلی و سوبیزانسکی" [3] و نور و لودر" [4] را ببینید) . با 


تقریب وارون معادله" (۵ . ۱ . ۶) به شکل زیر در می آید : 


gR(x) = g(xo) + Ý "(zi - 0 CAR ; )6۶۰۱۰۷( 





1) Mills- Curran et al. 2) Storaasli and Sobieszczanski 3) Noor and Lowder 


بخش ۶.۱ :تقریبهای عام ۲۸۳ 

یکی از جنبه های جذاب تقریب وارون» حتی برای سازه‌های از نظر ایستایی نامعین» این است که 
خاصیت مقیاس بندی را همچنان حفظ می کند . یعنی» هنگامی که ماتریس سختی یک تابع همگن از 
مرتبه" و از مؤلفه های X‏ است . تغیبر مکانها نیز توابع همگن از مرنبه h‏ از مولفه های X‏ هستند . برای 
اجزای خریا و غشائی» hal‏ بنابراین تغبیر مکانها توابع همگنی از وارون متغیرهای طراحی اند . اگر 
تمامی متغیر های طراحی با یک عاملی مقیاس بندی شوند. بردار تغیبر مکان با وارون آن عامل مقیاس بندی 
می شود . فوچس" [5] اهمیت خاصیت همگن بودن را مورد بررسی قرار داده است و فوچس و حاج 
de‏ ]6[ تعدادی تقریب پیشنهاد کرده اند که تقریب وارون را برای هر مرتبه از همگنی تعمیم می دهد . 

تقریب دیگر » که تقریب محافظه کارانه [7] نامیده می شود. ترکیبی از تقریبهای خطی و وارون است 
که محافظه کارتر از هر دو آنهاست . این تقریب برای روشهای تابع جریمه داخلی و تعمیم یافته داخلی 
(بخش V‏ .6 را ببینید) که به خوبی نقض قید را تحمل نمی کند» مناسب است . برای بدست آوردن تقریب 


محافظه کارانه از تفاضل تقریب وارون از تقریب خطی شروع می کنیم . 


sux) - a) = cm (30) ۱ (۶.۱.۸) 


علامت هر جمله در حاصل جمع از علامت نسبت (0g / Oz) | Ti‏ که علامت حاصلضرب z,(0g/0x;)‏ 
نیز هست تعیین می شود . نقش متغیرهای طراحی که برای آنها این حاصلضرب منفی است» باعث می شود 
که تقریب وارون از تقریب خطی بزرگتر (مثبت تر) شود و بر عکس . از آن جا که قید به شکل 0 < G(X)‏ 
بیان می شود» یک تقریب مثبت تر» کمتر محافظه کار است . بنابراین» تقریب محافظه 9٥ ANS‏ برای هر 
متغیر طراحی با انتخاب سهم کوچکتر (کمتر مثبت) زیر صورت می گیرد . 


n ag 
gc(x) = g(x) + Gi(zi — Zoi) (22) ۱ (5.3.4) 
2 Ox; Xo 
که در آن‎ 
zt zoi(0g/0z;) < 0, ($.Y. Y») 
dan n 


توجه کنید که 1 = ,6 مربوط به یک تقریب خطی و Gi = xoi zi‏ با یک تفریب وارون از :2 متناظر است . 


1) Fuchs 4) Fuchs and Haj Ali 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای بهینه سازی در عمل) 

تقریب محافظه کارانه ننها تقریب ترکیبی خطی- وارون ممکن نیست . گاهی جنبه‌های فیزیکی ممکن 
است استفاده از تقریب خطی برای بعضی از متغیرها و وارون برای بعضی دیگر را ایجاب کند . (به مراجع 
هفتکه و شور" [8] و پراساد" [9] مراجعه شود) . با این و جود؛ تقریب محافظه کارانه این مزیت را دارد که 
مقعر است (تمرین ۱) . اگر تمامی قیدها با تقریب محافظه کارانه تقریب زده شود. ناحیه قابل قبول مسأله 
بهینه سازی تقریبی محدب است (پخش ۱۰۲ ۵۰ را ببینید) . اگر تابع هدف را نیز با یک تابع محدب تقریب 
بزنیم» مسأله بهینه سازی تقریبی محدب است . در مسائل محدب داشتن یک بهین منحصر به فرد تضمین 
شده است و می توان آنها را با روشهای دوگان حل کرد (به بخش ٩۰۲ LY‏ مراجعه کنید) . در حقیقت» 
یک تقریب محدب elx)‏ ازتابع c f(x) Ge‏ از وارون کردن فرایند بدست آوردن تقریب مقعر 
محافظه کارانه بدست می آید . یعنی (تمرین OO‏ 

fek) = مر‎ + < Fei - 20) (24) (۶.1.1 

Ti / xg 


i=l 


که در آن 
F= [55s 1o (0f /01;) < 0, (FN. MY)‏ 


این فرایند استفاده از تقریب محافظه کارانه برای فیدها و تقریب محدب برای تاپع هدف توسط برایبنت و 
فلوری " [10] پیشنهاد شده و به عنوان خطی سازی محدب شناخته می شود . در بسیاری از کتابهای درسی 
و cla dle‏ قیدها به شکل 0 > g(x)‏ بیان می شوند و نه به شکل 0 < (×)و. در این حالت تقریب 
محافظه کارانه محدب است و نه مقعر (یعنی برای قیدها نیز از معادله‌های YD‏ ۰۱۰ ۶) و CF ۰۱۰ Y)‏ 
استفاده می کنیم) . تقریبهای محافظه کارانه" دیگری نیز وجود دارند (به عنوان مشال» پراساد[11] با 
وو ]12[ اما به این نکته مهم باید توجه داشت که تقریب ارائه شده در این جا مانند دیگر تقریبها» تضمینی 
برای محافظه کار بود نشان به طور قطعی وجو د ندارد (یعنی» نمی دانیم که تقریب محافظه کارانه تر از قید 
دقیق g(x)‏ > (*)9 است) . تقریبی که در این جا ارائه شد تنها از تقریبهای خطی و وارون محافظه کارانه تر 
است . 


گاهی از تقریبهای مرتبه بالاتر نیز استفاده می شود . به عنوان مثال» تقریب درجه دو gg e‏ با آوردن جملات 


1) Haftka and Shore 2) Prasad 3) Braibant and Fleury 4) Woo 


۲۸۵ تفریبهای عام‎ : ۶.۱ uw 


مرتبه" دو در بسط سری ghd‏ بدست می آید . 


galx) = +(مو‎ (E Zi — Toi (x), * «XY zi —z)( z= za) (ara), 


im] iml jm] 


(5. V.) 


تقریب مرتبه دو وارون 90 با استفاده از تفریب درجه دو برحسب وارون متغیرهای طراحی بدست می آید 


۰۲۲ (تمرین‎ 
SQR(Xo) = 9(xo) + Y (=) (2 5 Je (zi 7 200 (2m 
ag (۶.1.16 
HEE) مس سس (ج)‎ 
۶۰۱۰۲ مثال‎ 





yv 


شکل ۲ .۶.۱ حریای سه میله ای 


مقایسه تقریبهای مختلف با استفاده از یک خرپای سه ala‏ ای ساده نشان داده شده در شکل Y‏ ۱۰ 

تشریح می شود . نیروی افقی p‏ می تواند به طرف راست اعمال شود (مانند شکل) و با به طرف چپ . 
خرپا باید چنان طراحی شود که قیدهای تنش و تغییرمکان برآورده شوند . متفیرهای طراحی مساحتهای 
سطح مقطع هایند. یعنی Ap (Ag‏ و Ac‏ . به خاطر تقارن خرپا و جهت اختیاری بار افقی Ag = Ach‏ 
باشد. ما تقریب را برای تنش عضو ) به کار می بریم که باید تنش کششی و فشاری در آن از و0 کمتر 


باشد. 


(far سازی سازه‌ها (فصل ۰۶ سیمای بهینه‌سازی در‎ dings مبانی‎ TAF 


تتشهای اعضا را می تران بر حسب مژلفه های تغییرمکان سر خرپا به شکل زیر بیان کرد : 
c4 = E(u + V3u)/4l, og = 2, J ac = E(u — V3u)/AL.‏ 


از معادله Solas gla‏ افقی داریم 


3EAA 
4l 





/3 
-z ۸۸) - 0c) = P E u= 


به طور مشابه » از معادله' تعادل عمومی داریم : 


1 E A 
344(4 +oc) + و۸‎ = 8p, یا‎ =~ (4s + ^4) =p, 


بتابراین 


u=4pl/3EA,, u = 8pl/E(Ap + 0.25A4) , 


c- 2‏ لت وت 
"C “P| 7344 ^ Ag 102544]. ©‏ 


3 2 
داق‎ aires ve +۰ 
00 09 3A4 Ag + 0.20۸ 


اکنون متغیرهای طراحی نرمال شده را به شکل زیر تعریف می کنیم : 
Tı = ۰ z2 = ۸00/۳ ,‏ 


بنابراین : 


Y3 2 


,إت 
;0.252 + و2 321 


69 نقطه" )1,1( = ]× تفریب می زنیم . مشتقهای اول عبارتند از : 


بخش ۶۰۱ : تقریبهای‌صام FAY‏ 


0 3 : 
I$ = 9 0 = —0.2574 , 
bx, 321 (22 + 0.257)? x 
Ü 
n : | = 1.28 
وج‎ (r2 + 9.252)? مدا‎ ^ 


و مشتقهای دوم عبارتند از : 





am y Lis.‏ 2۷5) _ ولو 
3r? (z3 + 0.257,? Xo‏ 021 

fu = 2 NEN = —0.512, 

02723 (r9 + ر0.25‎ 3 Xo 
فيو ال اه‎ 


رتور + (xn‏ — ]0:3 
با استفاده از این مشتقها و 0.0227— = (معد)و می توانیم تقریبهای زیر را بسازیم 


gu = —0.0227 — 03257402 — 1) + 1.28(z2 — 1( , 


1 
gr = —0.0227 — 0.2574 ( = i) 4 1.28 (0 - =) = 14 2574/2 — 1.28/12, 
1 2 


7 1 
gc = —0.0227 — 0.2574(z, — 1) + 1.28 (0 = =) 
2 
gg = gr + 0.5134(z; — 1)? — 0.512(z; — 1)(zo — 1) — 1.024(z2 — 1)? , 


1 1 1 1 
— = | — — 2 : ات نا ص .0 — =l.‏ = 
gor = —0.0227 — 0.2574 (2 =) (0 =) + ( 2) ( =)‏ 


2 2 
1 1 

+ 0.5134 ( - i) — 0.512 ( = i) (0 - =) — 1.024 ( — =) 5 
I| Tı I2 I2 


تمامی این تقریبها در 1,1(7)< مت مقادیر و مشتشهای دفیق دارند. دو تفریب درجه دو نیز در آن 
نقطه مشتق دوم دقیق دارند . تقریبهای وارون با میل کردن متغیرهای طراحی به سمت بی نهایت به سمت 
یک میل می کنند . این تقریبها مربوط به تنش در عضو ) است که با میل مساحت سطح مقطع به سمت 
بی نهایت به صفر میل می کند . این رفتار فیزیکی صحیح در دیگر تقریبها دیده نمی شود . جدول 
۱ ۶ پیش بینی پنج تقریب مقادیر دقیق را وقتی که 21 و وج بین 0.75 و 1.25 تغییر می کنند نشان 


می دهد . 


31 

0.75 
1.00 
1.25 
0.75 
1.25 
0.75 
1.00 
1.25 


T2 
0.75 
0.75 
0.75 
1.00 
1.00 
1.25 
1.25 
1.25 


g 
-0.3635 
-0.4227 
-0.4205 

0.0856 
-0.0619 
0.3786 
0.2440 
0.1819 


مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۰۶ سیمای بهینه سازی در عمل) 


جدول ۶.۱.۰۱ 

9L 98 — 
-0.2783 -0.3635 
-0.3426 -0.4493 
-0.4070 -0.5008 
0.0417 0.0631 
-0.0870 -0.0741 
0.3617 0.3191 
0.2974 0.2334 
0.2330 0.1819 


gc 
-0.3850 
-0.4493 
-0.5137 
0.0417 
-0.0871 
0.2977 
0.2334 
0.1690 


9Q 
-0.3422 
-0.4066 
-0.4070 
0.0738 
-0.0549 
0.3617 
0.2334 
0.1691 


۳۸۸ 


GQR 
-0.3635 
-0.4209 
-0.4280 

0.0915 
-0.0639 
0.3919 
0.2435 
0.1819 


جدول نشان می دهد که تقریبهای براساس وارون متغیرها از تقریبهای براساس متغیرهای واقعی بسیار 


دقیقترند و به ویژه اگر دو متغیر با ضریب مشابهی مقیاس بندی شوند (یعنی × با aX‏ جایگزین شود که ۾ 


یک عدد اسکالر است)؛ آنها دفیقند . تقریبهای درجه دو به مراتب از سه تقریب مرتبه اول دفیشترند. 


تضمینی برای اینکه تقریب محافظه کارانه ای که از تقریبهای مرتبه دو محافظه کارانه تر باشد وجود ندارد» 


ولی معمولاً مانند این مثال» محافظه کارانه تر است . با این وجود می بینیم که بهای این فوق محافظه کارانه 
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بودن این است که کمترین دقت تقریب را دارد. 


شکل ۶.۱.۳ مقایسه" خحطاهای تقریب AJ‏ 


تقریبهای قید نیز می توانند برای بررسی حطاهای مشتق هایی که برای ساخت آنها به کار رفته استفاده 


NUNC‏ این کار با محاسبه دقیق قید در امتداد یک خط در فضای طراحی و رسم خطا در تقریب در امتداد آن 


بخش ۶۰۱ :تقریبهای عام FAG‏ 
خط انجام می شود . یک تقریب مرتبه" اول باید در طراحی اسمی منحنی خطای ضریب زاویه صفر داشته 
باشد» در صورتی که تقریب مرتبه" دو باید در آن جا انحنای صفر داشته باشد . به عنوان مثال c‏ تقریبهای 
مختلف را در امتداد حط 


z= 1.25 - 0.5 22=0541.0t, O<t<1, 


مقایسه می کنیم که در آن 0.5 = غ طراحی اسمی را نمایش می دهد . شکل ۱۰۳ . ۶ خطا را به عنوان 
تابعی از # نشان می دهد . دیده می شود که تقریبهای مرتبه اول در 0.5 = t‏ شیب صفر دارند» و تقریبهای 
مرتبه دو در آنجا شعاع انحنای صفر دارند . برای این مثال» تقریب وارون SUUS‏ محافظه کارانه است» 
بنابراين تقریب ممحافظه کارانه تقریباً با آن برابر است. ۰۰۰ 

تقریبهایی که تاکنون بیان شد از عملیات جبری روی توابع قیود بدست آمده بودند . در تلاشهایی که 
T ul‏ به منظور بهبود بخشیدن به کیفیت نقریبها انجام می شود روی تعمیم مفهوم متغیرهای طراحی میانی 
در مفهوم کمیتهای پاسخ میانی تأکید می شود . این مفهوم توسط اشمیت و میرا ' ]13[ در سال ۱۹۷۶ 
معرفی شد» ولی تا ده سال بعد به کار نرفت (به عنوان مثال به مرجع ]14[ مراجعه کنید) . این رهیافت 
کمیتهای پاسخ میانی را جستجو می کند که به خوبی تقریب خطی شوند . اگر کمیتهای پاسخ ظاهر شده در 
as‏ را بتوان از پاسخ میانی با هزینه" کمی محاسبه کرد آن گاه می توانیم یک تقریب غیر خطی کم هزینه و 
دقیق داشته باشیم . 

یکی از تقریبهای پاسخ میانی موفق برای قیدهای تنش در طراحی سازه‌ها توسط واندرپلاتز و 
همکارانش (به عنوان QU‏ 17- 14) بيشنهاد شد . واندریلاتز به این نتیجه رسید که تقریب نیروی اعضا 
دقیقتر از تقریب تنش اعضاست . این نتیجه مورد انتظار بود زیرا با تغییر مساحتهای سطح مقطع c‏ نیروهای 
Lael‏ بسیار کندتر از تتشهای اعضا تغیبر می کنند . به ویژه» برای حرپاهای از نظر ایستایی معین ؛ نیرو در 
هر عضو ثابت است در حالی که تنش های اعضا با وارون مساحتهای سطح مقطم متناسبند . این موضوع 
انگیزه استفاده از نیروی اعضا به عنوان کمیتهای پاسخ میانی است . 


به عنوان مثال» یک قید تنش برای یک عضو سازه ای به شکل زیر در نظر بگیرید : 


—1--L 2»). (PX. 5)‏ بو 
Call‏ 


D Schmit and Miura 2) Vanderplaats 


۳۹۰ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل F‏ : سیمای dings‏ سازی در عمل) 

یک تقریب عمومی برای تنشهای اعضا از وارون متغیرهای طراحی :1/۸ = er;‏ استفاده می کند که 
Aj‏ مساحت سطح مقطم عضو ام است . با استفاده از یک تقریب خطی برای نیروهای اعضا و سپس 
تقسیم آن بر مساحت سطح مقطم برای داشتن یک تقریب برای تتش» بر اساس پیشنهاد واندر پلاتز» GAT‏ 
به شکل زیر بدست می‌آوریم : 


_ [E(Ao) + V'F(Ao(A — Ad] <) (۶.1.1۶) 


9LF; = Ai 
Call 


این قید بر حسب متغیرهای طراحی مساحت سطح مقطمها خطی است . توجه کنید که برای یک خرپای 
از نظر ایستایی معین که گرادیان نیروهای اعضا نسبت به مساحتهای سطح مقطم صفر است» تقریب 
معادله (۱۶ ۶۰۱۰) یک عدد ثابت است . معادله (۶۰۱۰۱۶) بعد مساحت دارد و باید آن را با تقسیم بر 
یک مساحت مبنا بی بعد ساخت . مقایسه‌ای بین عملکرد این تقریب نیروی خطی و دیگر تقریبها در 


بخش ۴ . ۶ ارائه می شود . 


۲ . ۱ .۶ تقریبهای فراکیر و «Lo‏ 

معمول ترین تقریب فراگیر رهیافت رویه پاسخ است . در این رهیافت تابع در چند نقطه نمونه گیری 
می‌شود. آن گاه یک عبارت تحلیلی به نام رویه پاسخ (معمولاً یک چند جمله‌ای) بر روی داده‌ها 
برازانده می شود . ساختن رویه پاسخ بیشتر به نظریه" تجربه ها ]18[ متکی است و یک فرایند چرخه ای 
است که با فرض شکل تحلیلی رویه پاسخ» به عنوان مثال» یک چند جمله ای درجه دو» شروع 
ee‏ ی تعدادی پارامتر مجهول (مانند ضرایب چند جمله ای) دارد که باید برای تطبیق با 
تابع تقریب زده شده تنظیم گردد . برای تتظیم» در تعدادی از نقاط طراحی که به دقت انتخاب 
شده‌اند» تحلیل انجام می شود و آن گاه برای بدست آوردن مقادیر پارامترها از نتایج تحلیل؛ معمولاً 
از روش کمترین مربعات استفاده می شود. سپس مدل تقریبی (رویه پاسخ) برای پیش بینی تابع در 
چند نقطه آزمایشی منتخب استفاده می شود و از روشهای آماری کیفیت شایستگی آن و با دفت رویه 
پاسخ ارزیایی می گردد . اگر شایستگی و برازانده شدن رضایت بخش نبود» فرایند بار دیگر شروع می شود 
و تجربیات بیشتری انجام می شود و یا مدل فرض شده با حذف و یا اضافه کردن جملاتی بهبود 


می یاہد. 


بخش ۶۰۱ :نقریبهای ۳٩۱ ple‏ 
93 0 رویه پاسخ در بهینه سازی سازه ها کمتر به کار رفته است (به مرجع بارئلمی و هفتکه! ]19[ 
مراجعه کنید) . کاربرد کمتر آن شاید به این سبب بوده که این فن تنها برای مسائلی عملی است که تعداد 
متغفیرهای طراحی آنها کم است (کمتر از ۲۰) . تعداد تحلیل هایی که برای ساختن رویه پاسخ لازم است؛ 


به طور چشمگیری با افزایش تعداد متغیرها افزایش می یابد . 


مثال ۶۰۱۰۳ 


برای تشریح استفاده از رویه پاسخ» یک رویه پاسخ خطی را بر قید تنش مثال ۶۰۱۰۲ زیر بدست می آوریم : 


V3 2 


هک 10 
(r4 0352)‏ و +" < 9 


فرض می شود رویه پاسخ یک چند جمله ای خطی باشد 
(الف) . 9 + Gre = a + bzi‏ 
فرض می کنیم فضای طراحی به شکل زیر باشد . 

۰ > و2 ,21 > 0 


برای یافتن ۰4 و باید 9 را حداقل در Y‏ نقطه ارزیابی کنیم . برای اطمینان بیشتر از نقاط بیشتری استفاده 
می کنیم » Ss‏ چهار نقطه" زیر 


xf = (0.5,0.5), xf =(1.5,0.5), xf =(0.5,1.5), xj =(1.5,1.5). 


با جایگزینی هر یک از این نقاط در معادله" Ci)‏ چهار معادله زیر را بدست می آوریم : 


1 0.5 0.5 —1.0453 
1 15 05| J | _ | - 8 
1 0.5 L5 — 1 0.9239 
1 L5 15] ۴ 0.3182 


برای بدست آوردن یک جواب حداقل مربعات از این چهار معادله و سه مجهول دو طرف را در 


1) Barthelemy and Haftka 


uit Par‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در عمل) 
ترانهاده ماتریس ضرایب ضرب نموده و دستگاه معادلات 3×3 حاصل را حل می کنیم . مقادير 


«a = -5‏ 0.2306— = 8و 1.5941 = را بدست می آوريم داریم : 
Jrs = -1.5395 — 0.23062; + 1.594125.‏ 
این را با تقریب خطی حول (۱.۱) که در مثال ۱۰۲ . ۶ پافتیم» یعنی 
0.2574(z; — 1) + 1.28(z2 - 1).‏ — 0.0227— = رو 


مقایسه می‌کنیم . همچنان که انتظار می رفت؛ رو در نزدیکی (1,1) دقیقتر است و ges‏ در تقاط دورتر» به 
عنوان مثال در )0.75,0.75( داریم 0.3635- = و ۰ 0.2783— = روء 0.5169— = ,بو . در صورتی که 
در )0.5,0.5( داریم 1.0453— = «g‏ 0.5340— = رو 0.8578— = Gre‏ ۰۰۰ 

در فنون رویه cel‏ قبل از فرایند بهینه سازی از فضای طراحی نمونه گیری می شود . اما» چون 
فرایند بهینه سازی به محاسبه قیدها و مشتقاتشان در بیشتر از یک نقطه نیاز دارد» استفماده از اطلاعات 
محاسبات قبلی در ساختن تقرییهای با محدوده" وسیعتر منطقی تر به نظر می رسد تا این که فقط از یک نقطه 
برای تقریب استفاده شود . این موضوع به مفهوم تقریبهای چند نقطه که به تقریبهای میانه مشهورند 
می انجامد . هفتکه و دیگران[20] تقریبهایی بر اساس دو و سه نقطه را مورد آزمون قرار دادند . تجربیات 
آنها این بود که تقریب در BUS‏ میانی ( به عنوان مثال» در نقاط داخل مثلث متشکل از سه نقطه در یک 
تقریب سه نقطه‌ای) خوب کار می کند ولی در نقاط برونی یک بهبود متوسط در دقت به وجود می آورد . 

یک تقریب دو نقطه ای که عملکرد بهتری دارد توسط فادل" و دیگران[21] ارائه شد. تقریب تقریبی 
خطی از متغیرهای oP!‏ بر است که نماها چنان انتخاب می شوند که با داده ها تطابق داشته باشند . کار را 
با ساختن یک تقریب خطی از yi‏ در اولین نقطه Xo‏ شروع می کنیم . تقریب بر حسب متفیرهای اصلی به 


شکل زیر خواهد بود . 


ty = a0) + Yo (y -1| (=) Gale 20 LLW) 


آن calS‏ نماهای ;م از شر b‏ این که مشتقات 9 باید با مشتقات gip‏ هایی که در نقطه" دوم » 6 t‏ داریم تطابق 





1) Fadel 


۳٩۹۳ plesi: ۶.۱ بخش‎ 


داشته باشد. بدست می آیند . به آسانی می توان نشان داد که نماها از رابطه زیر پدست می آیند : 


)۶ ۱ . ۱۸( 
log(ri;/ roi) 


هنگامی که p;‏ از نظر مقدار از ۱ بزرگتر است با sign(p;)‏ یعنی علامت pi‏ جایگزین می شود تا از نماهای 
بزرگ جلوگیری شود . در مواقعی که نسبتهای موجود در صورت و مخرح معادله" NA)‏ ۰۱۰ ۶) منفی اند 
و یا pi‏ صفر است باید دقت خاصی مبذول گردد . در حالت اول pi‏ را ۱ می گیرند در حالی که در حالت 
دوم با استفاده از بسط سری تیلور می توان نشان داد که : 


wE 71] (2). (F 4.44) 


تقریب میانی دیگر تقریب مقیاس یا محلی- 815 ]22[ است . هدف این است که تقریب فراگیر 
بدست آمده از یک رهیافت سطح پاسخ یا از یک مدل ساده تر از مسأله با وارد کردن اطلاعات محلی بهبود 
پاید , ساده ترین رهیافت برای انجام چنین کاری استفاده از یک ضریب مقیاس بر اساس مقدار تابع در یک 


نقطه م است . یعنی» ضریب مقیاس عبارت است از : 


s(x) = 9(x)/gc(x), CF ۱. Ye) 
: تقریب فراگیر است . آن گاه تقریب فراگیر مقیاس شده» ورو عبارت است از‎ gg که‎ 
9,0)2( = se(Xo)9c (x). ع۶)‎ .۱۰۲۱( 


می توان با استفاده از مشتق و و ساختن یک ضریب مقیاس خطی Set‏ به شکل 


SeL = Sc(Xo) + i — ri) (5) : (F.3. Y 
i/ xo 


i=l 


که مشتق ضریب مقیاس عبارت است از : 





(GE) = (252 - Lue ع)‎ .۱۰۲۳( 
Or; 9892: go Or; 


بهبودی در ضریب مقیاس فوق به وجود آورد . 


۲ مبانی بهینه سازی مازه ها (نصل ۶: سیمای tings‏ سازی‌در عمل) 
تقریب محلی- فراگیر توسط چنگ" و دیگران[23] برای تقریب زدن تغییر مکانها» تنشها و بسامدهای یک 
سازه" پال مافوق صوت که از یک مدل اجزای محدود بدست آمده بودند به کار گرفته شد. تقریب فراگیر 


استفاده شده یک مدل صفحه ای از بال بود. 


۳ نون باز تحلیل ey‏ 

فنون باز تحلیل سریع از نتیجه های محاسبات انجام شده در یک نقطه» برای کاهش هزینه محاسبه در 
یک نقطه دیگر » استفاده می کنند . بیشتر آنها طبیعتاً gy‏ اند و هر گاه نقطه" طراحی بعدی په نقطه" 
طراحی پیشین نزدیک باشد» خوب کار می کنند. در این بخش فرض می کنیم که پاسخ دقیق سازه در یک 
نقطه" طراحی مانند Xo‏ در دسترس است» و می خواهیم اثر یک اختلال کوچک یا متوسط در Ax‏ را روی 
پاسخ محاسبه کنیم . حواص و پاسخ سازه در م× را با اندیس پایین صفی و اختلال ها در خاصیت ها و 
پاسخ را با A‏ نشان خواهیم داد . به عنوان U(X} «dU‏ = مدا مشخص کننده" میدان تغییر مکان برای 
نقطه" طراحی اولیه» و Au = u(zg + Ax)‏ + مدا نشان دهنده میدان تغییر مکان نقطه" طراحی اختلال 


AL‏ است. 


۱ ۶۰۲۰ پاسخ ایستایی خطی 
معادلات گسسته تعادل برای پاسخ ایستایی خطی aS)‏ به عنوان مثال از یک تحلیل اجزای محدود 


بدست آمده) در یک نقطه" طراحی مانند Xo‏ عبارتند از : 
Kow = fy , )۶ . ۲ ۰ ۱(‏ 


که در آن Kg‏ مدا و ما به ترتیب مأتریس سختی › بردار تغییر مکان و بردار بار در نقطه" XQ‏ است . اکنون 
تغییر Ax‏ در طراحی را در نظر بگیرید که به تغییر AK‏ در ماتریس سختی» و Af‏ در بردار jb‏ می انجامد . 
معادلات تعادل در xo + Ax‏ عبارت است از : 


(Ko + AK)(u; + Au) = fj + Af . ع)‎ .۲ .۲( 


از کم کردن معادله (۱ ۰ ۶) از معادله (۲ . ۲ . CF‏ داریم : 
Chang‏ )1 


بخش ۶.۲ : فنون باز تحلیل سریع ‏ ۲۹۵ 
(Ko + AK)Au = Af — AKug , (£...)‏ 
و می توانیم تقریب اول Aui‏ از Au‏ را با صرفنظر کردن از AK Au der‏ بدست آوریم 
KyAuı = Af - AKw . (۶.۲.۴)‏ 


این تقریب وقتی که AX‏ از نظر مقداری کوچک cul‏ بسیار خوب است . افزون بر این c‏ معمو M‏ در حل 
مدا می توانیم از Ko‏ فاکتور گرفته و یا آن را به شکل دیگری تبدیل کنیم . بنابراین حل معادله (Y)‏ 
نسبتاً کم هزینه است . هنگامی که AK‏ یک تابع حطی از × باشد» تقریب درست مانند تقریب خطی وه بر 
حسب سری تیلور است . تقریب را می توانیم با تکرار همین فرایند بهبود بخشیم و تقریبی از مرتبه" بالاتر 
از Au‏ بدست آوریم. از کم کردن معادله CY)‏ ۲ . ۶) از معادله (۰۳ ۲ . ۶) داریم : 


(Ky + AK)(Au - Au,) = -AKAu, , (F.¥.0) 


و بار دیگر می توانیم از AK(Au - Auy)‏ در طرف چپ معادله صرفنظر کنیم و تقریب Aus‏ را بر حسب 


Au — Au,‏ بدست آوریم: 
KoAug = —AKAu, ۰ (F Vs 8)‏ 
فرایند را می توان تا بی نهایت ادامه داد و رابطه" زیر را داشت :: 
oc‏ 
Au = >J Au, (۶.۲.۷)‏ 
i=l‏ 
که جمله های Au;‏ در سری از فرایند چرخه ای حل 


KyAu,; = - ۸16 ۵ ۱1:1 ۰ )۶ . ۲ . ۸( 


په دست می آیند . البته تضمینی برای همگرا بودن سری و جودندارد؛ به ویژه زمانی که SAX‏ جک نیست. 


رهیافت دیگر برای بهبود بخشیدن به Au‏ توسط کارش و تای' ]24[ پیشنهاد شد . نظر آنان این بود که 





1) Kirsch and Taye 


giles ۶‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای بهینه سازی در عمل) 
تغییرات سازه را می توان به دو قسمت مقیاس بندی کلی و باز توزیم مصالح تقسیم کرد . uM‏ ماتریس 


سختی اختلال یافته را به شکل زیر می نویسیم : 


Ky + AK = sK; + AK,, (۶.۲.۹( 


که در آن و ضریب مقیاس بندی است . مقایس بندی کلی را می توان به روش ساده ای مورد بحث قرار 
colo‏ بنابراین تنها به تحلیل فسمت باز توزیع نیاز داریم . و را چنان انتخاب می کنیم که AK,‏ مینیمم شود . 
یعنی » و چنان انتخاب می شود که اء تا حد ممکن به K+ AK‏ نزدیک باشد . کارش و تایی يشنهاد 
مینیمم سازی مجموع مربعات اجزای AK,‏ را نمودند . بنابراین» می توان نشان داد (تمرین CY‏ که و از 


رابطه" زیر بدست می آید : 


s m 1q 22d PAR (YAY 


شم 
Yu ks‏ 
اکنون طراحی اسمی که ماتریس مء دارد را در نظر می گیریم و نه Ko‏ برای این طراحی» میدان تخییر 


u, = (1/s)ug. )۶ ۰۲ .۱۱( 


حالتی را در نظر می گیریم که تغییری در نیرو وجود ندارد0 = uS of LAT‏ معادله (۴ . ۲ . ۶) برای این 


طراحی مقیاس بندی شده عبارت است از : 
sKoAu, = -AK,u, = -[AK - (s - 1)Kq]ug/s, )۶۰۲۰(‏ 


که از معادله" Y. ٩(‏ . ۶) استفاده کرده ایم . با مقایسه این doles‏ با معادله Y)‏ ۲۰ . ۶) داریم : 


1 - و 





1 
AU, = -âu + up. 
S 


s? 


. در به در این رهیافت به شکل زیر بیش بینی می شود‎ Au کلی‎ us 


۳ E 1 s—l 1 (1 — s)? 
Au, = u,- طولا‎ ôu, = (z-D uot Aur + ماو‎ = zâu- E Ug 





)۶ . ۲ .۱۳( 


بخش ۶.۳ :فون باز تحلیل سریع fAV‏ 
Us‏ ۶۰۲۰۱ 
تصحیح جمله" اول» با و بدون مقیاس بندی» را برای تقریب زدن 43 تنش در عضو ) از مشال D‏ ۰۱۰ ۶) 
اعمال کنید» در صورتی که مساحت سطح مقطم عضو B‏ 5 درصد «x1 = D‏ و و27 از 4,1 1.25 


افزایش می یابد» اگر مساحتها بر اساس مساحتهای بی بعد مشال Y‏ ۱۰ . ۶ تعریف شده باشند) افزایش 


يابد . 
ماتریس سختی خریای سه میله ای را می توان به شکل زیر بدست آورد : 
K = E | 0.7544 0 _ Ep | 0.752) 0‏ 
log 0 (xp + 0.2524) | '‏ | و0.25۸ + Ag‏ 0 = 
بنابراین : 


_ Ep|0.75 0 _Epfo 0 
Ko = z^ ae AK, = = | TE 


همچنین برای مثال Y)‏ .۱ . ۶) داریم : 


pl 4/34 _ log J 1.333‏ _ 
Wo = E18/(Ag4025A)[ ^ E 16.400 f `‏ 
با0 = ۰۵۸۶ معادله (۲۰۴ . ۶) به شکل زیر نوشته می شود: 


= la 0 
Au = -K;'AKu, = T l a l 


از مثال (۲ ۱۰ . C‏ داشتیم : 


ec = E(v ~ V/3u)/Al, 4 9 =1 - 0۰ 


3 i 
Ag = ———(Av — V3Au). (الف)‎ 
4lag 
: داریم‎ Au; های‎ «d$ با جایگزینی‎ 
l 
Ag = -Et pog) = 0.32. 


dlog E 


۳۹۸ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۶ : سیمای dings‏ سازی در عمل) 
از آن جا که برای طراحی اولیه 0.0227— = و» برای طراحی اختلال یافته 9 به صورت زیر پیش بینی 
می شود . 


go + Ag = —0.0227 + 0.32 = 0.2973,‏ © و 


همان گونه که انتظار می رفت» این مقدار مانند تقریب خطی است (به جدول ۶۰۱۰۱ مراجعه کنید) . 
برای تقریب مقایس بندی شده از معادله (۱۰ ۰ استفاده می کنیم و داریم : 


0.25 x 1.25 ' 
21 سس‎ = 1.147. 
٩۶۱ توبن‎ ian oU 


معادله (۱۳ ۲۰ . ۶) به شکل زیر خواهد شد: 


Au, = 2 0 ]  0.147*/60 f 1.333] _ loo f 0.0218 
° 7 1.14728 | —1.28 1.147E ۱64001 FE | -1.0780 | ° 
: با جایگزینی در معادله" (الف)» داریم‎ 


Ag, = —0.25(—1.078 — V3 x 0.0218) = 0.2789, 


9, = go + Ag, = —0.0227 + 0.2789 = 0.2562. 


این تقریب به طور چشمگیری به نتیجه های دقیق (به جدول ۰۱۰۱ ۶ مراجعه کنید) 0.2440 = و نزدیک 
است. ۰ ۰ ۰ | 

این موضوع مسلم است (به عنوان مثال به مرجع هالی ' [25] مراجعه کنید) که وقتی ماتریس یک 
دستگاه معادلات با اضافه نمودن یک ماتریس از رتبه" پایین بهبود یابد » یافتن اثر آن روی جواب دستگاه 
نسبتاً کم هزینه است . کار محاسباتی آن تقریبها برابر یافتن r‏ جواب از دستگاه معادلات اصلی است که ۲ 
رتبه" ماتریس بهبودیافته است . هنگامی که ج coser S‏ و مرتبه" دستگاه معادلات بزرگ باشد» یافتن م 
جواب دستگاه اصلی بسیار کم هزینه تر از یک فاکتورگیری جدید از دستگاه بهبود یافته است . 

این موقعیت اغلب هنگامی به وجود می آید که ما بخش کوچکی از سازه را بهبود ببخشیم . به عنوان 





1) Haley 


بخش ۶.۲ :فنون باز تحلیل‌سریع ‏ ۲۹۹ 
رامی توان با یک بار حل مسأله اصلی به دست آورد. افزون بر این» می توان نشان داد[25] که با بافتن این 
جواب» جواب دقیق برای یک مقدار دلخواه از بهبود در دسترس است . فاچس و اشتانبرگ" ]26[ نشان 
دادند که این جواب مانند جوایی است که برای بدست آوردن مشتق تغییر مکان نسبت به تخییر سختی JU‏ 
داریم . بنابراین» آنها قادر بودند برای میدان تغییر مکان تقریبی بیابند که در بهبود یک عضو خرپا دفیق 
باشد . به طور cala‏ هولنیکی زولک؟ ]27[ روشی راء بر اساس اعوجاج» ارائه دادند که بهبود دلخواه 
م عضو یک خرپا را به هزینه یافتن ٣‏ مرتبه تغییر مکان خرپای اصلی ممکن می ساخت . این رهیافتها به 
ویژه برای بهینه سازی بسیار سودمندند» زیرا هنگامی که جوابهای تغییر مکانها بدست آمد» اعضای خرپا 
را می توان بار دیگر و بارها با هزینه ' محاسباتی کمی بهبود بخشید . برای اجزای محدودی که ماتریسهای 


سختی از رتبه" بالاتری eX lo‏ این رهیافت باز هم قابل کاربرد است» اما مزایای آن کم می شود. 


۲ ۲۰ . ۶ مسائل مقدار ویژه 
پاسخ ارتعاشی با کمانشی معمولاً با یک مسأله مقدار ویژه متقارن مدل می شود . در طراحی اسمی t‏ 
مسأله مقدار ویژه ارتعاشی را می توان به شکل زیر نوشت : 

(۱۴. ۲. ع) Kus Maa S,‏ 
که در آن Ko‏ و 10 به ترتیب ماتریسهای سختی و جرم اند و مد و Uo‏ به ترتیب مقدار ویژه (مربع بسامد) و 
بردار ویژه (مد ارتعاشی) است که تمامی آنها در نقطه" طراحی اسمی Xo‏ ارزیابی می شوند .گر ود یک 


مقدار ویژه غیر تکراری باشد. اثر اختلال طراحی را می توان به راحتی تخمین زد . با نوشتن دوباره مسأله 


مقدار ویژه در Xo + Ax‏ داریم : 


(Ko + AK)(ug + Au) — (ug + Au(Mg + AM)(ug + Au) = 0. (6. Y. 10) 


معادله (۱۴ Y‏ ۰ ۶) را از معادله"(۱۵ ۰ کم کرده و از جملات مرتبه دو و سه مانند PAK Au‏ 
اختلال صرفنظر می کنیم 8 داریم : 


(Ko — #oMp)Au + (AK — ugAM)us - AuMouo 2. 0 ۰ (۶.۲.1۶) 


1) Fuchs and Steinberg 2) Holnicki- Szulc 


dings gis ۰‏ سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای بهینه سازی در عمل) 


با پیش ضرب 2 و استفاده از معادله (۱۴ (5.Y.‏ و تقارن Ko‏ و eub Mo‏ : 


„ U (AK — ıı AM) متا‎ 


Au x (6.Y.W) 
à uj Mou 


می توانیم معادله" (۱۵ Y.‏ ۰ رادر (ug--Au)T‏ ضرب کرده و از جملات مرتبه بالاتر در اختلال 
صرفنظر کنیم و به رابطه" زیر برسیم : 


ul (Ko + AK مدا(‎ 


us (M; + AM)u, ` )۶ ۲ .۱۸( 


Bo + Ape 


معادلات (۱۷ ۲۰ .۶) و (۶۰۲۰۱۸) از صرفنظر کردن جملات مرتبه دو و سه به دست آمده GAS‏ 
می توان نشان داد که حطای آنها (که با هم یکسان نیست) متناسب با مجذور اختلال در طراحی Ax‏ است ‏ یا 
این که آنها تقریبهای مرتبه" اولند . 

تقریب مرتبه" اول دیگری توسط پریتچارد و آدلمن" [28] پيشنهاد شد . این تقریب براساس انتگرال 


مشتق مقدار ویژه بر نسبت به متغیر طراحی p‏ است . معادله Y‏ . ۲ ) برای مشتق مقدار ویژه رامی شود 





: به شکل زیر نوشت‎ 
du 
سس‎ -—-a-u £.Y.Y 
3:54 Hb, ( 4) 
که‎ 
uu uu 
= کے‎ = X ۶ . Y P Ys 
"= Mu ' x á u" Mu ( 


با فرض این که a‏ و ط تخییر نمی کنند و a ZO‏ است. جواب معادله" دیفرانسیل را به عنوان تابعی از 


متغیر طراحی 2 بدست می آوریم که عبارت است از : 
(۰۲۱ ۲. ع) u= (mo - Le 7m +S‏ 


هنگامی که 0 ب ي میل می کند معادله Y V)‏ ۲. ۶) به تقریب خطی استاندارد میل می کند . اگر متغیرهای 


متعددی همزمان تغییر یابند» m‏ را می توان به عنوان فاصله در مسیر XQ‏ تا چ۵ + مت در نظر گرفت 


1) Pritchard and Adelman 


بخش ۶.۲ :فنون باز تحلیل سریم ۳۰۱ 
(مرجع [28] را بینید) . این تقریب را دی ای بی (DEB)‏ (بر اساس معادله دیفرانسیل) می نامند[28]. 
تقریب مرتبه" اول معادله" COP LY YA)‏ تقریب نسبت ریلی مقدار ویژه" اختلال یافته براساس بردار 
ویژه اولیه ولا است . اگر بتوانیم تقریب خطی لا برای بردار ویژه را محاسبه کنیم (به عنوان مثال با 
استفاده از مشتق OT CU gh‏ گاه می توانیم از نسبت ریلی استفاده کنیم و یک تقریب بسیار حوب برای مقدار 
ویژه اختلال یافته بدست آوریم که عبارت است از : 


u? (Ko + AK)u; 


۸۲ ۰( ۶ . تسج 
uf (M, + AM)uz ;‏ 


Ho + Ap f: 


این بار خطا در معادله (۲۲ . ۲ . ۶) متناسب با Axl‏ است(به مرجع مرثی و هفتکه [29] مراجعه 


۶۰۳۲۰۳ Jus 





شکل ۱ .۲ .۶ سیستم جرم فنر 


سیستم دو درجه آزادی DLA‏ داده شده در شکل V)‏ ۰ رادر نظر بگیرید. اثر دو برابر کردن جرم 
طرف چپ راروی کمترین بسامد تخمین بزنید . ماتریسهای سختی و جرم برای این سیستم عبارت است 


از ؛ 
m 2 -1 _ 1 0‏ 
K=a| 2 ‘ale M=m| JF‏ 


کمترین مقدار ویژه و بردار ویژه" مربوط به آن عبارتند از : 





1) Murthy and Haftka 


rer‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در عمل) 
Ho = 0.382k/m , u? = (1, 1.618) .‏ 


برای سیستم اختلال یافته تغیبری در ماتریس سختی به وجود نمی آید» و داریم : 


E 2 0 _|m 0 
M+ ۵۸6-۳] jJ am = [7 JE 


از معادله" Y‏ ۲۰ ۰ ۶) داریم : 


1 


0 
[1 Lemj-o382/m)|o 9| isis 


1 = —0.106k/m , 


"n 01] 1 
m 
۳ 1.618] | 7 Here, 
يا‎ 
Bo + Ap & 0.276k/m . 
: به طور مشابه» از معادله (۲۰۲۱ ۰ ۶) داریم‎ 
2k -k]f 1 
k Lei] | 2 E ies] 
po + Ap ام یط یه‎ . 


2m 0 1‏ 
m‏ 0 | 1.618 1 
اکنون تقریب دی ای بی معادله (۱ ۲۰۲ ۰ ۶) با فرض ج به عنوان تغییر در جرم چپ را در نظر می گیریم 


da]‏ ی 


برای طراحی اولیه 0 =« و برای طراحی اختلال ez = math‏ بنابراین 


b- = 0.276/m , a=0. 


Ho = 0.382k/m, us = (1, 1.618). 


نتیجه id‏ عبارت است از : 


Ho + Ap 2 ۰ 


می بینم که خطای مربوط به سه تقریب مرتبه" اول» ۰5.890 2.0% و 1.0% نسبت 30.49 اختلاف بین 
مقدار ویژه اولیه (0.382k / m)‏ و اختلال یافته بسیار کوچکند . * ۰ ۰ 


۳ برنامه ریزی خطی دنباله ای 

تقریبهای قید و روشهای تحلیل تقریبی که در بخشهای پیشین مورد بحث قرار گرفتند» بیشتر هنگامی . 
مفیدند که هزینه محاسباتی یک بار ارزیاپی تابع هدف» قیدها» و مشتقاتشان نسبت به هزینه محاسباتی 
مربوط به عملیات بهینه سازی. مانند محاسبه جهتهای جست و جو. بسیار بیشتر است . این حالت واقعی 
در بسیاری از مواردی است که برای تحلیل یک سازه» که با تعداد زیادی متغیر طراحی تعریف می شود از 
یک مدل اجزای محدودبا هزاران درجه آزادی استفاده می کنیم . بنابراین کاهش تعداد تحلیلهای مورد نیاز 
برای فرایند طراحی » در کاربرد الگوریتمهای بهینه سازی در مدل سازه براساس تقریبها» ارزشمند است . 

ساده ترین و مشهورترین رهیافت تقریب» برنامه‌ ریزی حطی دنباله‌ای است (SLP)‏ یک JU‏ 


بهینه سازی به شکل زیر در نظر بگیرید : 


. مینیمم کنید‎ gí(x)20, را نسبت به ۰ و ع ر‎ eee 


رهیافت SLP‏ از یک طراحی آزمایشی م6 شروع می کند و تابع هدف و قیدها را با تقریبهای خطی بدست 
آمده از بسط سری تیلور حول Xo "axi‏ جایگزین می کند . 


" of . 
fes) + Eei- (SE) . ei 
2. Or; X9 
5) + D(z - 20) ) ( 20 Jjet..n. رانىبتبه‎ 
ixl Ti / Xo 
. مینیمم کنیل‎ ag € fi — Toi S Gui - ع) و‎ .۳ .۲( 


مجموعه قیود آخر حدود حرکت نامیده می شوند که :0 و eui‏ ترتیب کران پایین و بالای تغییرات مجاز Ti‏ 
یا مقدار مجاز تغییرات ;2 است. 

به سبب تقریب به کار رفته و حدود حرکت؛ طراحی نهایی مسأله" خطی سازی شده» رد به ندرت به . 
طراحی بهین به شکل قابل قبولی نزدیک است . با این وجود اگر حدود حرکت به اندازه" کافی کوچک 


باشند که یک تقریب خوبی را در این حدود حرکت تضمین (AES‏ × از Xo‏ به بهین نزدیکتر خواهد بود. 


gle ۴‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در عمل) 

بنابراین می توانیم × را با Xr‏ جایگزین کرده و بهینه سازی خطی را با معادله (۰۱ ۰۳ ۰6۶ که حول نقطه" 
شروع جدید حطی شده. تکرار کنیم . این فرایند تکرار می شود و ما در واقع مسأله بهینه سازی اصلی را با 
رشته ای از مسائل برنامه ریزی خطی (LP)‏ جایگزین کرده ایم (بنابراین می توانیم بگوییم برنامه ریزی خطی 
دنباله ای) . هر بهینه سازی خطی یک چرخه بهینه سازی نامیده می شود . طبیعت خطی سازی یک مسأله 


غیر خطی و کاربرد حدود حرکت در مثال بعدی تشریح می شود . 


۶۰۳۰۱ JUo 


مسأله زیر را در نظر بگیرید : 
تابع , 52 - 20- = f(x)‏ 
g =25- 27 - 2 < 0 ,‏ 
go 27 - r +z < 0 ,‏ 
Ij, 27 < 0 .‏ مینیمم کنید 


رانسبت به 
توابع قید را حول نقطه" شروع )1.0 ,1.0( = xT‏ خطی کرده و از حدود حرکت :2 استفاده کنید . 
با ارزیابی توابع قید و مشتقات آنها در dai‏ اولیه داریم : 


glx) = 7-141 =7,‏ ,23 1 - 1 - 25 = (م<),و 


بنابراین» تقریبهای خطی به شکل زير خواهند بود : 


(x) = 23 + [-2 a pens = 27 — 25, - 215 > 0,‏ رو 


p(x) = 7 + [-2 {FZ} = 720420 20. 


در شکل bo (FN)‏ سازیها با خط پر و قیدهای اصلی با حط فاصله نشان داده شده است . 


حدود حرکت نیز در شکل نشان داده شده اند که یک مرز مربع مستطیل در اطراف نقطه" طراحی اولیه 


بخش ۶۰۳ : برنامه ریزی خطلی دنباله ای ۳۰۵ 
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شکل ۱ ۶.۳۰ حطی سازی قید و حدود حرکت 


تشکیل می دهند . 

جواب این مسأله" برنامه ریزی حطی جدید عبارت است از )2.0 2.0( = 7و تابع هدف 6- = f‏ 
است که نشان دهنده" 10096 بهبود در تابع هدف است . اگر حدود حرکتی وجود نمی داشت؛ جواب 
SL.‏ در )5.0 8.5( = 7× و مقدار تابع 4 22- = f‏ می شد (به شکل ۰۳۰۱ ۶ مراجعه 
کنید) . 

گرچه بدون حدود حرکت به مقدار تابح هدف بسیار بهتری می رسیدیم ولی قیود اصلی به طور 
چشمگیری نقض می شدند» همان گونه که در شکل (۱ ۰ ۰۳ ۶) دیده می شود . برای ارزیابی میزان نقض 
قید قابل قبول در ادامه" این بخش روشی ارائه خواهد شد . ۰۰۰ 

روش SLP‏ به خاطر در دسترس بودن بسته های نرم افزاری LP‏ مطمئن در بیشتر بسته های کتابخانه 
سیستم رایانه ها» “able‏ بیشتری دارد . از طرف دیگر بسته های نرم افزاری برنامه ریزی غیر خطی مطمتن 
به سادگی در دسترس نیستند . با این همه راهېرد SLP‏ مسائل متعددی دارد. اول این 645 هزینه های 


محاسباتی مربوط به عملیات بهینه سازی را به میزان زیادی افزایش می دهد » زیرا فرآیند بهینه سازی بارها 


ls ۴۰۶‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در عمل) 
تکرار می شود. (معمولاً پنج تا چهل Ob‏ . بنابراین» این راهبرد تنها وقتی منطقی به نظر می رسد که هزینه 
این محاسبات پهینه سازی در مقایسه با هزینه تحلیل و مشتقات حساسیت کمتر باشد. پس» کارایی 
بسته های نرم افزاری LP‏ که در SLP‏ به کار می رود از اهمیت بسزایی برخوردار است . 

دومین مسأله این که بدون یک انتخاب مناسب حدود حرکت؛ فرایند هرگز همگرا نمی شود . به 
طور کلی» حدود حرکت باید با نزدیک شدن طراحی به بهین کم کم کوچک شود . بخشی از دلیل کوچک 
ساختن حدود حرکت این است که دقت تقریب مورد نیاز» هنگام نزدیک شدن به بهین افزایش می‌یابد . 
هنگامی که از طراحی بهین دور هستیم. در هر چرخه به موفقیتهای بزرگتری نایل می شویم» و می توانیم 
خطاهای قابل ملاحظه ای را تحمل کرده و در همان حال به سمت بهین پیش برویم . هنگامی که به بهیین 
نزدیک می شویم» موفقیت کمتر می شود و ممکن است این بهبود با خطاهای تقریب از بین برود. از 
طرف دیگر « کاهش زود هنگام حدود حسرکت در فرایند ممکن است باعث کاهش بی مورد سرعت 
همگرایی نیز بشود» به ویژه هنگامی که طراحی اولیه از بهین واقعی دور است . دلیل کاهش حدود حرکت 
هنگامی مشخص می شود که طراحی نهایی یک چرخه ؛ در مقایسه با تحلیل دقیق» نسبت به طراحی اولیه 
آن چرخه )45 طراحی نهایی چرخه قبلی است) ناکافی LEG‏ یا بهبودی در f‏ وجود نیاورد. معمولا 
حدود حرکت حدود ده تا بنجاه در صد مقدار قبلی شان کو چک می شوند تا این که برای یک حدود حرکت 
مشخص تابع هدف از یک رواداری داده شده کمتر بهبود یابد . انتخاب معمول مقدار حدود حرکت در 
شروع حدود ده تا سی درصد مقدار متفیرهای طراحی است . با این وجود. این گونه انتخاب تنها وقتی 
منطقی است که یک متغیر طراحی به سبب حرکت به سمت عوض شدن علامتش بسیار کوچک نباشد. در 
چنین حالتی c‏ انتخاب حدود حرکت بین ده تا سی درصد مقدار نمونه ای (و نه مقدار فعلی) از آن متغیر 
طراحی منطقی به نظر می رسد . 

مشکل سوم SLP‏ که گاهی به وجود می آید این است که طراحی شروع غیر قابل قبول باشد . اثرات 
مشترك تقریب و حدود حرکت می توانند شرایطی به وجود آورند که مسأله" بهینه سازی خطی شده یک 
جواب قابل قبول نداشته باشد . یعنی» اگر نقطه اولیه یک مسأله نسبت به قیدهای نرمال سازی شده غير 
قابل قبول باشد و حدود > OS‏ کو چک باشد» ناسیه ای که با حدود حرکت تشکیل می شود ممکن است 
به طور کلی خارج از نضای طراحی خطی شده باشد و به یک مسأله غیر قابل قبول بینجامد . در این حالت 


توصیه می شود که قیدها در چند چرخه" اول رها شوند . این کار به عنوان مثال می تواند با جایگزینی 


بخش ۶۰۳ : برنامه ریزی خطی دنباله ای fv‏ 


JUS‏ بهینه سازی معادله (۲ ۰ ۳ . ۶) با مسأله زیر 


fe) + (eı = aw (E) + kB , ع) تابع‎ ۰۳ ۰۳( 
ماه‎ ortus (32) +820, را مشروط به « و؟ :1,۰۰۰ < ژ‎ 
زره‎ S Ti ¬ Toi S Qui, J 

,820 میلیمم کنید 


انجام شود که 6 یک متغیر طراحی دیگر است که یک حاشیه مجاز از نقض قید را مشخص می کند و k‏ 
عددی است که سهم 6 را در تابع هدف به اندازه کافی بزرگ می سازد تا چرخه بهینه سازی روی کاهش B‏ 
بیشتر از کاهش f‏ متمرکز شود . 

در نهایت اگر جواب مسأله" اصلی روی یک رأس مجموعه قید نباشد ممکن است چرخه ها بین در 
نقطه رفت و برگشت داشته باشند. به عنوان مثال. اگر بهینه واقعی در مرز یک قید غیر خطی باشد» 
جواب مسأله" حطی سازی شده ممکن است طراحی را به نقطه اولیه مسأله" خحطی بیشین ببرد. یک راهبرد 
کاهش حدود حرکت مناسب می تواند این مشکل را به راحتی حل کند . 

مثال زیر بعضی از مسائل مربوط به انتخاب حدود حرکت را با زگر می کند . 


مثال ۶۰۳۰۲ 





شکل ۲ :۶.۲ خرپای چهارمیله ای از نظر ایستایی معین 


‘hiss‏ طراحی مینیمم سازی وزن یک خریای چهار میله ای از نظر ایستایی معین نشان داده شده در 


dings gis ۸‏ سازی سازه ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در عمل) 
شکل Y)‏ ۰۳ ۶) را در نظر می گیریم . به سبب ساده سازی فرض می کنیم که عضو | تا 3 مساحتهای 
سطح مقطع عضو یکسان 4 دارند و مساحت سطح مقطم عضو 4 برابر Ag‏ باشد . برای بارگذاری تعریف 
شده» نیروهای اعضاء و تغیبر مکانهای عمودی در لولای 2 را می توان به راحتی بدست آورد که عبارت 
است از : 


h = 9p, h = =p, fa = 4p, Ja 5 —2V3p 3 
E ۱ رل‎ A 


در حالی که علامت منقی نشان دهنده فشاری بودن یروی عضو است . فرض می کنیم تنش مجاز در 
کشش و فشار به ترتیب برابر است با 10-4 x 10-4 27.73 x‏ ۰4.833 و حد تغییر مکان عمودی این 
است که از 10731 x‏ و تجاوز نکند . مسأله" طراحی برای مینیمم شدن وزن به شرط فیدهای تنش و تغییر 


re ee ee 

z,=10 (45). r2 10 (25) ,‏ 
به شکل زیر رابطه سازی کرد . 

V3 


3 
= — تار‎ 
f(zi,72) Zi T T3 , c 


را مشروط به ,3 € 6۷322 + 182 
zı > 0.1546 ,‏ > 0.05 
, 0.1395 > و2 > 0.05 مینیمم کنیل 


در حالی که حد بایین × و وج برابر 0.05 در نظر گرفته شده است . 
چرخه اول را با حدس اولیه  )0.1,0.1(‏ 3 شروع می کنیم که در قیدها صدق می کند و مقدار تابع 
هدف در آن برابر است با47.32 = p‏ .مسأله LP‏ با در نظر گرفتن ده درصد برای حدود حرکت یعنی 
i-12:a = a; = 1‏ شروع می شود . تنها تابع هدف غیر خطی است و مشتقات آن در Xo‏ 
عبارت است از : 
9f 11732,‏ 


Qro 


بخ ۶۰۳ : برنامه ریزی glam‏ دنباله ای ۳۰۸ 


fr = 47.32 - 300(z, — 0.1) — 173.2(z2 - 0.1) , تابع‎ 

182 + 6۷/32 > 3, 

x, € 0.11,‏ > 0.09 
.0.11 > وه > 0.09 مینیمم کنید 


را مشروط به 


حل این مسأله به جوابهای 0.10316 = ;92 O11‏ = 22 و 44.6410 = ,می انجامد. البته 
4 = (۶)0.10316,0.11» بنابراین تقریب خطی بهبود در را تقویت کرده است. اکنون ر را 
حول.0.11(7 ,0.10316( خطی می Ces‏ و حدود حرکت رابه همان اندازه در نظر می گیریم» برای 


چرشه" دوم» مسأله" LP‏ زیر را بدست می آوریم : 


تابع ,)0.11 — و143.1)2 — )0.10316 — ,)281.9 — 44.8274 = fi‏ 

,3 > و632 + )182 

z, > 0.11316,‏ > 0.09316 
.0.12 > و2 > 0.1 مینیمم کنید 


را مشروط به 


جواب این مسأله عبارت است از 0.10893 = ;2« 0.1 = 14« 44.63126 otf = 44.86069  <‏ 
این حرکت به یک نتیجه خوبی (از نقطه نظر Cfr.‏ انجامید» اما در وافع به ضرر بود (از نظر OF‏ . این مطلب 
دلالت بر این دارد که بايد حدود حرکت را کاهش دهیم . 

حدود حرکت را به 0.005 کاهش می دهیم و با شروع از بهترین طراحی که تاکنون بدست آوردیم» 
c XT = (0.10316, 0.11)‏ دو چرخه دیگر انجام می دهیم . اولین چرخه به نتیجه های زیر می انجامد : 
0.10604 = 21« 0.105 = وت 44.72937 = رل 44.78560 = f‏ با چرخه بعدی به نتیجه قبلی 
زیر می رسیم : 0.10316 = ,۰2 0.11 = czy‏ و این نوسان بار دیگر نشان می دهد که برای بهبود بیشتر به 
کاهش حدود حرکت نیاز است . با این همه» با آخرین حدود حرکت؛ زرا از 44.8274 به 44.78560 
کاهش می دهیم که از 1 درصد کمتر است . بنابراین منطقی است که چرخه را متوقف کنیم . در واقع › 
برای هر مسأله" LP‏ قید غیرخطی نغییر مکان فعال بود» بنابراین می توانیم جواب دقیق را با برقراری 


رابطه" 
;182 - 3 
سس = ,3 = 6۷/32 + 1827 
6/3 2 2 1 


و جایگزینی در بدست آوریم 


ile Phe‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای dingy‏ سازی در عمل) 


(18x, +6V3x, = 3) 
X2 


x, = 5 x, = 0.1546 
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شکل ۶.۳.۳ فضای طراحی JL‏ حریای چهار میله ای 
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3 
pe SCIRE 


به راحتی می توان نتیجه گرفت که مینیمم f‏ عبارت است از 0.105662 = وت = cz,‏ .44.7846 = . 
فضای طراحی این مسأله در شکل ۰۳۰۳ ۶ نشان داده شده است . * ee‏ 

ممکن است طراحی بهین بدست آمده برای یک مسأله" خطی سازی شده در هر چرخه ای از فرایند 
SLP‏ قیدهای doa‏ اصلی را نقض کند . در مثال ۶۰۳۰۱ دیدیم که اگر حدود حرکت در آن مثال اعمال 
نمی شد یا این که حدود حرکت به قدر کافی بزرگ cs‏ جواب مسأله" خطی یک نقض قید قابل توجهی 
نسبت به مجموعه قید اصلی به وجود می آورد. چنین نقض قیدهایی معمولا با بهبود تابع هدف به وجود 
می‌آید . همچنین ممکن است از یک جواب مسأله خطی به جواب مسأله خطی دیگر» تابع هدف بهبودی 


بخش ۶۰۳ :برنامه ریزی خطی دنباله ای ۳۱۸۱ 
نداشته باشد و نقض قیدها کاهش یابد . این مشکلات را می توان با تغییر حدود حرکت حل کرد. با این 
وجود. هیچ کدام از دو مشکل را نمی توان در همگرایی SLP US‏ مانع اصلی تلقی کرد . در بحث بعدی 
به این مطلب می پردازیم که چگونه می توان در مورد یک طراحی جدید بدست آمده از LP‏ قضاوت کرد 
که آیا هنگامی که تابع هدف بهتر با نقض قید همراه است یک بهبود است و یا هنگامی که مجموعه قید بهتر 
برآورده شده اند Sy‏ تابع هدف افزایش یافته می تواند بهبو د به حساب آید . 

فرض کنید بهمین LP‏ امین چرخه oxi,‏ به یک مجموعه قیود فعال یا نقض شده 3 € gí(x4)«j‏ 
انجامیده J AS‏ مجموعه قیدهای فعال است . جواب مسأله خطی سازی شده را می توانیم به عنوان جواب 
دقیق مسأله" حطی بهبود یافته زیر در نظر بگیریم . 

f(x), تابع‎ 

)¥ . ۳. ۶) رامشروط به pli g(x)2pg(xi)‏ مینیمم کنید 
مسال“ اصلی که می خواهیم حل کنیم برای 0 = م است . با استفاده از معادله"(۰۷ ۴ . ۵) می توانیم حدس 
بزنیم که مقدار بهین تابع هدف برای مسأله بهبود نیافته عبارت از : 

£= fo) - 2 )روا‎ , 6۶۰۳ ۰۵( 

j= 

که م تابع لاگرانژین است . این موضوع رهیافت زیر را بازگو می‌نماید : اگر تابع هدف و بحرانی‌ترین 
قیدها بهبود یابند. همواره طراحی جدید پذیرفته می شود . اگر تابع هدف بهبود یافته و برآورده شدن قیدها 
بدتر شده یا بر عکس » مقدار لا گرانژین ها را مقایسه کنید . اگر لاگرانژین در بایان یک چرخه از مقدار 
لاگرانژین در ابتدای چرخه کوچکتر شده باشد» آن گاه طراحی جدید پذیرفته می شود. اگر؛ از طرف 
دیگر لاگرائژین افرایش aL‏ باشد» در حدود حرکت باید تجدیدنظر کرد و آن را بهبود بخشید . توصیه 


می کنیم که در لا گرانژین تنها قیود بحرانی و نقض شده را استفاده کنبد . 


۶۰۳۰۳ Us 
(متناسب با مساحتهای سطح مقطع) در نظر بگیرید. مسأله به‎ y; = 1/2: مثال ۲ . ۳ . ۶ را با متغیرهای‎ 
زیر در آید‎ JS 


f(y) = 3i + ۷32 , تابع‎ 


gle ۳‏ بهینه‌سازی سازه‌ها(فصل ۶ : سیمای‌بهینه سازی در عمل) 


18 63 


g =3- — - — <0 
Yı Y2 
8.0 < yı < 20, 
CAS ولا > 8.0 مینیمم‎ > 20, 


را مشروط به 


که در آن برای راحتی کران پائین به 8.0 افزايش داده شده است . در حدس اولیه 12 = cy)‏ 8 = ون و مقدار 
تابع 49.856 = f‏ می باشد. 
حطی سازی مسأله با 30% حدود حر کت به مسأله زیر می انجامد 


عبارت , م۷3 + 3y,‏ 
رامشروط به ,2.598 > ;0.16249 + 0.1255 
yı € 15.6,‏ € 84 


۰ 4 > ولا > 8.0 مینیمم AS‏ 

که جواب 1۴ آن عبارت از 8.4 = «yj‏ 9.534 = ول و 41.713 = ۶. با تحلیل مجدد می بینیم که 

0.2329— = و. همچنین از حل برنامه LP‏ 10.667 = رد (مربوط به 9) و 1.667 = do‏ (مربوط 
به حدود حر کت) بدست می آید . لا گرانزین عبارت است از : 

£ = 41.713 — 10.667(—0.2329) = 44.197 , 

که در مقایسه با مقدار اولیه تابع هدف 49.856 = ۰ یک بهبود نسبتاً کوچک را نسبت به جواب CLP‏ 
3 نشان می دهد Sy‏ با این وجود قابل قبول است. 

با حطی سازی تابع قید حول آخرین نقطه طراحی در رابطه سازی مسأله" ULP‏ حدود حرکت 30% 


idis‏ به شکل زير درمی آید 
عبارت , و۷3 + 3y,‏ 


را مشروط به ,3.4658 > 0.2551y, + 0.1143y;‏ 
y; > 10.92,‏ > 8.0 
, 12.3938 > ولا > 8.0 مینیمم CLS‏ 


که جواب آن عبارت از 10.000 = Sef = 43.858 94 = 8.0 cy‏ ضریب تابع قید عبارتست از 
11.76 ۸ و ضریب دیگر با یک Gal OLS‏ 0.38 = و . هر چند که تابع هدف تقریباً 596 افزایش cA‏ 
ارزیابی قیدهای واقعی در مقایسه با طراحی اولیه این مسأله LP‏ نشان دهنده" یک نقض قید کمتر 
است »0.09896- = و. cpl pls‏ به منظور قبول یا رد این طراحی باید لاگرانژین را محاسبه کنیم . در 
پایان این گام» لاگرانژین عبارت است : 


بخش ۶۰۴ : بهینه سازی تقریبی ule Lo‏ دنباله ای ۳۱۳ 
L = 43.858 — 11.76(—0.09896) = 45.022 ,‏ 


که از مقدار لاگرانژین محاسبه شده در پایان مسأله LP‏ قبلی بزرگتر است . بنابراین ؛ طراحی رارد می کنیم 
و مساله" 1۳ را بار دیگر با حدود حرکت کوچکتری می سازیم . ees‏ 


۴ بهینه سازی نقریبی غیرخطی دنباله ای 

می توانیم با استفاده از تقریبهای غیر خطی برای قیدها و تابع هدف»› SLP‏ را تعمیم دهیم . برای کاربرد 
SLP‏ باید حتی توابم غیرخطی ساده را نیز خطی کنیم . در یک راهکار کلی ما تتها توابعی را به طور خحطی 
یا غیر خحطی(مانند درجه دوم) تقریب می زنیم که محاسبه آنها پرهزینه باشد . قیدهای کم هزینه اصلاً 
نیازی به تقریب زدن ندارند . کار را با شناسایی این قیود )9 احتمالاً تابع هدف) که برای ارزیابی به حجم 
محاسبه بالایی نیاز دارند» شروع می کنیم . این قیدها را برای تقریب زدن جدا می کنیم و قیدهای کم هزینه 
را به طور دقیق ارزیابی می کنیم . با فروض یک جواب آزمایشی 60 برای مسأله" طراحی سازه قیدهای 
پرهزینه را حول Ky‏ تفریب می زنیم . مانند روش SLP‏ » باید مسأله تقریبی را با حدود حرکت بياميزيم . تا 
از تغییرات زیاد متغیرهای طراحی که سبب یک تقریب ضعیف می شود جلوگیری کنیم . 

جواب مسأله" تقریبی با حدود حرکت. که از یک روش بهینه سازی بدست آمده باشد را با × نشان 
می دهیم . یک تحلیل سازه ای دقیق جدید در × انجام می دهیم و از آن برای ساختن تقریبهای جدید برای 
قیدهای پرهزینه استفاده و سپس جواب بهین مسأله تقریبی را بدست می آوریم . یعنی ۰ MU‏ بهینه سازی 
اصلی معادله (۱ ۰۳۰ ۶) با را مسأله" زیر جایگزین می eS‏ 


fa(x, x0”), eS ع)‎ . ۴ .۱( 
Ijli x$) < 0 Galery, wbath 
lx - xf] <a; , و‎ 

برای ; 2 01 i:‏ مینیمم کنید » 


که در آن fa‏ و gaj‏ به ترتیب تابع هدف تقریبی و قید. xD‏ جواب امین مینیمم سازی و به یک حدود 
حرکت انتخاب شده مناسب است r‏ 


از آن جا که بیشتر هزینه" بهینه سازی مربوط به تحلیل دقیق و محاسبات حساسیت است» غالباً این که 


le ۴‏ بهینه سازی سازه‌ها (نصل ۶: سیمای بهینه سازی در عمل) 
چه روش بهینه سازی برای جواب بهین مسأله تقریبی استفاده شود مهم نیست . در حالت IS‏ 6 تأکید 
روی قابل اطمینان بودن و توانمند بودن یک روش بهینه سازی بیشتر است تا روی بازده محاسباتی آن . 
مثال زیر کاربرد بهینه سازی غیر خطی دنباله ای با تقریبهای استاندارد بحث شده در بخش ۱ ۶۰ و سایر 


تقریبهایی که خاص مسأله مورد بحث اند را تشریح می کند . 


مثال ۶۰۴۰۱ 

خرپای ده میله ای نشان شده در شکل(۱ ۴۰ . ۶) مثال استانداردی است که بسیاری از نویسندگان از آن 
استفاده کرده اند . بدست آوردن مینیمم وزن خرپا با تغیبر مساحتهای سطح مقطم اعضا مشروط به قیود 
تنش و فیدهای مینیمم سطح مقطع *::0.1مورد نظر است . تنش مجاز ماکزیمم در هر عضو در کشش و 
فشار یکسان است . این مقدار مجاز برای همه اعضا ksi‏ 25 است به جز عضو 9. برای عضو 9 تنش 
مجاز ksi‏ 75 است . چگالی مصالح خرپا عبارت است از -0.1ib/in?‏ 





1 = 360 ", P = 100 Kips 


شکل 1 ۰ .۶ حربای ده میله ای 


در این جا از پنج روش تقریب محلی که در بخش ۱ ۶۰ تشریح شد و روش تقریب نیروی خحطی 
پیشنهاد شده توسط واندرپلاتز" و همکارانش(به عنوان مثال مرجع [15]) استفاده می شود . جدول 


> à 
=y 


1) Vanderplaats 


بخش ۶۰۴ : بهینه سازی تقریبی plat ob‏ دنباله ای ۳۱۵ 


حدول ۶۰۳.۱ طراحیهای gb m‏ ده میله ای 


تنش مساحت سطح مقطع نهين مساعت سطح مقطع اوئیه عضو 
(in?) (in?) (ksi)‏ 
25.0 7.90 5.0 1 
25.0 0.10 5.0 2 
25.0« 8.10 5.0 3 
25.0- 3.90 5.0 4 
0.07- 0.10 5.0 5 
25.0 0.10 5.0 6 
25.0 9.80 5.0 7 
25.0- 5.51 9.0 8 
37.5 3.68 5.0 9 
25.0- 0.14 5.0 10 
جدول ۶.۳۰۲ همگرایی وزن بهین (پوند) با استفاده از تقریبهای مختلف 
نبروی عطی درجه ډو وارون — درجه ډو محافظه کارانه وارون خطي شماره چرخه 
1891 1931 2002 2361 4 1845 1 
1688 1684 1741 1960 1673 1637 
1589 1595 1650 1722 1593 1601 3 
1549 1548 1586 1641 1566 1558 4 
1526 1522 1547 1587 1548 1531 5 
1511 1509 1525 1566 1537 1514 6 
1504 1506 1514 1555 1528 1507 7 
1501 1502 1507 1546 1522 1502 8 
1500 1500 1503 1540 1518 1500 9 
1499 1500 1501 1538 1 1500 10 
1499 1499 1500 1535 1511 1500 11 
1499 1499 1499 1532 1508 1499 12 


۴.۱ .۶ طراحیهای اولیه و بهینه و p‏ را در اعضای خربای بهین نشان می دهد . 

جدول ۴۰۲ . ۶ تاریخچه همگرایی دوازده چرخه بهینه سازی تفریبی با استفاده از شش تقریب را در 
مقایسه با هم نشان می دهد . برای مقایسه عملکرد تقریبهای مختلف در جدول ۶۰۴۰۲ ۰ یک معیار 
عملکرد سودمند تعداد چرخه ها برای رسیدن به یک درصد وزن مینیمم (رسیدن به Ib‏ 1514( است . 
تقریبهای خطی » درجه دوم وارون» و نیروی خحطی شش چرخه نیاز دارند» تقریب درجه دوم هفت تا؛ 
تقریب وارون ده تاه و تقریب محافظه کارانه هر گز به آن نمی رسد . تفاوت بین تقریبهای وارون یک ویژگی 
خاص این مسأله است . برای بسیاری از مسائل خرپا تقریب وارون از نوع خطی آن بهتر کار می کند . اگر 
به گروههای مختلف روشها نگاه کنیم» تقریبهای مرتبه" دو کمی از تقریبهای مرتبه" اول بهترند» اما تفاوت 


(J سازی سازه ها (فصل ۶: سیمای بهینه سازی در‎ dings مبانی‎ PIP 
آن اندازه چشمگیر نیست تا هزینه محاسبات مشتقات دوم را دخالت دهیم (برای بحث هزینه" محاسبات‎ 
. مشتقات دوم به بخش ۲۰۲ . ۷ مراجعه کنید)‎ 

عملکرد بد تقریب محافظه کارانه را می توان په این شکل توجیه کرد که معمولاً از تقریبهای خطی یا 
وارون دقت کمتری دارد. در مواقعی که به محافظه کاری نیازمندیم (مانند هنگامی که این تقریب به 
وسیله" الگوریتمهای تابع جریمه" داخلی به کار می رود) با در تحدب (مانند الگوریتمهای دوگان» به 
فصل ٩‏ مراجعه کنید) این تقریب سودمند است . با این همه در بهینه سازی تقریبی دنباله ای استفاده" کمی 
دارد. در نهایت» تقریب نیروی خطی واندرپلاتز با تقریبهای مرتبه" دوم قابل مقاپسه است هر چند تنها از 
مشتقات اول استفاده می کند . این حقیقت به این مسأله بر می گردد که کمیتهای «بسیار خطی تر؟ از تنش را 
تقریب می زند . در استفاده از این تفریب» یک کمیت واسطه (نیروی اعضا) را تقریب می زنیم و تنشها را 
به کمک یروها به طور دقیق محاسبه می کنیم . دید فیزیکی مشابهی در شناسایی پارامترهایی که تقریباً 


خطی هستند می تواند در مسائل دیگر مفید واقع شود. 


۵ مسائل ویژه در ارتباط با ding‏ سازی شکل 

عبارت بهینه سازی شکل در این جا به مفهوم فراگیر آن به کار می رود. در یک مدل اجزای محدود؛ 
بهینه سازی شکل به مسائلی اطلاق می شود که در آنها می خواهیم محل گره‌های مدل اجزای محدود یا 
اتصال اجزا را (به عنوان مثال حذف اجزا را) تغیبر دهیم . بهینه سازی شکل از این نظر بر عکس مسائل 
بهینه سازی اندازه است که در بهینه سازی اندازه ما تنها خواص سختی جزء را تفییر می دهیم؛ مانند 
مساحتهای سطح مقطع میله ها یا ضخامت صفحه‌ها . بهینه سازی شکل WE‏ به حالت خاصی از طراحی 
بهین مرزهای اجزای سازه‌های دو بعدی و سه بعدی اطلاق می شود . در مفهوم جامعتر» به پهینه سازی 
هندسه" سازه‌های اسکلتی » و بهینه سازی ساختاری که چگونگی اتصال سازه را مشخص می کند )44 
عنوان مثال» کدام گره‌ها با اجزا به هم متصل می شوند) نیز اطلاق می شود . 

مسائل بهینه سازی شکل غالباً از مسائل بهینه سازی اندازه مشکاترند . ابتدا بهینه سازی مرز شکل یک 
جسم دو یا سه بعدی را در نظر بگیرید. محاسبه" مشتقات حساسیت برای این مسائل بهینه سازی شکل با 
مسأله دقت که در فصلهای V‏ و ۸ بحث شد مرتبط است . مسال جدی دیگر تغیبر شکل تقسیم بندی هاست . 


بخش ۶۰۵ : مسائل ویژه در ارتباط با بهینه سازی شکل ‏ ۳۱۷ 
تخیبر مرز موقعیت گره ها را تعبین می کنند معمولا به اجزای محدود به شدت تخبیر شکل یافته می انجامند 
و همزمان دقت کم می شود. این مساأله را می توان با تقسیم بندی مجدد دستی در فرایند بهینه سازی (که 
بسیار وقت گیر است)» یا به کارگیری تولیدکنندگان تقسیم بندی خبره» حل کرد. در واقع کار روی 
بهینه سازی شکل آنگیزه" تدوین و استفاده از آن تولیدکنند گان تقسیم بندی خبره بوده است (به عنوان مثال» 
]30,31[( . 

مسال دیگر در بهینه سازی شکل مرز به وجود آمدن مرزهای داخلی یا سوراخهاست . در بسیاری از 
مسائل شکل بهینه دارای سوراخهای داخلی است . بدون اطلاع پیشین از وجود این سوراخها به وجود 
آوردن آنها با رهیافت بهینه سازی استاندارد امکان پذیر نیست . یعنی یک رهیافت بهینه سازی می تواند به 
راحتی شکل بهین یک سوراخ را در صورتی که وجود آن را فرض کرده باشیم بدهد» اما نمی تواند به ما 
بگوید که یک دو و یا سه سوراخ بايد وجود داشته باشد. یک راه برای چنین مسأله ای این است که فرضص 
کنیم مصالح همگن نیست» ولی در عوض یک ریزساختار دارد. این ریز ساختار می تواند از الیاف مواد 
مرکب ماتریسی باشد . با این همه» ریزساختار فرض شده معمولا از الیاف و ماتریس صفحات لایه‌ای 
کلی تر است و در برگیرنده" سوراخهای ریز در مصالح نیز می باشد . این نوع ریز ساختار به این منظور در 
نظر گرفته شده که بتوان محدودیتهای مقاومتی و سختی یک سازه را با آن تعریف کرد (به عنوان JU‏ به 
مراجع کوهن و استرنج! ]32[ و روضوانی" و دیگران[33] مراجعه کنید) . بند سو و کیکاچی " [34] نشان 
دادند که این زیرساختار می تواند برای تعیین نیاز به وجود سوراخ در سازه به کار رود. شکل ۶.۵.۱ 
شکل سازه ای که توسط بندسو و کیکاچی و با فرض امکان به وجود آمدن سوارخهای ریز بدست آمده را 
نشان می دهد . سازه مورد مطالعه یک میله" کششی است که مساحت سطح مقطع دو انتهای آن داده شده 
(سطوح توپردر (JRE‏ و سطح مقطع طرف چپ OT‏ بزرگتر از سطح مقطم طرف راست است . هدف 
ماکزیمم سازی سختی میله برای یک حجم مشخص است . نتیجه های نشان داده شده در شکل » در حالی 
که به تنهایی عملی نیست. به ما این امکان را می دهد که محدوده سوراخها را شناسایی کنیم آن گاه می توان 
برای پیدا کردن شکل بهینه" این سوراخها از فنون بهینه سازی استاندارد استفاده کرد . 

مثال دیگری از کاربرد این فن توسط راسموسن" ]35[ در طراحی تیر کف هواپیماهای مسافریری 
گزارش شده است . شکل ۶۰۵۰۲ ساختاری را که توسط طراح فرض شده بود و ساختاری که با رهیافت 


1) Kohn and Strang 2) Rozvany 3) Bendsoe and Kikuchi 4) Rasmussen 


PIA‏ مانی dings‏ سازی سازه‌ها (فصل ۰۶ سیمای dings‏ سازی در عمل) 





شکل ۲ ,۶۰۵ طراحی شکل تی رکف یک هواپیمای سافربری : شکل اولیه و نهایی 


همگن سازی شناسایی شده نشان می دهد که به طراحی بسیار سبکتری انجامیده است . 

مسأله یافتن سوراخها در اجسام دو و سه بعدی در حوزه بهینه سازی ساختار است . بهینه سازی 
ساختار مسأله" دشواری است و در سازه‌های اسکلتی مانند خرپاها و قابها کاربرد بیشتری داشته است . در 
این نوع سازه ها» ساختار بهین معمولاً عبارت از تصمیم در مورد این که کدام گره‌ها توسط عضوی به هم 
xis lol a incer Las‏ رک udis olo‏ که از اس که یک بغز «tU‏ 
که در آن هر گره به تمامی گره های دیگر متصل می شود به و جود می آورند . اگر مساله؛ طراحی مینیمم 
شدن وزن با تیدهایی روی بار فرو ریختگی پلاستیک باشد» آن گاه همچنان که در فصل Y‏ نشان asla‏ شد 
مسأله بهینه سازی خطی است و می توان برای یافتن طراحی بهین از روش سیمپلکس استفاده کرد. 


بخش ۶.۶ : بسته های نرم افزاری بهینه‌سازی ‏ ۳۱۹ 

درون" و همکارانش [36] به کار گرفته شد . 

هنگامی که سازه به جای فروریختگی پلاستیک پر اساس قیدهای تنش و تغییر مکان طراحی می شود» 
ممکن است شروع با یک سازه پایه و استفاده از یک الگوریتم بهینه سازی استاندارد برای حذف اعضای 
غیر ضروری امکان پذیر نباشد . یک مسأله این است که اعضایی که باید حذف شوند ممکن است با کم 
شدن مساحت سطح مقطع شان کرنشهای زیادی داشته باشند و الگوریتم بهینه سازی بخواهد آنها را بجای 
حذف کردن تقویت کند . از آن جا که این مسأله به شرایط سا ززگاری مربوط می شود آزاد مسازی این 
شرایط در بخشی از فرایند بهینه سازی به منظور حذف اعضاء امکان پذیر است (به عنوان مثال به مراجع 
شیو و اشمیت" ]37[ c‏ یا رینشمیت و راسل ‏ [38] رجوع Qus‏ . مسأله" دیگر این است که ماتریس سختی 
ممکن است به سبب حذف اعضا منفرد شود . برای غلبه بر این مشکل می توان از فنون تحلیل و طراحی 
همزمان که به وارون سازی یا عامل گیری ماتریس سختی نیاز ندارند استفاده کرد (به بخش ۶ , ۱۰ مر اجعه 
کنید) . برای اطلاعات بیشتر در مورد بهینه سازی ساختار» خوانندگان می توانند به دو مقاله" مروری 
تاپینگ" ]39[ و کیرش" [40] مراجعه نمایند. 

بهینه سازی هندسی سازه های اسکلتی عبارت است از جستجو به منظور یافتن موقعیت بهین گره‌های 
سازه‌هاست . مسأله را می توان از فنون استاندارد حل کرد» ولی جداسازی متغیرهای هندسی و اندازه ای» 
به کمک یک رهیافت بهینه سازی دو سطحی ‏ اغلب از نظر عددی برتری دارد. این موضوع در فصل ۱۰ 


و در بخش ۱۰۰.۵ مورد بحث قرار می گیرد. 


۶ بسته های نرم افزاری ding‏ سازی 

در چند سال اول تدوین بهینه سازی سازه‌ها» بیشتر تحلیلگران» برای استفاده خود. برنامه‌های اجزای 
محدودبا کاربری خاص تدوین می کردند که روشهای بهینه سازی در داخل آنها وجود داشت . هنگامی که 
این برنامه‌ها توسط دیگر تحلیلگران استفاده می شد» می دیدند که اسناد و توضیحات آنها ناکافی است و 
بهبود آنها دشوار است. در سالهای qu‏ کاربرد بسته‌های نرم افزاری بهینه سازی مقید جامم در کنار 
برنامه های تحلیل سازه" جامع معمول شده است . افزون بر این » شهرت فزاینده بهینه سازی سازه‌ها په 


عنوان ابزاری برای کاربردهای صنعتی » سیب شد که تقاضا برای گنجانیدن توانایی بهینه مسازی در 


1) Dorn 2( Sheu and Schmit 3) Reinshmidt and Russel 4) Topping 5) Kirsch 


gle ۶‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در صمل) 
بسته‌های نرم افزاری تحلیل جامع افزایش یابد . هدف این بخش توضیح مختصر درباره" چند بسته" 
نرم افزاری مشهورتر به خوانندگان است . 

ابتدا بسته‌های نرم افزاری مرکب که تحلیل سازه‌ها را با روشهای بهینه سازی ترکیب کرده اند مورد 
بحث قرار می گیرند. یکی از برنامه های مشهور این گروه برنامه" تی اس او (TSO)‏ (که در اصل 
(WASP) ls‏ ]41,42[ نامیده می شود) است که در ابتدا برای طراحی سازه" بال و دم هواپیما مشروط به 
قیود آثروالاستیک" تدوین شد. برنامه» سازه بال و دم را به عنوان یک صفحه" با خواص یکسان در سه 
جهت متعامد مدل کرده و به جای یک مدل اجزای محدود از یک تحلیل صفحه ساده سازی شده استفاده 
می کند . متغفیرهای طراحی ضرایب چند جمله ای هستند که توزیع ضخامت و جهت لایه ها را روی سطح 
مشخص می کنند . روش بهینه سازی بر اساس رابطه سازی تابع جریمه" داخلی (به فصل ۵ مراجعه کنید) 
است . برنامه به طور وسیعی در مطالعات طراحی و چند مورد مسائل طراحی واقعی هواییما استفاده شده 
است (به ]43[ مراجعه کنید) . 

بسیاری از بسته های نرم افزاری بهینه سازی سازه های تلفیقی. بر اساس برنامه های خاص اجزای 
محدود بنا شده اند . یکی از برنامه های شناخته شده تر برنامه" (ACCESS), pa)‏ است که توسط اشمیت 
و همکارانش[44,45] تدوین شده است . برنامه های دیگر از این نوع عبارتند از نستاپ (FASTOP)‏ ]46[« 
اوپ استت (OPSTAT)‏ ]47[ « اوپت کومپ (OPTCOMP)‏ ]48[ « اپتیمم (OPTIMUM)‏ [49] ۰ ای اس 
اوپ (ASOP)‏ ]50[ استارز (STARS)‏ ]51[ و دی ساپ (DESAP)‏ ]52[ . 

به سبب عمومیت نداشتن برنامه های اجزای محدود c pole‏ نیاز به بسته های نرم افزاری بهینه سازی 

سازه تر کیب یافته در یک برنامه اجزای محدود عمومی احساس می شد . دو نمونه از اولین مثالهایی از این 

نوع برنامه ها پارس (PARS)‏ ]53[ و پراس (PROSSS)‏ [54] است . این برنامه ها بر اساس بسته" نرم افزاری 
اجزای محدود اسپار (SPAR)‏ نوع تجاری آن ای | ال (EAL)‏ بنا شده اند. با این وجود» از آن جا که 
نرم افزارهای بهینه سازی توسط تدوین OLS‏ بسته های نرم افزاری اجزای محدود پشتیبانی نمی شد؛ 
استفاده از (PARS), yl,‏ و پراس (PROSSS)‏ محدود بوده است. برنامه ای | ال (EAL)‏ همراه دیگر 
نرم افزارهای بهینه سازی استفاده می شده است؛ والش! ]55[ استفاه ازای (BAL)JM‏ با برنامه کان مین 


. را گزارش کرده است‎ [56] (CONMIN) 


1) Aeroelastic 2) Walsh 


بخش ۶.۶ : بسته های نرم افزاری بهینه سازی ‏ ۳۲۱ 

احيرا برنامه های اجزای محدود دیگری نیز برای تهیه بسته های نرم افزاری بهینه سازی سازه‌ها استفاده 
شده است . بسته" نرم افزاری اوپت سیس COPTSYS)‏ ]57[ بر اساس برنامه های اجزای محدود 
آسکا(۸۹1۸) و آباکوس(۸13۸00115) تدوین شده است . سیستم آستراس (ASTROS)‏ ]58[ از نسخه" 
عمومی 15 y  (NASTRAN)O‏ وجود آمده و بسته؛ نرم افزاری نیسا اوپت(15۸0۳۲) (شامل برنامه" 
شیپ (SHAPE)‏ [59] و استرویت (STROPT)‏ [60] بر اساس نیسای دو (NISA ID‏ قرار دارد. 

افزایش تقاضا برای بهینه سازی سازه‌ها سیب شد که تدوین کنندگان نرم افزارهای اجزای 
محدود. توانایی بهینه سازی را در برنامه هایشان بگنجانند . برنامه نسترن (NASTRAN)‏ [61] و آی دیاس 
DEAS)‏ -1) [62] در حال حاضر توانایی تحلیل حساسیت و بهینه سازی دارند و (ANSYS), peil‏ دارای 
یک بهینه ساز مقدماتی است . برنامه 5 (GENESIS),‏ ]63[ که 12-1 تدوین شده یک گام جلوتر 
رفته که برنامه" اجزای محدود کلی است با توانایی حساسیت تقریب و بهینه سازی . در آینده" نزدیکی 
می توانیم انتظار داشته باشیم که بسته های نرم افزاری تجاری تحلیل سازه توانایی انجام بهینه سازی داشته 
باشند . 

تا آن زمان و حتی بعد ازآن تقاضا برای یک نرم افزار بهینه سازی جامع که بتواند با یک برنامه تحلیل 
سازه ترکیب شود وجود Lal yr‏ داشت . بیشتر بسته های نرم افزاری اجزای محدود» محاسیبات حساسیت 
را با تفاضل محدود (به بخش ۱ . ۷ مراجعه کنید) انجام می دهند» بنابراین تحلیلگر می تواند قبدها را 
براساس این مشتقها (به بخش ۱ . ۶ مراجعه کنید) تقریب زده و از بسته‌های نرم افزاری بهینه سازی در یک 
حالت بهینه سازی تقریبی دنباله ای استفاده کند . مشهورترین بسته" نرم افزاری بهینه سازی جامع در 
دسترس. برنامه‌های حل برنامه ریزی خطی اند LP)‏ این نوع برنامه‌ها معمولا در پیشتر مراکز رایانه ای 
به عنوان بخشی از ای ام اس (IMSL)JI‏ (روشهای حل پیش بینی شده در نرم افزار) و یا برنامه‌های فرعی 
کتابخانه ای مشابه وجود دارد. گرچه گاهی استفاده از الگوریتمهای بهینه سازی عمومی برتری دارد؛ به 
نظر می رسد بسته های نرم افزاری LP‏ برای پیشتر کاربردها عملکرد خویی داشته باشند . 

از طرف دیگر برنامه های بسیار کلی تری نیز وجود دارند مانند : ای دی (ADS), Pl‏ ]64[ « دات (DOT)‏ 
]65[ و داك (DOC)‏ ]66[ که توسط موسسه" مهندسی وی ام ای (VMA)‏ ارائه شده اند و به کاربر این اختیار 
را می دهند که از بین الگوریتمهای بهینه سازی مختلف و راهبردهای متعدد» روش دلخواه را انتخاب 
کند . این برنامه ها از تکامل بسته نرم افزاری کان مین (CONMIN)‏ ]56[ که در بهینه سازی سازه‌ها به طور 


 .۳‏ مبانی dings‏ سازی‌سازه‌ها (فصل ۶: سیمای dings‏ سازی در عمل) 
وسیعی استفاده می شد» به وجود آمده اند . دات (DOT)‏ (ابزار بهینه سازی طراحی) مجموعه ای از 
برنامه های فرعی بهینه سازی به زبان فرترن است. و (DOC) Hla‏ (کنترل بهینه سازی طراحی) یک "aab p‏ 
کنترلی است که استفاده از بهینه سازی (فراخوان برنامه‌های فرعی دات(0) ) را تسهیل می کند . بسته" 
نرم افزاری بهینه سازی جامع دیگر که در بهینه سازی سازه‌ها بسیار استفاده می شود اس يوام تی 
(NEWSUMT). dom‏ ]67[ است که توسط میورا و اشمیت ' تدوین شده و بر اساس یک روش تابع جریمه 
(به فصل ۵ مراجعه کنید) کار می‌کند . برنامه جامع دیگر نسخه روزآمد برنامه" اس یوام تی جدید- ای 
(NEWSUMT-A)‏ است که می تواند قیدها را تقریب بزند [68]. بسته‌های نرم افزاری دیگر از این نوع 
عبارتند از (OPT) casi‏ که بر اساس الگوریتم گرادیان کاهش یافته (به فصل ۵ مراجعه کنید) تدوین شده 
و ای 122 (IDESIGN) 4l‏ ]69[ که بر اساس برنامه ربزی درجه دو دنباله ای تدوین شده است . بسته های 
نرم افزاری متعددی نیز توسط متخصصان برنامه ریزی ریاضی ارائه شده است . اما این برنامه ها در 
کاریردهای بهینه سازی سازه‌ها نسبت به برنامه های پیشتر گفته شده که توسط مهندسان تدوین شده از 


شهرت کمتری برخوردارند . 


۷ مسائل آزمایشی 
به منظور بررسی عملکرد الگوریتمها و نرم افزارهای بهینه مسازی؛ حل چند مسأله آزمایشی استاندارد مفید 


. سه مسأله آزمایشی که در این بخش ارائه می شود» به طور وسیعی برای همین منظور استفاده شده اند‎ NU 


P.V. !‏ خرپای ده میله ای 

خریای ده aba‏ ای نشان داده شده در شکل ۴۰۱ . ۶ یک Ula‏ کلاسیک در نشان دادن تفاوت یک 
طراحی تمام تنیده (FSD)‏ و یک طراحی بهین است . خواص مصالح و حداقل مساحتهای سطح مقطع در 
جدول ۱ . ۶۰۷ داده شده اند. وقتی که خربا تنها براساس قبود تنش طراحی شود» طراحی بهین و 
اف اس دی (FSD)‏ یکسانند . با این وجود» وقتی تنش مجاز برای عضو از psi‏ 37,500 تجاوز «AS‏ طراحی 
بهین با اف اس 59 (FSD)‏ متفاوت می شود . سه طراحی در جدول ۲ ۶۰۷۰ ارائه شده است . خربا بر 


اساس قیود تغییر مکان نیز بهینه شده (جدول ۰۳ ۰۷ ۶) و طراحی نهایی در جدول ۶.۷.۳ ارائه گردیده 


1) Miura and Schmit 


بخش ۶.۷ :سا آزمایشی ۳۳۳ 
است . برای اطلاعات پیشتر به مرجم ]70[ مراجعه کنید . 


حدول ۶۰۷۰۱ داده‌های خریای ده میله ای 


جنس مصالح : آلرمینيم جرم ویژه : Ibm/in?‏ 0.1 
ضریب ارتجاعی: psi‏ 107 تنش مجاز: ^ زوم 000 25+ 


حداقل مساحت : in*‏ 0.1 


جدول ۶.۷۰۲ طراحیهای نهایی برای خرپای ده‌میله‌ای و با در نظ رگرفتن قید تنش به تنهایی 





الزایش تنش مجاز عضو ٩‏ 
FSD FSD Qu Pl yo‏ و cag‏ عضو 
مساصتها Gn)‏ . مساحتها (in^)‏ مساحتها (in?)‏ 
7.90 4.11 7.94 1 
0.10 3.89 0.10 2 
.8.10 11.89 8.06 3 
3.90 0.11 3.94 4 
0.10 0.10 0.10 5 
0.10 3.89 0.10 6 
5.80 11.16 9.74 7 
9.91 0.15 9.57 8 
3.68 0.10 9.57 9 
0.14 5.51 0.10 10 
(Ibm) 1593.2 1725.2 1497.6‏ جرم 
جدول ۶۰۷۰۳ تغییرمکانهای مجاز برای خرپای ده میله ای 
کزافهای تقیبر مکان 
کران بالا کران en‏ جهت e of‏ 
Y -2.0 -2.0‏ 1 
Y -1.0 -2.0‏ 3 
Y -2.0 2.0‏ 1-4 


جدول ۶۰۷۰۳ طراحیهای بهین برای خرپای ده میله ای با فیدهای تغییرمکان 


مساحتهای سطح مقطع ها (in?)‏ 
Aue ^—— Bol‏ عضو عالت B‏ عالت ۸ عضو 
0.59 010 6 30.52 22.66 1 
7.46 12.69 7 0.10 1.40 2 
21.04 14.54 8 23.20 21.58 3 
2153 11,93 9 ` 15.22 8.43 4 
0.10 198 10 0.10 0.10 5 


(Ibm) 4048.96 5060.85‏ جرم 


gle ۴‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۶: سیمای بهینه سازی در صمل) 
P . ۷. ۲‏ خرپای بيست و iy‏ میله ای 

یک خرپای بیست و پنج میله ای در شکل ۱ ۰ نشان داده شده است . شرایط بارگذاری» خواص 
مصالح و مقادیر مجاز در جدولهای ۰۵ ۶۰۷ ۰۶ 0۶۰۷ ۶۰۷۰۷ و۰۸ ۶۰۷ داده شده و طراحی نهایی 


در جدول ٩‏ . ۶۰۷ ارایه گردیده است. برای اطلاعات بیشتر به مرجع ]70[ مراجعه کنید . 





شکل ۶.۷.۱ خربای بیست و پنج میله ای 


جدول ۵ ۶۰۷۰ داده های خربای بیست و پنج میله ای 


ضریب ارتجاعی : psi‏ 107 
جرم ویژه : Ibm/in?‏ 0.1 
حداقل مساحت : in?‏ 0.1 


جدول ۶ ۶.۷ ننشهای مجاز برای خرپای بیست و بنج میله ای (psi)‏ 


فشار کشش عضو فشار e‏ عضو 
35092- 40000 12,13 35092- 40000 1 
6759- 40000 14-17 11590- 40000 2-5 
6959- 40000 18-21 17305- 40000 6-9 


10,11 40000 -35092 22-25 40000 -11082 


بخش ۶.۷ :مسا لآزمایشی ‏ ۳۲۵ 


جدول ۷ P. V.‏ مولفه‌های با ر گره‌ای (LBA)‏ برای حرپای بیست و پنج میله ای 





x y z‏ ګره حالت بارگذاری 
5000- 10000 1000 1 1 
5000- 10000 0 2 
0 0 500 3 
0 0 500 6 
5000- 20000 0 5 2 
5000- 20000- 0 6 





جدول ۸ ۶.۷۰ تغییرمکانهای مجاز برای خریای بيست و پنج میله ای 


کرانهای ننیبره‌کان (in)‏ 
y 2‏ . 1 گره 
0.35+ 0.35+ £0.35+ 1 
0.35+ 0.35+ 0.35+ 2 


جدول ٩‏ ۶.۷ طراحیهای بهین خربای بیست و پنج میله ای 


(in?) etes‏ عضوها متفیر طرامی 
0.010 1 1 
1.987 2-5 2 
2.991 6-9 3 
0.010 10,11 4 
0.012 12,13 5 
0.683 14-17 6 
1.679 18-21 7 
2.664 22-25 8 
eor (Ibm) 545.22‏ 


c4 خریای هفتاد و دو‎ ۶ ۰۷۰ Y 
نشان داده شده است . شرایط بارگذاری» خواص مصالح‎ ۶ ۰۷۰ Y میله ای در شکل‎ yoy هفتاد‎ coh 
و مقادیر مجاز در جداول ۱۰ ۰ ۷ ۸۶ ۱ ۶.۷ و ۰۷۰۱۲ ۶ نشان داده شده است و طراحی نهایی در‎ 


جدول ۱۳ ۰ ارایه گردیده است . برای جزئیات بیشتر به مرجع ]70[ مراجعه AGS‏ 


مبانی dings‏ سازی سازه‌ها (فصل ۶ : سیمای بهینه سازی در عمل) 


جدول ۱۰ ۶.۷ داده‌های > cl‏ هفتاد و در میله ای 











مصالح : آلومینیم 
ضریب ارتجاعی : psi‏ 107 
جرم ویژه : Ibm/in?‏ 0.1 
تنش مجاز : psi‏ 000 25+ 
حداقل مساحت ؛ in”‏ 0.1 
2 
ME OR E o‏ 
a‏ ص15 | 
LE |‏ 
)© ۰ -31 ۱ | 
v 272‏ 
Oo 2 21‏ 
ER‏ (ا_ ۳ 
i 207 (®‏ 23 
b 19 24 29 Pdl‏ 
hs 90 s‏ 





| 2b 
-——— 2h E b = 152.4 cm (60 In) 


توجه: برای وضوح بیشتر تمامی اجزا در شکل نشانداده تشده اند 
شکل aan clo P. V. Y‏ و دو میله ای 


جدول ۱۱ ۶.۷۰ مولفه‌های با رگره‌ای ([1)برای حرپای هفتاد و دو میله ای 


x y z‏ گره حالت بار گذاری 
9000- 5000 5000 1 1 
5000- 0 0 1 2 
5000- 0 0 2 
5000- 0 0 3 
5000- 0 0 4 
5000- 20000 0 5 3 
5000- 20000- 0 6 


rre 


PTY — Gu ۶.۸ بخش‎ 


جدول ۱۲ ۶.۷۰ تغییرمکانهای مجاز برای خرپای هفتاد و در میله ای 


کرانهای تغیبرمکان (in)‏ 

X y 2‏ گره 
l +0.25 +0.25 ۱‏ 
j‏ 0.25+ 0.25+ 2 
: 0.25+ 0.25+ 3 
۱ £0.25+ 0.25+ 4 


جدول ۱۳ ۶.۷۰ طراحیهای بهین خرپای هفتاد و دو میله ای 


مساحت (ir?)‏ عضوها متغیر طراعی 
0.1571 1-4 1 
0.5356 5-12 2 
0.4099 13-16 3 
0.5690 17,18 4 
0.5067 19-22 5 
0.5200 23-30 6 
0.1 31-34 7 
01 35,36 8 
1.280 37-40 9 
0.5148 41-48 10 
01 49-2 11 
0.1 53,54 12 
1.897 55-58 13 
0.5158 59-66 14 
0.1 67-70 15 
0.1 71,72 16 
(Ibm) 379.66‏ جرم 


uses ۸ 

۱ نشان دهید تقریب محافظه کارانه معادله (۹ .۰۱۰ ۶) مقعر است و تقریب معادله (۱۱ ۰۱۰ ۶) در 
صورتی که متغیرهای طراحی تغییر علامت ندهند t‏ محدب است . 

۲ . ممعادله (۶۰۱۰.۱۴) رابدست آورید. 

۳ به جدول ۶۰۱۰۱ یک ستون اضافه کنید که تقریب ad‏ پر اساس یک تقریب خطی از نیروی 
عضو) باشد (اين تقریب خحطی- نیرو توسط واندریلاتز و همکارانش پیشنهاد شده است[15-17]). 

۴ . خرپای سه میله ای نشان داده شده در شکل Y‏ ۰ اعضایی با مساحت سطح مقطع یکسان 


TA‏ سبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۶ : سیمای بهینه سازی در ممل) 





شکل ۱ ۶.۸۰ خریای سه میله ای نامتقارن 


دارد. پنج تقریب بیان شده در بخش ۱۰۶ و تقریب خحطی نیرو مسأله گذشته برای تنش عضو۸ را محاسبه 
کنید . دقت و محافظه کارانه بودن تقریبها را برای تغییر ۶2570 در مساحت سطح مقطع عضو را باهم 

۵ . برای تنش عضو A‏ در مسأله قبل یک تقریب خوب بر حسب دو زاویه خرپا بدست آورید . 

P‏ تیر شکل ۶۰۱۰۱ دارای چگالی جرمی P‏ و مساحتهای سطح مقطع آن متناسب با ريشه دوم 
گشتاور ماند است 7ں ے م . با استفاده از تقریب فراگیر- محلی بایین ترین بسامد ارتعاشی را برای 
تخییر 1/11 از Y‏ به ۲ بدست آورید . برای حل دقیق از یک مدل اجزای محدود دو جزئی استفاده کرده» و 
برای تقریب فراگیر از مدل ۱ جزئی استفاده کنید. دقت کنید که برای این کار باید ماتریس سختی تیر با 
مساحتهای سطح مقطع متغیر را پدست آورید. 

۷ ممادله ۲.۱۰۱ . ۶) را ثایت کنید. 

۸ مثال ۶۰۲۰۱۰ رابه جای دو برابر کردن جرم با دو برابر کردن ثابت فتر چپ حل کنید. 

٩‏ . برای طراحی خرپای سه میله ای شکل ۰۱۰۲ ۶ از تقریب خطی دنباله ای استفاده کنید و آن را 
برای مینیمم شدن وزن مشروط به 4 تنش تسلیم 60 و قید حداقل 0.10/00 برای تمامی اعضاء طراحی 
کنید . 


۰ . مسأله قبلی را با تقریب وارون تکرار کنید. 
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اولین گام در تحلیل یک سازه پیچیده. گسسته سازی فضایں معادلات پیوسته به یک مدل اجزای 
محدود؛ تفاضل محدود و یا مدلی شبیه آن است . سپس تحلیل مسأله در گرو حل معادلات جبری (پاسخ 
ایستایی). مسائل مقدار ویژه جبری (کمانش يا ارتعاشات) ویا معادلات دیفرانسیل معمولی (پاسخ گذرا) 
است . آن گاه» محاسبه حساسیت» معادل مسأله ریاضی پافتن مشتقات جوابهای OF‏ معادلات نسبت به 
ضرایبشان است که موضوع اصلی بحث این فصل است . 

در بعضی حالتها مشتق گیری از معادلات پیوسته حاکم بر سازه نسبت به متغیرهای طراحی» پیش از 
فرایند گسسته سازی اجزا سودمند است . یکی از مزیتهای این کار این است که معادلات حساسیت حاصل 
در شیره‌های تحلیلی مختلف مانند: اجزای محدود» حل ریتز » کالوکیشن " و غیره بطور یکسان قابل 
کاربرد است . این راهکار در فصل بعدی بحث خواهد شد . 

همان گونه که در فصل ششم اشاره شد» محاسبه حساسیت پاسخ سازه‌ها به تغییرات متفیرهای 
طراحی Ute c‏ هزینه اصلی محاسباتی فرایند بهینه سازی را تشکیل می دهد . بنابراین داشتن یک الگوریتم 
کارآمد برای ارزیابی مشتقات حساسیت از اهمیت بالایی برخوردار است . 

حساسیت پاسخ سازه‌ها به متفیرهای مسأله دارای کارپردهای دیگری نیز می باشد . به عنوان مشال 
شناخت دقیق تمام پارامترهای مدل سازه مانند خواص جنس » بار و ابعاد» محمولا ناممکن است . حساسیت 
پاسخ به تغییرات کوچک در این متغیرهاء برای محاسبه تغیبرات آماری پاسخ سازه‌ها ضروری است . 


آسانترین شیوه برای محاسبه مشتقات پاسخ نسبت به یک متغیر طراحی» تقریب تفاضل محدود است . 





1( Ritz 2) Collocation 


این شیوه NV pane‏ نظر محاسباتی پر هزینه» اما کاربرد آن ساده و بسیار شناخته شده است . کارآیی 
روشهای تحلیلی ارائه شده در این فصل با مقایسه آن با تفاضل محدود اندازه گیری می شود . متأسفانه 
تقریبهای تفاضل محدود غالبا از نظر دقت مشکل دارند. این فصل را با بحث بر روی این تقریپها برای 
مشتقات حساسیت آغاز می کنیم . 


۱ تقریبهای نفاضل محدون 
ساده ترین تقریب تفاضل محدود» تقریب تفاضل پیش روی مرتبه اول می باشد . تابع u(z)‏ از متغیر 


طراحی 2 را در نظر بگیرید . تقریب تفاضل پیش رو Au/Az‏ برای مشتق du/dz‏ عبارت است از : 


Au _ u(z+ Az) - u(z) 
Ar Az 


یکی دیگر از تقریبهای تفاضل محدود که کاربرد زیادی دارد» تقریب AUS‏ مرکزی مرتبه دوم است. 


6۷ ۰۱۰ ۱( 


Au _ u(z + ۵2( - u(z — Az) l (v. 3. 
Az 2Az 


به کار گرفتن تقریب تفاضل محدود مرتبه های بالاتر نیز امکان پذیر است» اما در بهینه سازی سازه‌ها به 
دلیل هزینه SVL‏ محاسباتی کاربرد کمتری دارد. اگر بخواهیم مشتقات پاسخ سازه نسبت به ۸ متغیرهای 
طراحی را بدست آوریم» تقریب تفاضل پیش رو به تحلیل اضافی و تقریب تفاضل مرکزی به 2n‏ تحلیل 
اضافی نیاز دارد و تقریبهای مرتبه بالاتر حتی هزینه برترند . 

کلید انتخاب تقریب و اندازه گام۰۸۵2 میزان دقت مورد نیاز است . این موضوع در [1] و ]2[ بحث 


شده است و در بخش زیر به اجمال بیان می گردد . 


۱ ۷۰۱۰ دقت و انتخاب اندازد گام 

هرگاه رابطه تفاضل مسحدود برای تقریب زدن مشتقات به کار می رود دو منبع خطا وجود دارد: 
خطاهای شرطی و برش . خطای برش erl Ar)‏ ناشی از فروگذاری جملات در بسط تپلور 
تابع اختلال یافته میباشد. به عنوان مثال؛ بسط سری تیور Az)‏ )را می‌توان به شکل زیر 


~~ IE 
+ here d 


بخش ۷.۱ : تقریبهای تفاضل spim‏ ۳۳۷ 


(Az) d'u 
2 dz 





ulz + Az) = u(x) + Az Tes) + (x + (Az), O<¢<1. (v.v.Y) 


از معادله (VV. Y)‏ حطای برش برای تقریب تفاضل پیش رو به صورت زیر است : 
۵ 
er(Az) = ——(z+ (Az), 0<¢<1. )۷ ۰۱۰. ۴(‏ 


بطور مشابه با در نظر گرفتن یک جمله بیشتر در بسط سری تیلور» خطای برش برای تقریب تفاضل 


: مرکزی عبارت است از‎ 
2 
er(A2) = (z+ As), ai<( <i. (V.3.0) 


خطای شرطی تفاوت بین محاسبه عددی تابع و مقدار دقیق OF‏ است . یک قسمت از خطای شرطی مربوط 
به خطای گرد کردن در محاسبه du/da‏ از مقادیر اصلی و اختلال يافته y‏ است . این قسمت برای اکشر 
رایانه‌ها نسبتاً کوچک است مگر آن که A‏ بی نهایت کوچک باشد . با وجود این اگر (m)‏ با یک فرایند 
عددی طولانی یا بدخیم محاسبه شود سهم گرد کردن در خطای شرطی می تواند قابل ملاحظه باشد. از 
طرف دیگر » اگر u(x)‏ با یک فرایند تکرار که سریع خاتمه یافته باشد محاسبه شود» خطاهای شرطی رخ 
می دهد . اگر در خطای مطلق در تابع محاسبه شده با یک Eu ONS‏ داشته باشیم» می توانیم خطای شرطی 
را تخمین بزنیم . به عنوان مثال برای تقریب تفاضل پیش روء خطای شرطی ec(Az)‏ از معادله (V. V. D‏ 


بطور محافظه کارانه ای به شکل زیر تخمین زده می شود . 
2 
ec(Az) = Ar: )۷ ۰۱ . ۶(‏ 


معادلات D‏ ۰.۱۰ ۷) و (۶ ,۱ (v.‏ مسأله ای به نام «مشکل اندازه گام را نمایش می دهند . اگر اندازه گام 


را کوچک انتخاب کنیم که خطای برش کاهش یابد» ممکن است خطای شرطی بزرگ شود. در بعضی 
حالات ممکن است اندازه گامی که حطای قابل قبولی را به دست دهده وجود نداشته باشد. 


۷۰۱۰۱ dus 
: جواب دو معادله زیر تعریف شده باشد‎ Ol pe به‎ u(r) فرض کنید تابع‎ 





1 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 
اندازه گام 


شکل ۱۰۱ SG v.‏ اندازه گام رری مشتق 


1010 + zv = 10, 
zu + 100v = 10, 


و همچنین فرض کنبد مشتق du/dz‏ در T = 100 «hx‏ محاسبه شده باشد . 
جواب u‏ عبارت است از : 


_ -102 + 1000 
^ 10100 — z? ' 


و مسقدار دقیق du/dz‏ در 100 = ۰2 0.10- است . مشتقات تفاضل مرکزی و تفاضل پیش رو در شکل 
(V. V.)‏ برای تعدادی اندازه گام رسم شده اند. توجه کنید که برای اندازه گامهای کوچک چون 
خطای شرطی یک تاب پیوسته نیست. خطا نوسان می کند . برای اندازه گامهای بزرگتر» خحطای برش که 
یک تابع هموار از اندازه گام است» در خحطای کلی غالب می شود . می توانیم مسأله را کمی بدخیم تر کرده 
و خطای شرطی را افزايش دهیم . اگر داشته باشیم : 


1000124 + zv = 1000, 
zu + 100000 = 1000. 


بخش ۲.۱ : تقریبهای تفاضل محدود ۰ ۳۳۹ 


02 





0.0 
du / dx 
-0.2 
0.4 
0.001 0.01 0.1 1 
pls اندازه‎ 


شکل ۱۰۲ v.‏ تأثیر اندازه گام برمشتق 


مقادیر تقریبهای تفاضل پیش رو و مرکزی در 10000 = x‏ شکل (۷.۱.۲) نشان داده شده است . اکنون 
محدوده قابل قبول اندازه‌های گام باریک شده و اگر بخواهیم یک محدوده معقول داشته باشیم باید از بسط 
تقریب تقاضل مرکزی استفاده کنیم . 

محدوده ع در خطای کلی- مجموع خطاهای شرطی و برش برای تقریب تفاضل پیش رو از 


. و (۶ .۱۰ .۷) به صورت پدست می آید‎ )۷۰ ۱۰ D معادلات‎ 
Ar 2 
= Mui (vV.Y. V) 
e= 73 Inl + aoe 


که وی یک OUS‏ مشتق دوم در فاصله [r, 2 + Az]‏ است . هر گاه Ey‏ و و5 در دسترس باشند: محاسبه یک 


اندازه گام بهینه که را مینیمم کند به صورت زیر امکان پذیر است : 


As - 2 (V. V. A) 
T E 


روش تخمین Sb‏ و Eu‏ در ]1[ و ]2[ نشان داده شده است . 


Y‏ ۷.۱۰ روشهای تکراری 
وقتی برای انجام محاسبات» روشهای تکرار به کار می روند» خطاهای شرطی می توانند مهم باشند . یک 
مثال ساده از یک مؤلفه تخییر مکان منفرد ا را در نظر بگیرید که از حل یک معادله جبری غير خطی وابسته 


په متغیر طراح ی » بدست آمده Ziel‏ 

f(z,u) =0. )۷ . ۱ . ٩( 
یک روند تکرار به دست می آید که با یک حدس اولیه با شروع شده و وقتی تکرار‎ UY. ۱ . ٩(هلداعم حل‎ 
OUS نزدیک است په خانمه می رسد (توجه داشته باشید که € یک‎ u به میزان رواداری € به جواب دقیق‎ 8 


برای خطای شرطی در ا است) . فرض کنید برای محاسبه مشتق du [da‏ از تقریب تفاضل پیش رو 
استفاده کنیم ؛ یعنی اختلال کوچک Az‏ را در T‏ به وجود آورده و معادله )4 15 ۰ رابرای ےا حل 


. می کنیم‎ 
f(z + Az, (وه‎ 2 0. (Y. \. 9) 


از حل تکراری معادله (۱۰ ۰۱۰ ۷) یک تقریب برای la‏ دست می آید و سپس dufdr‏ به صورت زیر 


تقریب زده می شود : 





du یم‎ ۵ - i (V. 3.39) 


dz Az 

برای شروع روند تکرار برای بافتن ےا می توانیم از دو حدس اولیه استفاده کنیم . اولین حدس؛ همان 
حدس اولیه ای است که برای حل ur‏ استفاده شد . اگر همگرایی روند تکرار یکنوا باشد» بخت خوبی 
وجود دارد که وقتی از معادله (۱۱ ۱۰ (Y.‏ استفاده می کنیم خطاها در و ےن تقریباً از بین برود و یک 
حطای شرطی کوچک داشته باشیم . حدس اولیه منطقی دیگر برای caa‏ تة است . این حدس اولیه هنگامی 
که 2 ۵ کوچک باشد مناسب است» و می توانیم همگرایی سریمی داشته باشیم . متأسفانه در این هنگام 
نمی توانیم انتظار داشته باشیم که خطاهای شر طی از بین بروند . هنگامی که با ےن تکرار را ادامه می دهیم » 
خطای اصلی (تفاوت بین ا و )»هم زمان با تغییر به سبب Az‏ کاهش خواهد یافت (فرض AS‏ به عنوان 

مثال» اگر Az‏ صفر شود و یا یک عدد بی نهایت کوچک باشد چه اتفاقی می افتد) . 


بخش ۷۰۱ gles Ai‏ تفاضل محدود O‏ ۳۳۱ 
مرجع [3] راهبردی پیشنهاد می کند و به ما اجازه می دهد تکرار برای ےا را از نا شروع کنیم » بدون این 
که درباره افزايش خطای شرطی نگران باشیم . این راهکار Leal‏ می کند که با تغییر مسأله‌ای که آن را 
می خواهیم حل کنیم th‏ جواب دقیق است و نه تفریبی . در وافع نا جواب O33‏ 


f(z,u) - f(x. à) 20. (Y. y.y) 


است. که فقط مقدار کمی با مسأله اصلی متفاوت است (چون f(z i)‏ تقریباً صفر است) . اکنون از 


معادله (۱۲ ۰۱۰ ۷) مشتق 4/82 را با یافتن «ua‏ عنوان جواب 
f(x Az,ua) — f(zr.u) =0. (v.3. Y)‏ 


T‏ چون نا جواب دقیق این معادله برای 0 = Ar‏ می‌باشد» روند تکرار فقط تأثیر Az‏ را منعکس 


f(z) =u - 2 < 0, 


وروند تکرار 


Um = 0.0) ولا‎ -1 + z/u 1), 


را در نظر بگیرید» که کاربردی از روش نبوتن برای مسائل ريشه مربعات است و بنابراین خاصیت 
همگرایی درجه دو دارد. 

جدول ۷۰۱۰۱ همگرایی GI et‏ 1000 = 2 1000.1 = 2و 1100 ± و تخمین مشتق 80/2 در 
1000 = و را نشان می دهد . اولین حدس برای به در هر سه حالت » 2 در نظر az S‏ شده است . توجه 
کنید که همگرایی در فاصله‌های دور از جواب آهسته است و خطا در هر تکراز تصف می 3355 هرجه 
خطا کوچکتر می شود نرخ همگرایی افزایش می یابد . دیده می شود که همگرایی مشتق کمی آهسته تر از 


gle ۳‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمهای گسسته) 
جدول ۷۱.۱ سابقه تکرار با شروع ج = u‏ 


z = 1000 z + Az = 1000.1 z+ Ar = 1100‏ تعداد 
ù f üa f Au/Az üa f Au/ Ar‏ تکرار 
1.00000 1,208,000 1100.00 0.99850 999,000 1000.10 999,000 1000.00 
0.50000 302,000 550.500 0.49800 250,000 500.550 250,000 500.500 
0.25000 75,200 9 0.24900 62,100 251.274 62,100 251.249 
0.12500 118,500 5 0.12450 15,300 127.627 15,300 127.615 
0.06258 4,370 73.9380 0.06225 3,590 67.7315 3,590 67.7253 
0.03180 873.6 44.4256 0.03174 701.3 41.2486 701.2 41.2454 
0.01848 96.68 0 0.01862 72.27 32.7471 72.25 32.7453 
0.01553 1.954 33,1957 0.01587 1.217 31.6436 1.216 31.6420 
 -0.005 31.6244 0.000 0.01587 33.1663 0.0007 0.01543‏ 31.6228 


Q0 بپ‎ C» C1 hm Whe © 


u(r = 1000) = 31.6228; du/dz = 0.01581‏ — مقادیر دقیق 


به است . همچنین می بینیم که Az‏ کوچک هیچ خطاهای شرطی بزرگی در مقایسه با Az‏ بزرگ به وجود 
نمی آورد. این به سبب همگرایی یکنوا و از بین رفتن خطاهای شرطی است . 

اکنون اولین حدس از حل اختلالی را با یکی از مقادیر اسمی در تکرارها شروع می کنیم. اگر حل 
اختلالی را از یک تقریب خوب شروع کنیم» در رسیدن به جواب اسمی همگرایی سریعی خواهیم داشت 
و معمولاً فقط به یک یا دو تکرار نیاز داریم . بنابراین مقدار مشتق تفاضل محدود بعد از دو تکرار اولیه 
ثابت می ماند. جدول OUS (V. V. Y)‏ می دهد که دومین تکرار ا وقتی به دست می AT‏ که حل اختلالی 


از هر یک از چهار تکرار آخر حل اسمی که در جدول(۱ ۰۱۰ ۷) آورده شده شروع شود. 


ug از‎ Ua شروع‎ IU ۷۱۰۲ جدول‎ 


z+ Az = 1000.1 z+ Az = 1100 
ub u Au/Az u Au/ Az 
41.2454 31.6436 -96.0181 33.1755 -0.08070 
32.7453 31.6244 -11.2093 33.1662 0.00421 
31.6420 31.6243 - 0.1772 33.1663 0.01524 


0.01543 33.1663 0.01572 31.6243 31.6228 
ug‏ از تکرارهای جدول V. 3. Y‏ است. 
دست آمده از تفاضل محدود؛ به جز در دقتهای خیلی بالا (ع کوچک) نادرست است . تأثیر نمو تفاضل 


محدود Ag‏ بدیهی است . خطاها برای Az‏ کوچک از خطاها برای Ar‏ بزر گتر» به جز وفتی که Up‏ 


بعش | .۷ : تقریبهای تفاضل محدود rrr‏ 


27 + Àr = 100 z + Àr = 1000.1 
Uo ug Au/Az وبا‎ Au/Az 
41.2454 42.4404 0.01195 41.2466 0.01205 
32.7453 34.2382 0.01493 32.7468 0.01511 
31.6420 33.1846 0.01543 31.6436 0.01572 
31.6228 33.1663 0.01543 31.6243 0.01572 


کاملاً همگرا شده است (در نتیجه هیچ خحطای شرطی وجود ندارد) بزرگترند . 
o est‏ از راهکار ۱۳ ۱۰ V.‏ استفاده می کنیم و معادله اصلی را با معادله 


w—r-f=0, 


جایگزین می کنیم که در آن F‏ باقیمانده آخرین تکرار از حل اسمی است . در حل اختلالی سعی می کنیم 
f‏ + 2 رابه جای نو محاسبه کنیم . نتیجه های محاسبات بهبود یافته در جدول Y)‏ .3 . ۷) نشان داده 
شده است . اکنون می‌توانیم با دو تکرارء یک تقریب معقول برای مشتق به دست آوریم . 

توجه به هزینه و دقت» غالبا ما را به عدم استفاده از مشتقات تفاضل محدود ترغیب می کند. برای 
تغییر مکان ایستایی و قبود تلش » مشتقات تحلیلی» همان گونه که در بخش بعدی بحث خواهد شد به 


راحتی به دست می آیند . 


۳ تاثیر بزرگی مشتق بر روی دقت 
بدیهی است که تغییر مکانها و تنشهای کوچک» به دقت تغپیر مکانها و تنشهای بزرگ محاسبه نمی شوند . 
برای مشتقات نیز این مطا ب صحیح است . هنگامی که تابع زا و متغیر = هر دو مثبت باشند» بزرگی نسبی 


مشتق می تواند از روی مشتق لگاریتمی زير 7 تخمین زده شود : 


)۷ . ۱. ۱۴( 








مشتق لگاریتمی درصد تغیبر 4 به ازای یک درصد تغییر در 2 را می دهد . بنابراین هنگامی که مشتق 
لگاریتمی بزرگتر از واحد TOP‏ تغیبر نسبی در ا از تغییر نسبی در 2 بزرگتر است و مشتق را می توان 
بزرگ در نظر گرفت . وقتی که مشتق لگاریتمی خیلی از واحد کوچکتر است» تغییر نسبی در خیلی 


Prr‏ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها ی گسسته) 
کوچکتر از تغییر نسبی در 2 است . در این حالت مشتق کوچک در نظر گرفته می شود و در حالت کلی 
ارزیابی دقت با استفاده از تفاضل محدود (یا هر رویه دیگری که تحت تأثیر خطاهای برش یا شرطی است) 
مشکل است . خوشبختانه وقتی مشتق لگاریتمی کوچک است غالبا ارزیایی دقت آن مهم نیست؛ زیرا 
تأثیرش بر روند بهینه سازی کم است . 

هنگامی که یک متغیر در محدوده تغییر علامت است» یعنی از نظر مقدار خیلی کوچک است» مشتق 
لگاریتمی می تواند گمراه کننده باشد . در این حالت پيشنهاد می کنیم که از مقادیر نمونه» ا و 2 به جای 
مقادیر محلی استفاده شود؛ یعنی یک مشتق لگاریتمی بهبود یافسته di u/dz‏ به صورت زیر تعریف 
می کنیم : 


dieu _ du/u, )۷ ۰۱۰ 30) 
dr — 2 





که Ta‏ و ty‏ به ترتیب نماینده polis‏ متغیر و تابع اند . 


مثال ۷۰۱۰۳ 

ارتباط افزایش خطا و مشتقات کوچک در مسأله ساده طراحی زیر نشان داده می شود . طراحی یک تیر 
غوطه ور با سطح مقطع مستطیلی را در نظر می گیریم و می خواهیم سطح مقطع OF‏ را مینیمم کنیم (برای 
کاهش خسارت خوردگی) . تیر تحت تأثیر گشتاور خمشی M‏ است و باید تنش خمشی ماکزیمم از تنش 
مجاز 00 کو چکتر باشد . متغیرهای طراحی ۰ پهنای ط و ارتفاع h‏ سطح مقطع مستطیل است . Jl.‏ را 


می توان به صورت زیر رابطه سازی کرد : 


عبارت 2(b + h),‏ 
6M "t‏ 
را چنان مینیمم کنید که iz‏ 


dL‏ را با تعریف طول مشخصه | و استفاده از آن برای تعریف متغیرهای طراحی جدید و2 و و2 به 


صورت زیر پی بعد می کنیم : 
Afi.‏ = و i—(6M/og) P, 2 —b/l,‏ 


با متغیرهای جدید مسأله به صورت زیر رابطه سازی می گردد : 


بخش ۲.۱ : تقریبهای تفاضل محدود ۳۳۵ 


عبارت ,29 + ۲ < با 
1 

را چنان مینیمم کنید که =l,‏ ,— 

22 


که نامساوی با یک تساوی جایگزین شده ااست زیرا قید تنش فعال خواهد شد (در غیر این صورت جواب 
0 = ۸ = ااست). تساوی می تواند برای حذف 71 پکار رود به شکلی که تابع هدف رامی توان به 
صورت زیر نوشت : 

u = 1/23 + 72‏ 
اکنون محاسبه مشتق با استفاده از روش تفاضل محدود را در دو نقطه در نظر می گیریم ؛ که یک نقطه در 
طرح اولیه که 1 - و2 است و نقطه دیگر نز دیک نقطه dings‏ در 1.29 = وج . در هر دو حالت از تفاضل پیش 
رو با 0.01 = Aza‏ استفاده می کنیم . در 1 = و2 خواهیم داشت 


Au _ 1/1.01* + 1.01 -2 


Azra 0.01 = 0, 


که Y‏ درصد از جواب دقیق مشتق 1.0— = du/dzg‏ کمتر ‘pul? xe = 1.2955 Ld‏ 


Au _ 1/1.30? + 1.30 — (1/1.29? + 1.29) 


A Soi = 0.0791, 


که ۱۶ درصد از جواب 3-33 0.0683 کمتر است . مشتق لکاریتمی به ما هشدار می دهد که باید انعظار 
D‏ در واقع برای1 = 22 داریم2.0 z‏ ن و مشتق لگاریتمی 


ھن ” 


مشتق تفاضل محدود به صورت زیر به دست می آید : 
LU = 2 2 =-0.97 x 1/2 = -0.485.‏ 


در 1.29 = رچ داریم 1.891 = Ju‏ 


du Au Au 12 _ ۳ 
du We A 0.0791 x 1.29/1.891 = 0.054, 


بنابراین مشتق لگاریتمی در واقع بسیار کوچک است .۰۰ ۰ 


۳۳۶ انی بهینه سازی سازه ها (فصل V‏ : حساسیت سیستمهای گمسته) 
۳ مشتقات حساسیت تغیبرهکان ابستایی و 399 تنش 


J‏ . ۷ مشتقات اول تحلدلی 
معادلات تعادل بر حسب بردار تغییر مکان گره‌ای ئ از یک مدل اجزای محدود به شکل زیر نوشته می شود : 


Ku=f, )۷ . ۲ ۰. ۱(‏ 
که 16 ماتریس سختی و f‏ بردار بار است . یک قید نموئه » حدی را در تغییر مکان پا یک مؤلفه تنش اعمال 
می کند و به صورت زير نوشته می شود : 

g(u, 2) > 0, (v. Y. Y) 
که به منظور ساده شدن نمادسازی فرض می شود که 9 فقط به یک متغیر طراحی منفرد بو وابسته است . با‎ 


استفاده از قانون مشتق گیری زنجیره ای خواهیم داشت : 


dg ے‎ ۵9 ron (v. Y. Y) 


که ± یک پردار با مولفه‌های 


a= I. )۷ . ۲ , ۴( 


می باشد . توجه کنید که نماد dg dz‏ را برای مشتق IS‏ 9 نسبت به » کار می بریم . این مشتق کلی شامل 
قسمت صریح 00/82 بعلاوه قسمت ضمنی که به t‏ وابسته است می باشد. قسمت صریح مشتق غالبا 
صفر است و یا راحت به دست می آید . بنابراین فقط روی محاسبه قسمت ضمنی بحث می کنیم . با 


دیفرانسیل گیری از معادله (۱ LY‏ ۷) نسبت به ته داریم : 
K— = —- —nu. 6۷ ۰ ۲ . ۵(‏ 


با پیش ضرب کردن معادله )0 (Y. Y.‏ در ZTK!‏ داریم : 


rdu کوج‎ _ dK LI PE 
zq, 5K Go-uQu (v. Y.P) 


محاسبه عل duj‏ ± به دو صورت ممکن است اجرا شود . اولین راه که روش مستفیم نامیده می gd‏ £3 


بخش ۷.۲ : مشتقات حساسیت تغبیرمکان ایستایی و قبود تس ۳۳۷ 
شامل حل معادله (۵ . (V. Y‏ برای 019/027 و سپس ضرب اسکالر آن در 2 است . راهکار دوم روش 


الحاقی نامیده می شود که یک بردار الحاقی A‏ تعریف می کند که جواب دستگاه 
KA-z, (v.Y.V)‏ 

است . آن گاه معادله Y)‏ ۲ . ۷) را به صورت 
AT(— - =u), (V.¥.A)‏ + 


می نویسیم که از تقارن K‏ استفاده کرده ایم . | 

حل معادله (۲۰۷ ۰ ۷) برای ۸ شبیه به حل برای تغییر مکان تحت یک بردار بار 2 است . روش الحاقی 
همچنین با عنوان روش بار ظاهری شناخته می شود» چون ج غالبا به عنوان یک نیروی ظاهری توصیف 
می شود. هنگامی که 9 در معادله(۲ ۰ ۲ . ۷) یک کران بالا برای مؤلفه تغییر مکان منفرد است ‏ بار 
ظاهری نیز یک مزلفه غير صفر منفرد مربوط به ملفه تغییرمکان مقید شده دارد . بطور مشابه وقتی 9 یک 
کران بالا برای تنش در یک عضو خرپا است. بار ظاهری از یک جفت نیروی مساوی و معکوس هم که بر 
روی دو انتهای عضو عمل می کنند تشکیل می شود . 

برای این حالت از پاسخ ایستایی e‏ به دست آوردن روش الحاقی خیلی ساده است . با این وجود این 
روش در خیلی از حالتهای دیگر نیز که می خواهیم مشتق یک قید را بدون محاسبه اولین مشتق پاسخ u‏ 
محاسبه کنیم مورد استفاده قرار خواهد گرفت. به دست آوردن روش الحاقی را در روندی که قابل کاربرد 
در حالت عمومی می باشد» تکرار می کنیم . این روند شامل اضافه کردن حاصلضرب مشتق معادلات 
تعادل در یک ضربگر BUSY‏ به مشتق قید است . ضربگر لاگرانژ که برابر با بردار الحاقی است برای 
برآورده ساختن معادلات انتخاب می شود که منجر به حذف مشتق پاسخ می شود . برای این حالت» معادله 


: رابه صورت‎ )۷ . Y. Y) 


dg og rdu ,مج‎ dK du 
dg _ ۵9 | rdu df dK du v. Y.A 
dp a o au ہے‎ EL ) 


بازنویسی می کنیم i‏ که جمله اضافی حاصلضرب بردار الحاقی در مشتق معادلات dal‏ است . با مرتب 
کرد جملات در معادله (۹ ۲۰ . ۷) داریم : 


PPA‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها feai)‏ ۷ : حساسیت سیستمها ی گسسته) 


+ (27 -XK) T EAT - Ay), (v. Y. 39) 


LN IN 
dr Ox 
به شکلی انتخاب شود که ضریب آن را حذف‎ A باید‎ ees را از این عبارت حذف‎ du/dz اگر بخواهیم‎ 
)۷ . Y. A) را برای ۸ می دهد . جملات باقی مانده شبیه به معادله‎ (Y V) کند» که در نتیجه معادله‎ 


برای مشتق p‏ قید است . 


۷.۳۲۰۱ Us 
در این مثال» مشتق حساسیت قیدی بر تغییر مکان سر یک تیر یکسر گیردار پله ای را نسبت به گشتاور ماند‎ 
: محاصبه می کنیم‎ ly وطول‎ T, 





شکل 1 V. Y.‏ مثال تیر برای مشتفات پاسخ ایستایی 


قید روی تغییر مکان سر به صورت 
g = C— Whip > 0.‏ 
است . مسأله ساده است و یک جواب تحلیلی بر اساس تئوری مقدماتی تیرها دارد. 


34 9/2 pl 
sor (i + ile + 3h) + pr. 


Whip = 


a? 
بنابراین‎ 


27 ad + 3805 + 34,8), 


2۳ = 73 z SEF; Ot + Shite + 33) = (hı thy. 


بخش ۷.۲ : مشتقات حساسیت تغییرمکان اپستایی و قیودتنش ۰ ۳۳۹ 
حل اجزای محدود بر اساس جزء تیر درجه ۳ استاندارد که برای هر قسمت از تیر یک جزء در نظر گرفته 
شده» قرار دارد. تغییر مکان و چرخش در امین گره را به ترتیب با wi‏ و ,6 نمایش می دهیم . ماتربس 


سختی جزء عبارت است از 
6l‏ 12- 6 12 
ye, EL| 6 4? -6/ 2P‏ 
B |-12-8 12 -6/| ۰‏ ~ 
-6l 4P‏ 27 6۱ 


بنابراین ماتریس سختی کلی مربوط به درجه آزادیهای cu‏ و۰8 وم Og‏ عبارت است از 


12(1,/B + h/B) -6(1 f - Inf) -12/8 6۵1/13 
wee PAIN Shi 215/2 
DL/ -6h in 


sym 
: و جواب بردار تغییر مکان عبارت است از‎ ٤ = (0,0, p, 0[* بردار بار عبارت است از‎ 


2 + ۶۱/21 
i= 2 (E E) ia +۱ 
E 0 و‎ SS + و‎ 
2/21 + ۱۱2/1 +8/h 


در ابتدا از روشهای تحلیلی برای ulna‏ ~~ مشتق استفاده می کنیم . بنابراین ناز به نا (:016/017) و 
)0K/ 1 ju‏ داریم : 


We 12u» — و618‎ 
85 - E -flw + 4126, 
w3 E 0 

65 0 


e e‏ 5 هه 
ooo 2‏ 


-36 12 0 
12, -4 0 
0 0 0 
0 0 0 


-6)1 + 1/11) 
21 + Io) 


We —9w + و‎ 
4EI, 3l We = 179, 
wy = n 0 


05 0 


ه ه ه ه 
S‏ 


1 

I 

0 , 

که از جواب ون و 85 استفاده شده است . بطور مشابه : 0 


۰ ۳۵ مبانی dingy‏ سازی سازه ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها ی گسسته) 


در روش مستفیم 
du. af aK‏ 
L-€X![I-CT,‏ 
ol, Ol, ôl‏ 


w p/h i5/2 + 3 
9 | اه‎ qadprh/hl. _ P | ۱+۵ 
Oh | ws 0 EB ۱ fla +48 4 8/3 
63 0 lil + ü 2 
که با نتیجه نظری تیر هماهنگ است . بطور مشابه‎ 00/8, = —Ows/ OI, cpl ply 
ðu = [9f - eB 
ol a, a ^" 
یا‎ 
we —(6p/h)(1 + 12/1) lî hl 
8 ابر اه‎ (p/h +l) 1. (2) l + وا‎ 
al, | ws 0 Eh (h +l)? [f 
03 0 lı + وا‎ 


بنابراین —Ows/ Bl,‏ = ,29/8 که بار دیگر با نتیجه نظری تیر منطبق است . 


در روش الحاقی .[1,0- ,0 ,0[ = zT = —Ow,ip/Au‏ که می توانیم آن b‏ برای بردار الحاقی حل 


0 ۵/31 + 2h/2h 
-K-,—-w-12 94 2,14] 2/2 + 
۸ 2 2215 4 مر‎ E) ) + وال32‎ + 30,(/37 + 3/312 ] ۰ 
0 7/2 + ۱۱۵/۱ + 1/19 


بنابراین از معادله A)‏ ۰ ۲ . ۷) 


89 _ ےہ کر‎ ph le, h h 


99 = EN MUS EE ی رهق‎ 
an ^ aL" = ER Gn 2 2n n)^ رو‎ * ha € 8/3), 
J 
ag rK _ P 22 3h B Ohh. p 
= -À -u = — (l eb ات‎ B O y s 2 
oh | * al," gi + 42 h h UR T h gj +4) 


بخش V. Y‏ : مشتقات حساسیت تغییرمکان ایستایی و قیود تنس ۳۵۱ 

تفاوت بین کار محاسباتی مربوط به روش مستقیم و روش الحاقی بستگی به تعداد نسبی متغیرهای 
طراحی و قیود دارد. روش مستفیم به چندین بار حل معادله (۵ ۰ ) و هر بار برای یک متغیر طراحی 
نیاز دارد. در حالی که روش الحاقی نیاز به یک بار حل معادله (۷ ۰۲۰ ۷) برای هر A‏ دارد. بنابراین 
هنگامی که تعداد متغیرهای طراحی از تعداد قیود تغییر مکان و تنش که ناز به دیفرانسیل گیری دارند کمتر 
است» روش مستقیم کارآیی بیشتری دارد . هنگامی که تعداد متغیرهای طراحی از تعداد این قیود بیشتر 
است؛ روش الحافی» کارآیی بیشتری دارد. 

معمولاً در طراحی عملی ناگزيريم چندین حالت بار را در نظر بگیریم . کار مربوط به روش 
مستقیم تقریباً متناسب با تعداد حالتهای بار است . از طرف دیگر » تعداد قیود بحرانی در طراحی بهینه 
غالبا کمتر از متغیسرهای طراحی است . بنابراین برای حالت بارهای چندگانه. روش الحاقی مناسب تر 


"cwm 
هر دو روش مستقیم و الحافی» نیاز به حل یک دستگاه معادلات» که قسمت اصلی کار‎ 
می دهد دارند. شکل عاسل گیری شده ماتریس ی معادلات غالبا از حل‎ E محاسباتی را‎ 
۸خیلی کم هزینه تر از‎ Gdu/dz معادله (۱ ۰۲۰ ۷) برای تغییر مکانها در دسترسند . بنابراین حل برای‎ 
حل اصلی معادله (۱ ۰۲۰ ۷) است . اين» مزیت بزرگ محاسباتی این دو روش تحلیلی نسبت به‎ 
محاسبات تفاضل محدود مشتقات است. به عنوان مثال تقریب تفاضل پیش رو برای 40/82 عبارت‎ 


du 02۶ + Az) — u(z) 


که نیاز به ارزیابی Az)‏ + )ابه وسیله بازسازی ماتریس سختی و پردار بار در طراحی اختلال «il,‏ و حل 
معادله : 


K(z + Az)u(z + Az) = f(z + Az). (V.Y. NY) 


دارد . شکل عامل گیری شده K(z + Az)‏ مورد نیاز معمولاً پرهزینه تر از حل یک طرف راست دیگر با 
ole K(z)‏ گیری شدء در معادلات (۵ ۲۰ . ۷) و (۷ ۰۲۰ ۷) است . مزیت روشهای تحلیلی بر تقریب 


تفاضل محدود هنگامی که تعداد متغیرهای طراحی زیاد باشد بیشتر نمایان می شود . 


gle ۳‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها یگسسته 
V. ۲۰ ۲‏ مشتقات دوم 
در بعضی کاربردها ( به عنوان مثال» محاسبه حساسیت جوابهای بهینه که در بخش Y‏ . ۵ آمده) به مشتقات 
توابع قید نسبت به متغیرهای طراحی نیاز داریم . در ادامه عبارتهایی برای ارزیابی d'g/dzdy‏ که ± و y‏ 
متفیرهای طراحی اند به دست می آوریم . به منظور ساده سازی فرض می کنیم که تابع قید 9 یک تابع 
صریح از متغیرهای طراحی نیست. بنابراین 09/82 و 89/81 صفرند . عبارتهای AS‏ نری در [5] بیان 
شده است . 

برای یافتن مشتقات دوم» مانند حالت مشتقات cd y‏ یک روش مستقیم و یک روش الحاقی داریم . 
روش مستقیم با مشتق گیری از معادله Y. Y)‏ ۰ ۷) نسبت به لا شروع می شود . 


dg r fu dup du 


— n — — V.Y.AY 
drdy 2 idy tz! S ' ۱ ) 


که 8 ماتریس مشتفات دوم 9 نسبت به وه می باشد و عبارت امست از : 


و02 
cs ۱۷ Vt‏ 
fij Busou; ( )‏ 





: به دست می آوریم‎ )۷ ۰ Y. D) مشتق دوم میدان تغییر مکان را با دیفرانسیل گیری از معادله‎ pes 


du df dK. dKdu dKdu (V. Y. M5) 


dzdy  dzdy  dzdy dz dy dy dz 
و از‎ eal بدست می‎ du/dy حل می کنیم و یک معادله مشابه برای‎ du/dz معادله (۲۰۵ . ۷) را برای‎ 
(v. Y. Y) کمیت 120/020 را محاسبه کرده و سرانجام مقادیر را در معادله‎ (Y. Y ۰ 10) معادله‎ 
. جایگذاری می کنیم‎ 
شروع می گردد:‎ y روش الحاقی با دیفرانسیل گیری از معادله (۲۰۸ . ۷) نسبت به‎ 


= T T elia pe e A Y.Y LAMP 
dzdy arg eu) MGE quic cq 


برای ارزیابی اولین جملهء از معادله LY LY)‏ ۷) نسبت به y‏ مشتق می گیریم : 


dA — du dK )۷ . ۲ . ¥) 
a Ry a^ 


۳۵۳ :مشتقات حساسیت تغییرمکان ایستایی و قبود تنش‎ ۲ Nt 


با استفاده از معادلات L0)‏ ۲ . ۷) و (۲۰۱۷ ۰ ۰6۷ معادله (۱۳ ۲۰ ۷۰) به شکل زیر درخواهد آمد : 


dg 2 Su ieu. rdKdu, dKdu dt dK. (v. Y. MÀ) 
dzdy dy dr dy dr dz dy  dzdy  dzdy 

در cul‏ حالت روش الحاقی هميشه کارآیی بیشتری از روش مستقیم دارد. فرض AES‏ ^ متغیر طراحی و m‏ 
تابع قید داریم . روش مستقیم به کار محاسباتی زیادی برای jun‏ حل معادله (۵ ۲۰ ۰ ۷) و 1(/2 + n(n‏ بار 
حل معادله (۱۵ . Y‏ . ۷) نیاز دارد. از طرف دیگر روش الحاقی به ۲ مرتبه حل معادله (۵ ۰ ۲ . ۷) برای 


مشتقات اول و 7 مرتبه حل معادله (۷ .۲ ۰ ۷)برای بردارهای الحاقی نیاز دارد. 


۳ روش نیمه تحلیلی 

هر دو روش مستقیم و الحاقی» به مشتقات ماتریس سختی و بردارهای بار نسبت به متغیرهای طراحی نیاز 
دارند . محاسبه" تحلیلی این مشتقات غالباً مشکل است» مخصوصاً برای متخیرهای طراحی شکلی که 
هندسه جزء را تغییر می دهند . به این دلیل» راهکار نیمه تحلیلی که در آن مشتقات ماتریس سختی و بردار 
بار با تفاضلهای محدود تقریب زده می شوند: شهرت بیدا کرده است . معمولاً این مشتقات با تقریب 


تفاضل پیش رو مرتبه اول محاسبه می شوند . cpl phy‏ 414/082 به صورت 


dK _ K(z + Az) - K(z) (v.Y. 34) 
dz Ar 
. تقریب زده می شود‎ 


با وجود این که کارآیی روش نیمه تحلیلی به اندازه روشهای تحلیلی مستقیم یا الحاقی است» اما چون 
به تقریبهای تفاضل محدود وابسته است ممکن است مشکل دقت داشته باشد . این مشکل دفت مخصوصاً 
برای مشتقات پاسخ سازه‌های تیر و صفحه نسبت به متغیرهای هندسی می تواند جدی باشد . 

مشکل دقت اولین بار در مرجع ]5[ برای مدل اتومبیل نشان داده شده در شکل Y)‏ ۲ . ۷) که از اجزای 
تیر ساخته شده است مشاهده شد . روش نیمه تحلیلی برای تمام سطح مقطعها و بیشتر متغیرهای طراحی 
هندسی با موفقیت استفاده شده بود. با وجود این برای بعضی از مشتقات نسبت به ابعاد طولی اتومبیل » 
مشکلات دقت جدی وجود داشت . 


شکل (۲۰۳ . ۷) وابستگی خطای نسبی مشتق انرژی کرنشی مدل نسبت به یک متغیر طول را در روش 





شکل V. Y. Y‏ مدل سرهم یک اتومبیل 





L.E-8 1,€-6 1.8-1 ۱-2‏ 1۰6-0 
اسازه گام نسبی 


شکل ۷۲۳ حطاها در مشتق انرژی کرنشی نسبت به یک متغیر طول مدل سرهم در روشهای تفاضل‌های 


محدود کلی (OFD)‏ و نیمه تحلیلی (SA)‏ 


نیمه تحلیلی (SA)‏ و راهکار تفاضل محدود کلی (OFD)‏ نشان می دهد . برای اندازه‌های بزرگ گام» 
روش OFD‏ خطای (اکثراً خطای برش) کمتری از روش SA‏ دارد. محدوده اندازه گام برای مشتق تقریبی 


که یک خطای کمتر از یک درصد دارد در OFD‏ خیلی بزر گتر از تقریب SA‏ است . برای اندازه‌های گام 


یخس ۲ .۷ : مشتقات حساسیت تغییرمکان ایستایی و قیود تنش ۳۵۵ 
100000 





0.1 


r 1۰۲-8  1.E-8 1.6-7 3.6-4 1.2-3 ۱۷ 
گام نسیی‎ o Mal 


شکل ۷۰۲.۳ تقریب تفاضل مرکزی و پیش رو SA‏ برای مشتقات انرژی کرنشی نسبت به 
دومین متغیر طولی مدل اتومبیل 

کرچک زوش OFD‏ خحطای L251)‏ خطای شرطی) زیادتری از روش SA‏ دارد. شکل (۰۳ (V. Y‏ نشان 
می دهد که برای یک اندازه گام نسبی 41077 روش SA‏ مشتق را به خوبی تقریب می زند. با وجود این 
برای بعضی متغیرها» اندازه گامی که مشتقات دقیق را بدهد» وجود ندارد. برای حل مشکل دقت باید از 
تقریب تفاضل مرکزی در مشتق ماتریس سختی استفاده شود که هزینه محاسباتی را به ميزان چشمگیری 
افزایش می دهد . 

شکل (VV. FD)‏ تقریبهای تفاضل مرکزی و پیش رو مشتق نسبت به دومین متغیر طول را پا هم مقایسه 
می‌کند . علت خطاهای زیاد برش مربوط به روش نیمه تحلیلی را می توانیم با توجه به معادله (۵ ۰ ۲ . ۷) 
توضیح دهیم . abuses on‏ کر کی E ey Sue‏ کر ون ات که ان 
برای تولید یک میدان LX‏ مکان 212/02 به سازه اعمال شود . برای سازه های تیر و صفحه i‏ مشتق میدان 
تغییر مکان نسبت به متغیرهای هندسی غالبا یک میدان تغییر مکان قابل قبول نیست (برای JU‏ ممکن 
است فرض کیرشهف" را نقض کند) . تقریب اجزای محدود این میدان غیر قابل قبول» اگر چه بسیار غیر 


1) Kirchhoff 


۶ مبانی بهینه‌سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها ی گسسته) 


EAL از‎ SA خطای‎ 


EAL از‎ OFD خطای‎ OFD خطای‎ 





Va! نعداد‎ 


شکل ۷۰۲.۵ خحطاها در تقریبهای نیمه تحلیلی (SA)‏ و تفاضل محدود کلی (SA)‏ مشتق تغییر مکان سر نسبت به 
طول تیر یکس گیردار (اندازه گام یک در (Aye‏ 


معمول است» خود یک تغییر مکان معتبر است که نیاز به مولفه های بزرگ خود لغو کننده در بار کاذب 
دارد. هنگامی که تقسیم در اجزای محدود بهبود یافت» بار کاذب مورد نیاز برای تولید du/dz‏ به 
مولفه‌های بزرگتر خود gal‏ کننده نیاز دارد. بدین سان خطای به وجود آمده در بار کاذب به علت مشتق 
تفاضل محدود ماتریس سختی می تواند بسیار بزرگ شود. 

این پدیده در شکل(۵ .۲ . (V‏ تشریح شده که OUS‏ می دهد خطا در مشتق تغییر مکان سر یک تیر 
یکسر گیسردار نسبست به طول تیر با بهبود تقسیم بندی در جزء محدود به شکل فزاینده‌ای افزایش 
می یابد . 

هنگامی که یک سازه تیر یا صفحه به وسیله اجزای عمومی تری مانند اجزای سه بعدی مدل شود؛ 
بهبود تقسیم بندی با مشکلی برخورد نمی کند . با وجود این هنگامی که تیر باریکتر یا صفحه نازکتر شود 
میدان مشتق تغییر مکان بیشتر و بیشتر با هندسه ناسا زگار می شود و مشکل دقت مشابهی درپی آن می آید . 
مرجع [6] برای تیرهایی که با اجزای خرپایی » تنش صفحه ای و اجزای جامد مدل شده اند ونسبت Ty‏ 
پزرگتر از ۱۰ دارند» خطای بزرگی را گزارش کرده است . 


بخش ۷.۲ : مشتقات حساسیت تغیرمکان ایستایی و قیودتتش ۰ ۳۵۷ 
Us‏ ۷۰۲۰۲ 
محاسبه مشتقات در مثال (۲۰۵ . ۷) رابرای مقایسه خطاهای مربوط به روشهای تفاضل محدود و 
نیمه تحلیلی تکرار می کنیم . با استفاده از تفاضل پیش رو داریم : 


9g "T uc TAh)- Urip( I1) 
01 Ah ; 


مقدار تقریبی خطای برش > cem‏ معادله Y)‏ ۱۰ . ۰6۷ عبارت است از : 


_ _ و3‎ Ah zE 
T=- 3R 23 7 -sn 


B + 3885 + 385)AT, , 


P wu Ah _ p 
er =-=- g = gg tih. 
er _ Ah 
Og hth’ 
dh 


و کافی است اختلال در ,]را به میزان 0.00111 در نظر بگیریم . تحلیل خطا در روش نیمه تحلیلی پیچیده تر 


og „ y7 EU + 41I) - KU) | 
FJA Al; 


تقریب زده می شود و حطای برش صفر می شود 


زیرا × یک تابع خطی از T‏ است . وضعیت خطای برش ,09/01 زیاد حوب نیست . مقدار تقریبی این 


۳۵۸ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل V‏ : حساسیت سیستمها یگسسته) 
خطا inal eye‏ از 


Al, 02 pAl, 
r= x Su = 


2 2 
2 a u= Ell, (37; + و7‎ + 4l7) ; 


بنابراین خحطای نسبی عبارت است از : 


er _ 3l Tho + 413 AL 


—— = — 
= 


A (lı +l)? h 
1 
با مقایسه خطای نیمه تحلیلی با حطای به دست آمده در روش تفاضل محدود ملاحظه می شود زمانی که‎ 


=l‏ ,1 است خطای نیمه تحلیلی » هت بر ان بز ر کم esl‏ در مرجم ]7[ OLS‏ داده شده که این خطای 


بزرگتر در روش نیمه تحلیلی» با بهبود تقسیم بندی اجزا افزایش می یابد . ett‏ 


۳۴ تحلیل غیرخطی 


در تحلیل غير خطی ؛ معادلات تعادل می تواند به صورت زیر نوشته شود : 
f(u,z) = plt}, (Y.Y. Ye)‏ 


که ۶ یک نیروی داخلی است که به وسیله تغیبر شکل سازه تولید می شود و pp‏ بار خارجی اعمال شده 
اسٿ . عامل مقیاس بندی بار م در روند تحلیل غیر حطی برای JU»‏ کردن تکامل تدریجی حل در افزايش 
بار استفاده می شود. این عامل سودمند است زیرا معادلات تعادل ممکن است برای بارهای اعمالی cad s‏ 
چندین حل داشته باشند . با افزایش تدریجی م مطمثن می شویم که حل مربوط به سازه ای است که از بار 
صفر بارگذاری شده است . 


بادیفرانسیل گیری از معادله )* LY Y‏ ۷) نسبت به متغیر طراحی ع داریم : 


du _ dp of (v. Y. YV) 


du ژاکوبین ۶ در‎ J که‎ 
)۷ . ۲ . YY) 


که غالبا ماتریس سختی تانژانت نامیده می شود . 


بخش ۷۰۲ : مشتقات حساسیت تغییرمکان ایستابی و قیودتنش ۳۵٩‏ 
روش مستقیم برای به دست آوردن «dg/dz‏ حل معادله (۱ Y‏ ۳۷ برای du/dz‏ و جایگزینی آن در 
معادله (۳ . ۲ . ۷) است . ماتریس J‏ غالبا از حل معادلات تعادل با استفاده از روش نیوتن در دسترس 


f(ü,z) + J(à, z)(u — à) x up(z). (v.Y.YY) 


اگر معادله (۲۳ ۰ ۲ . ۷) برای ها حل شود برای ھا تقریب بهتری از ت می دهد . این تقریب جدید در تکرار 
بعدی جایگزین ‏ در معادله(۲۳ ۰۲۰ ۷) می شود . در تکرار جدید اگر J‏ روزآمد شود؛ به آن روش نیوتن 
و اگر مقدار قدیمی آن استفاده شود به آن روش نیوتن تغییر GIL‏ می گویند . این تکرار تا زمانی که با یک 
دقت مطلوب همگرا شود ادامه می یابد . اگر آخرین jl ESO‏ به انداژه کافی به هه نزدیک باشد J‏ محاسبه 
شده می تواند برای محاسبه مشتق ها به کار رود. 

راهکار الحاقی خیلی شبیه به روش استفاده شده در حالت خحطی می باشد . بردار الحاقی A‏ جواب 
معادله 


JTA -z, )۷ . ۲ . ۲۴( 


می باشد که 2 بار دیگر بردار مشتقات قید نسبت به مولفه های تغییر مکان :20/8 = :2 است . به راحتی 


می توان رابطه زیر را به دست آورد. 


O PE (v. Y. YO) 


V. ۲ ۰۵‏ حساست بارهای $42( 

در یک نقطه بحرانی با مقدار نیروی ",/» ماتریس سختی مماسی J‏ منفرد می شود و ما یک بار حدی و یا 
یک نقطه دو شاخه داریم . با دیفرانسیل گیری از معادله (۲۰ ۲۰ . ۷) نسبت به یک پارامتر بارگذاری که 
تاریخچه بار گذاری آن دارای افزایشی یکنواست می توانیم این دو را از هم تشخیص دهیم . پارامتربار ۸ 
یک انتخاب خوبی نیست e‏ زیرا در یک نقطه حدی به یک ماکزیمم می رسدو یکنوا نیست . به جای آن ما 
غالبا از یک مزلفه تغیبر مکان که افزایش آن یکنواست و یا از طول کمان در فضای (u, p)‏ استفاده می کنیم . 


ile ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها ی گسسته) 
چنین پارامتر بار یکنوا را با م و مشتق نسبت به a‏ را با پرایم نمایش می دهیم . با مشتق گیری از معادله 
(۷۰۲۰۲۰) نسبت ae‏ داریم : 


Ju’ = up. (V.¥.¥F) 


در نقطه بحرانی J‏ منفرد است و بردار ویژه طرف چپ که مربوط به مقدار ویژه صفر J‏ است را با ۷ نمایش 


می دهیم یعنی 
vJ" =0, (v. Y. YY)‏ 
که نماد ستاره بیانگر ارزیابی کمیتها در نقطه بحرانی است . با پیش ضرب کردن معادله (۲۰۲۶ . ۷) در VT‏ 
داریم : 
vp =0. )۷۰ ۲ ۰ YA)‏ 
در یک نقطه حدی این معادله برآورده می شود زیرا بار به یک ماکزیمم می رسد و آن گاه 0 = ار است . در 


آن حالت» معادله (۲۶ ۲۰ . (Y‏ نشان می دهد مدکمانش که بردار ویژه ماتریس سختی مماسی J‏ است 


برابر مشتق ها نسبت به پارامتر بارگذاری است . در یک نقطه دو شاخه 0 چ ابر و داریم 


برای یک ماتریس سختی مماسی v cO Ua‏ مد کمانش نیز هست و معادله OUS )۷ . Y YA)‏ می دهد که 
مد کمانش بر پردار بار عمود است. 

برای محاسبه حساسیت بارهای حدی باید پارامتر مسیر پاسخ کلی تر رو را در نظر بگیریم که می تواند 
یک پارامتر بار» یک متغیر طراحی یا ترکیبی از هر دو (پارامتری که هم طراحی سازه و هم بارگذاری را 
همزمان کنترل کند) باشد . مشتق گیری نسبت به رو را با نقطه نمایش می دهیم و از معادله (۲۰ ۰۲۰ ۷) 


نسبت به رو مشتق بگیریم» el^‏ 


Jà- Si ip + SPs. (v.Y. Y) 


پخش ۷.۳ : محاسبات حساسیت برای flua‏ مقدار ویژه ‏ ۳۶۱ 


اکنون پارامتری مانند ره می خواهیم که متغیر طراحی ym‏ پارامتر بار مم را کنترل کند آن چنان که در یک بار 


حدی باقی بمانیم» "یر p=‏ با انتخاب ‏ = س » معادله (۰۳۰. Y‏ . ۷) عبارت خواهد بود از : 
Papier Spee vet)‏ 


که در آن از این واقعیت که با توجه به نوع انتخاب‌ها در مسأله 1 = E‏ است استفاده کرده ایم . با پیش 


ضرب معادله (Y Y)‏ با بردار ویژه طرف چپ yT‏ و مرتب کردن دوباره معادله داریم : 


Of dp 
3 T/۴ ۴ر‎ 
di — ál - ام‎ A (v. Y. Y) 
dr vTp 


مقدار داخل پرانتزها» در صورت کسر معادله (۲۰۳۲ . ۰6۷ مشتق باقیمانده معادلات تعادل در نقطه 
ی ات E apie‏ از رک rud d‏ ایت با سای اماد pis‏ 
یعنی : در متغیر طراحی اختلال ایجاد کرده؛ تغییر در باقيمانده (برای تخییر مکانهای ثابت) را محاسبه 
می‌کنیم و آن را با مدکمانش ضرب داخلی می کنیم تا صورت کسر به دست آید. مخرج کسر: ضرب 
داخلی حد کمانش در بردار بار است . 


۳ محاسبات حساسیت برای مسائل مقدار ویژه 

در تحلیل ارتعاشات و پایداری سازه‌ها معمولاً با مسائل مقدار ویژه مواجه می شویم . هنگامی که 
نیروها پایستارند و هیچ استهلاکی در نظر گرفته نشود» این مسائل به مقادیر ویژه حقیقی می انجامند که 
نمایانگر بارهای کمانش يا بسامدهای ارتعاشی اند . در حالت کلی تر مقادیر ویژه مختلطند . بحث ما پا 


حالت ساده تر مقادیر ویژه حقیقی آغاز می شود . 


me h 


! ۳۰ .۷ مشتقات حساسبت قیود کمانشی و ارتعاشی 


تحلیل ارتعاشات غیر مستهلک شونده و کمانش خطی به مسائل مفدار ویژه از نوع زیر می انجامد : 
Ku- Mu < 0, (v.Y.Y)‏ 


که K‏ ماترپس سختی» M‏ ماتریس جرم (ارتعاشات) یا ماتریس سختی هندسی (کمانش) و u‏ شکل مود 


gle ۶۳‏ بهینه سازی‌سازه‌ها (نصل ۷: حساسیت سیستمهای گسسته) 
می‌باشد . برای مسائل ارتعاشات مم مربع بسامد ارتعاش آزاد و برای مسائل کمانش ضریب بار است . و 
M‏ هر دو متقارنند و K‏ نیمه معین مثبت است . شکل مود غالبا با یک ماتریس معین مثبت متقارن W‏ 


نرمال سازی می شود به شکلی که داریم : 
u Wu=1, )۷ ۰۳ . ۲(‏ 


که برای مسائل ارتعاشات wW‏ غالبا ماتریس جرم M‏ است . معادلات (۱ ۰ ۷۰۳) و (۳۰۲. ۷) برای تمام 


جفتهای ویژه (He, u*)‏ برقرار است . با مشتق گیری از این معادلات نسبت به متغیر طراحی T‏ داریم : 


du dp dK dM 
K - تست‎ uc um ات‎ (v.v. Y) 
J 
du 1 „dW 
TW = ا‎ — ۷ 
u ۷ su ( ) 


که از تقارن ماتریس W‏ استفاده کرده ایم . معادلات Y Y)‏ ۷) و (V .۳ Y)‏ فقط برای حالت مقادیر ویژه 
سویی آن‌ها را به دست آورد (مرجم هاگ" و دیگران ]8[ را بینید) . در اکثر کاربردها تنها مشتقات polis‏ 


ویژه برای ما مهمند . این مشتقات با پیش ضرب معادله (V Y Y)‏ در uT‏ به دست می آید : 
(۰۵ ۷۰۳ 


در بعضی کاربردها مشتقات بردارهای ویژه نیز مورد نیازند . به عنوان مثال در طراحی اتومبیل اغلب لازم 
است مودهای بحرانی ارتعاش در صندلیهای جلو دامنه پایینی داشته باشند . برای این مشکل طراحی نیاز 
به مشتقات شکل مود داریم . برای بدست آوردن مشتقات بردار ویژه می توانیم از راهکار مستقیم استفاده 
کرده و معادلات (۳۰۳. ۷) و (۳۰۴. ۷) رابه صورت زیر ترکیب کنیم : 


du dK dM 


K-M -Mu|| 3 | | aa wu ENS 
dp [ ~ 1۷ S 
-u W 0 dz zu “dz Y 





1) Haug 


بخش ۷۰۳ : محاسبات حساسیت برای مسائل مقدار ویژه ‏ ۴۶۳ 
دستگاه (۶ . ۰۳ ۷) را برای مشتقات مقدار ویژه و بردار ویژه می توان حل کرد . در روند حل باید دقت 
داشت زیرا کهاد اصلی uM‏ - 16منفرد است . کاردانی و مانته "GU‏ [9] و مورثی و asia‏ ]10[ بر روی 
چندین راهبرد حل این مشکل بحث کرده اند . 

یکی از روشهای مشهورتر حل» روش نلسون" [11] است. روش نلسون شرط نرمال سازی معادله 
(۲ . ۰۳ ۷) را با این الزام که بزرگترین مؤلفه بردار ویژه باید برابر یک باشد» موقتاً جایگزین می کند . اگر 
بردار دوباره نرمال شده را با ت نمایش داده و فرض کنیم که بزرگترین مزلفه آن » مؤلفه 71م آن است » معادله 
(۷۰۳۰۲) رابا 

im =1, (v.v.v) 


—=0. (YA) 


جایگزین می کنیم . معادله (۳ . ۰۳ ۷) با جایگزین کردن ت به جای س به کار می رود ولی معادله(۸. ۰۳ ۷) 
برای کاهش درجه آن با حذف سطر و ستون :ام آن به کار می رود . هنگامی که مقدار ویژه بر مجزاست؛ 
سیستم کاهش يافته منفرد نیست و با شیوه های استاندارد حل می شود . برای phil‏ مشتق بردار ویژه با 


نرمال سازی اصلی (Y .۳ ۲( dato‏ توجه داریم که Und‏ = 1 و بنابراین : 


du _ dum. ر‎ di 6۲.۳ ۹( 


برای یافتن dus / dz‏ با جایگزین کردن معادله )4 ۰ ۷) در معادله (V . ۳ ۰ Y)‏ خواهیم داشت : 


dum 2. T dü u aw 
bakas ts Wo. DT. (vV.Y. Ne) 
dz “mu dz 2 dg" 


همچنین می توانیم برای محاسبه مشتقات بردار ویژه با بسط مشتق آنها به صورت یک تر کیب خطی از 
TIT Pr‏ از روش الحاقی پا روش مقید مودال استفاده کنیم . با نمایش امین جفت ویژه معادله 
( ۰۳۰ ۷) با (Mi WD‏ فرض می کنیم که : 


I 
—=) cU, (Y. Y.) 


1) Cardani and Mantegazza 2) Murthy and Hafteka 3) Nelson 


giles ۳۶۳‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل V‏ : حساسیت سیستمهای گسسته) 


op dK dM 
run 55 


LUOLOR ek gee T y P Y.Y. (۲ 
(He — u;)u/ Mu’ kj ; i 


Ckj = 


با استفاده از شرط نرمال سازی معادله (V Y. V)‏ داریم : 
(v.Y. AY)‏ زیت - = Cu‏ 
jk‏ 


از سوی دیگر» اگر از شرط نرمال سازی معادله (۲ ۰ ۳. ۷) با M‏ = ۷۷ استفاده کنیم خواهیم داشت : 
Ckk = -5(u eat, (V Y. ۱۴(‏ 


اگر تمامی بردارهای ویژه در رابطه جمع وارد شود. معادله (۷۰۳۰۱۱) دقیق است . برای اکثر مسائل» 
محاسبه تمام بردارهای ویژه عملی نیست» بنابراین فقط تعداد کمی از بردارهای ویژه مربوط به بایین ترین 
مقادیر ویژه در جمع وارد می شوند. ونگ" ]13[ یک روش مودال بهبود یافته را که به همگرایی شتاب 
می بخشد ارائه داد. به جای معادله (۱۱ ۰۳۰ ۷) از 


mt ibus E )۷ ۰۳ ۰۱۵( 
dz = EU 
استفاده می کنیم که‎ 
du dK dM 
Kk _ y-1 | موه‎ 9, GM), 
uj = 16 E dz |" )۷ ۰.۳ .۱۶( 
یک جمله تصحیح ایستایی می باشد و‎ 
w7( = in jut 
dy; = 1 I ۲ kzj. )۷ . ۳ ۰ WV) 


ال 
Hilu — pju Mu?‏ 
نرمال سازی LY Lv)‏ 


dix = -tim — 9 diu. (V. Y. YA) 
j#k 


1) Regers 2) Wang 


بخش ۷.۳ : محاسبات حساسیت برای مسائل مقدار ویژه ۳۶۵ 
Palo‏ و دیگران ]12[ همگرایی مشتق با افزایش تعداد مودها را با استفاده از دو روش مودال و مودال بهبود 


ETE aur فز زوش مر دال‎ EQ EE of ae ail 


مثال ۷۰۳۰۱ 

سیستم جرم- فثر مستهلک کننده. نشان داده شده در شکل (۷۰۳۰۱) برای حالتی که مستهلک کننده غير 
فعال است» 0 = «e‏ تحلیل می گردد. در ابتدا هر دو جرم و هر سه فثر مقادیر یک دارند و می خواهیم 
مشتقات پایین ترین بسامد ارتعاشات و پایین ترین مود ارتعاش نسبت به k‏ برای دو شرط نرمال سازی 
ممکن را محاسبه کنیم : یکی به شکل معادله MU . ۳ . Y)‏ = ۷۷ و دیگری به شکل معادله V)‏ . ۳. ۷) 
با قرار دادن دومین مولفه مود آن برابر یک . 


شکل ۷-۳-۱ مثال فنر- جرم- مستهلک کننده برای مشتقات مقدار ویژه 


حرکت جرمها را با ر و لا نمایش می دهیم و انرژی ارتجاعی E‏ و انرژی جنبشی 7 را به صورت زیر 


می یابیم 
E = 0.5 [kuf + (u-u) eu], —T-05( + if).‏ 
که از آن ماتریس جرم و ماتریس سختی به صورت 


_[l+k -1 [10 
ez]. «= 9] 


به دست می آید . برای 1 = ۲ مسأله مقدار etsy‏ معادله V)‏ ۰ ۷ عبارت است از : 
ubl.‏ 1- #سن - 2 
(j= (a)‏ | 1- | 


1) Sutter 


dings gis ۶۶‏ سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمهای گسسته) 
با صفر قرار دادن مقدار دترمینان دستگاه دو بسامد1 = رس و ۷/3 = پر را به دست می آوریم . با 


جایگزین کردن کوچکترین بسامد در معادله (الف) برای اولین مود ارتعاش داریم : 


,۷ < وله - ui‏ 
.0= ور + اس 


همان طوری که انتظار داشتیم سیستم در یک بسامد طبیعی منفرد است e‏ بتابراین برای مشخص کردن بردار 
ویژه نیاز به شرط نرمال سازی داریم . برای شرط نرمال سازی Y. Y)‏ ممادله Sys‏ عبارت است از : 


u Mu = u? + v2 = 1. 


,1 2 ولا 
که از نماد حط برای نمایش مود ارتعاش با دومین شرط نرمال سازی استفاده می کنیم . ہا dat‏ 


نرمال سازی جوابها عبارتند از : 


سپس مشتق پایین ترین بسامد را از معادله (۵ ۳۰ . (V‏ محاسبه می کنیم که از علامت پرایم برای نشان دادن 


مشتق نسبت به fe‏ استفاده شده است . برای این مثال : 


16 = ۳ 4 0 


از مود نرمال سازی شده به وسیله ماتریس جرم معادله (۵ (V T.‏ استفاده می کنیم ؛ بنابراین مخرج کسر 


lS یک است و آن‎ phy 
p= (o?) = u Ku = ۰. 
: به دست آوریم . توجه داریم که‎ (V ۰ ۳۰۶( همچنین می توانیم مشتق بسامد و مود را با استفاده از معادله‎ 


K - uM = k ri Mu=Wasu=2 (1). 


-(K' - pM’)u = -K'u = = { 25 ۲ zuTW'u =0. 


سبس معادله P)‏ . ۳ . ۷) عبارت است از : 


1 -1  -JV2/2] fu = 
-1 1 “any fi | = T) à 
-۰/2/2 -/2[2 0 0 


= 


—2 


با حل این معادله خواهیم داشت : 
uy = -۷/2/8, u, = v2/8, p = 1/2.‏ 
داریم : 
0.5 


u'Mü = 058 = { T , -(K - uM')û = -K'à = { * ! 


سپس با جایگزین کردن ت به جای ا در معادله (V Y LY)‏ و شرط دیگر داریم : 


,0.5- = رز لا 
,0.5 ول +0 
i, < ۰‏ 


: عبارتند از‎ lel y= 


می توانستیم ها را با استفاده از معادلات (۰۹ ۰۳ ۷) و(۱۰ ۰۳۰ ۷) از i!‏ به دست آوریم . معادله 


(۷۰.۳۰۱۰) به شکل زیر در خواهد آمد 
u, = u 2 = -0.5)0۷2/2(11 1] { 2 = V2/8,‏ 


که با نتیجه قبلی تطبیق می کند . معادله (۹ ۳۰ . (Y‏ به شکل زیر خواهد شد: 


v = (¥2/8)a + (ijr = 2 (XE ET, 


که این نیز با نتیجه قبلی یکی است. 9 9 € 

هنگامی که مقدار ویژه ور با کثرت m‏ تکرار می شود fo im‏ ویژه مستقل خطی مربوط به آن وجود 
خواهد داشت . افزون بر این هر ترکیب خطی از بردارهای ویژه نیز یک بردار ویژه است ؛ بنابراین انتخاب 
بردارهای ویژه منحصر به فرد نیست . در این حالت بردارهای ویژه که از یک برنامه تحلیل سازه‌ها به دست 
می آیند با روند محاسباتی که برای حل مسأله ویژه استفاده می شود مشخص خواهند شد . فرض کنبد که 
۳ , ... ,وا یک مجموعه مقادیر ویژه مستقل خطی مربوط به ور می باشد . هر بردار ویژه مربوط به عم را 
می توان به صورت 

u= Y qu - Uq, (V.Y NA) 

i=l ۱‏ 
نوشت که 4 بردار ضرایب و 7] یک ماتریس با ستونهای مساوی ۸ , ...,1 = i‏ ,اوه است . هنگامی که 
متغیر طراحی p‏ تغیبر می کند مقادیر ویژه معمولاً جدا شده و بردارهای ویذه دوباره منحصر به فرد 
می شوند . این بردارهای ویژه را با جایگزینی معادله (۱۹ ۰ ۳. ۷) در معادله Y)‏ ۰۳ ۷) و پیش ضرب کردن 


در UT‏ بدست می آوریم : 


du 
(A - 5, B)a =0, (V. Y Ye) 
: که‎ 
dK dM 
As UT (= um (V.Y.YY) 
Lis wa a, 
3 
B=U™MU. (Y.Y. YY) 


معادله LY)‏ ۳ . ۷) یک مسأله مقدار x mess‏ جر برای جل / م است . m‏ جواب مربوط به مشتقات 


وم مقدار ویده است که با تفییر م از ور به دست می آید و بردارهای ویژه ۰4 از معادله(۱۹ ۰ ۳. ۰6۷ 


بخش ۷.۳ ۰ محاسبات حساسیت برای سائل مقدار ویژه  PPA‏ 
بردارهای ویژه مربوط به مقادیر ویژه احتلال یافته را می دهد . عمومی سازی روش نلسون برای یافتن 
مشتقات بردارهای ویژه توسط اجالو' [15] پیشنهاد و به وسبله میلز- کران" ]16[ و دیلی ‏ ]17[ اصلاح 
شده است . به نظر می رسد که روش آنها با ادعای قبلی که مقادیر ویژه تکراری مشتق پذیر نیستند در 
تناقض است . با وجود این هنگامی که می توانیم مشتقات نسبت به هر متغیر را جداگانه بيابیم» این مشتقات 
به خوبی مشتقات سوتی اند که در آنها مشتقات نسبت به 2 و ۷ نمی توانند به صورت خطی ترکیب شوند . 
A‏ 

ou 


du 
= — =v ۷ ۲۳ , ۲ 
du gz + رح‎ (v.v. ۲۳( 


در حالت کلی به این صورت نمی ماند . این در مثال زیر GLAS‏ داده خواهد شد . 
مثال ۷.۳۰۲ 


یک سیستم ساده دو متغیره را در نظر بگیرید 


دو مقدار ویژه آن عبارتند از : 


(الف) ۰ + y/2t fx?‏ +2 = ورن 


دو مقدار ویژه برای 0 = y‏ = 2 با هم مساویند و در ابتدا مشخص می کنند که بردارهای ویژه در مبدا 


ناییوسته اند . در حقیقت برای 0 = ع دو بردار ویژه عبارتند از : 


و برای 0 = y‏ 


1) Ojalvo 2) Mills- curran 3) Dailey 


بدیهی است که می توانیم هر مجموعه بردارهای ویژه را با نزدیک شدن به آن در طول محور 2 پا y‏ به مبدا 


نزدیک کنیم . 


آن گاه مشتقات دو مقدار ویژه نسبت به 2 و را در مبداًمحاسبه می کنیم . در نقطه )0,0( هر برداری 


یک بردار ویژه است و ما دو پرداریکه مختصات را به عنوان مبنا انتخاب می کنیم» یعنی : 


E 0‏ 
v=} ۰‏ 
در ابتدا مشتقات را ئسبت به و محاسبه می کنیم و با استفاده از (Y Y)‏ و (Y.Y. YY)‏ داریم : 
0 1[ _ 1 0[ _ 
A=|{ 1۳ B= | JE‏ 
جواب مسأله مقدار ویژه معادله (۲۰ ۳ . ۷) عبارت است از : 
ð‏ 
(se = -1,‏ ,1= )5( 


و بردارهای ویژه مربوط به آن عبارتند از : 


qeu. 
REIS 


و چون ل ماتریس واحد است از معادله ul = gi (v.v. V8)‏ . بررسی این که اینها در واقع بردارهای 


ویژه در طول (go m‏ یعنی.(0 ,2) هستند ساده است . به طور مشابه برای مشتقات نسبت به ‏ دارم : 


_ [1 0 1 0 
۸- و‎ o]: =] | 


و دو مقدار ویژه معادله Yr)‏ ۰ ۳ . ۷) عبارتند از : 


و بردارهای ویژه آنها عبارتند از : 


a= {i}. 


برای دیدن این که مشتقات فوق را برای محاسبه تغییر در مم به علت تغییر همزمان در ± و لګ نمی توان به 
کار بردء یک تغییر بی cule‏ کو چک 20 = dy = 2dr‏ را در نظر بگیرید . از حل دو مقدار ویژه معادله 
(الف) داریم : 


du = dt + V2dt. 


از طرف دیگر بسته به این که برای مشتقات y pz‏ کدام یک از دو مقدار را استفاده کنیم c‏ محادله (۰۱۹ ۰۳ ۷) 
چهار مقدار می دهد آنها عبارتند از : ۰01304 44 و eeo -dt‏ 

ناتوانی محاسبه یک مشتق در یک جهت دلخواه از مشتقات در جهات محورهای مختصات SULS‏ 
جدی است . اکثر الگوریتمهای بهینه سازی برای انتخاب جهات حرکت یا تخمین تابع هدف و قیود پراساس 
ابن محاسبات استوارند . بنابراین برای مسائلی با مقادیر ویژه تکراری» این الگوریتمها می توانند مشکلات 
جدی بیافرینند . خوشبختانه تجربه محاسباتی نشان می دهد که حتی یک اختلاف جزئی بین مقادیر ویژه» 
غالبا برای جلوگیری از این مشکلات کافی است. افزون بر این یکی شدن مقادیر ویژه غالبا اثری 
نامطلوب پر روی رفتار سازه دارد. در مسائل کمانش» این مسأله حاکی از نقص حساسیت است و در 
مسائل کنترل سازه‌ها» یکی شدن بسامدهای ارتعاش می تواند مشکلاتی در کنترل سازه به وجود آورد. 


بنابراین در مسائل طراحی WE‏ برای جداسازی مقادیر ویژه از هم قبودی در نظر گرفته می شود . 


! مشتقات حساسبت برای مسائل مقدار ویژه غیرهرمیت ی‎ V. V. Y 
هنگامی که استهلاك سازه‌ها مهم باشد» يا استهلاك به وسیله نیروهای آترودینامیک یا سیستمهای‎ 
: محادله زیر صادق است‎ ci کنترل فعال تآمین شود» در مورد حرکت میرای‎ 


Mi + Cü + 161 —- 0, (v.v. YY) 


که C‏ ماتریس استهلاك است و فرض می شود متقارن است و علامت نقطه بیانگر مشتق گیری نسبت به 


1) Hermitian 


rvr‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت میتمهای گسسته) 


زمان است . با فرض 
a= ue“, (V.Y. 1۵)‏ 
داریم : 
pC + K]u =0. (v.v. YF)‏ + شرا 


توجه داشته باشید که مقدار ویژه‌یر را آن گونه که برای مسائل ارتعاشات نامیرا بیان کردیم» تعریف 
نمی کنیم . آن جا دز مربع بسامد بود در حالی که این جا هنگامی که 0 = E‏ است. خواهیم داشت p = iw‏ 
که ر بسامد ارتعاش است . مشتق مقدار ویژه هل نسبت به یک متغیر طراحی ج با مشتق گیری از معادله 


. به دست می آید‎ uT نسبت به ٭ و پیش ضرب کردن آن با‎ (V LY TF) 


9 74M rdC r dK 


du. PS gue etu ا‎ (v. Y. YV) 
dr 2uu! Mu + u” Cu 


این معادله می تواند برای تخمین اثر اضافه کردن مقدار کمی استهلاك به یک سیستم نامیرا به کار رود. 
برای یک سیستم نامیرا0 = 4C‏ مقدار ویژه سا H=‏ است و بردار ویژه ‏ مواد ارتعاش می باشد که در 


این جا آن را با م نمایش می دهیم تا از مودمیرای يا متمایز گردد . حال معادله FV)‏ ۰۳۰ ۷) به شکل زیر در 


: می آید‎ 
dC 
ahr 
du * T? (V.F. YA) 
dz 2¢ Mp ' 
۷۰۳۰۳ dos 


با استفاده از gh Oy»‏ خحطی ‏ اثر مستهلک aas‏ شکل V)‏ ۰ رابر روی اولین مود ارتعاش تخمین 
بزنید و سپس آن را با اثر دقیق برای 0.2 = »و 1.0 = c‏ مقایسه کنید . 


برای این مثال » = ج قرار می دهیم و سپس : L)‏ استفاده از K‏ و M‏ مشال ۱ (V. Y.‏ 


0 oj’ dr dr ' dr |0 0| 


بخش ۷۰۳ : محاسیات حساسیت برای مسائل مقدار ips‏ ۳۷۳ 
با استفاده از اولین مود ارتعاش از مثال ۱ . Y‏ ۷ که آن چنان JU‏ شده که مخرج معادله (V .۳ . YA)‏ 
برابر یک است› (o)? = (VDU,‏ خواهیم داشت : 


du du _ rd 
b EE =p نع‎ 


از مثال ۱ ۰ ۰۳۲ ۰۷ فرکانس اولین مود طبیعی 1 = رس است )4$ در نمادگذاری این قسمت مربوط به 


¡ = ۸ می شود سپس با استفاده از برون یابی خطی برای محاسبه مقدار ویژه تقریبی He‏ داریم 


d 
He = بر‎ at gee = 025e +i. 
3—0.05 + i : برای دو مقدار داده شده 0.2 = 10056 = ع مقادیر ویژه تفریبی به ترتیب عبارتند از‎ 
Ad این نتیجه های تقریبی را با نتیجه های دقیق که از حل معادله (۲۶ ۰۳ ۷) به دست می‎ .-0.25 + i. 

ele‏ می کنیم 


 -1 [2-۰ Ci)‏ 2+ بی + شیر 


مقدار ویژه B‏ با صفر قرار دادن دترمینان این معادله به دست می آید . برای دو مقدار داده شده € خواهیم 


داشت : 


c= 0.2: p = —0.05025 + 1.00131. 
c=1.0: p= —0.29178 + 1.0326: . 


مشاهده می شود که پیش بي بینی این که » فقط استهلاك را تغییر می دهد ؛ نه بسامد را کاملاً صحیح است و 
این که برون یابی خطی برای پیشگویی استهلاك AUS‏ خوب عمل می کند .۰ ۰۰ 

مرتبه مسائل ویژه میرا عموماً با تقریب مود استهلاك به صورت یک ترکیب خطی از یک تعداد کمی از 
مدهای طبیعی ارتعاش ul iim 1..., m‏ کاهش می‌یابد . این موضوع می تواند به صورت زیر نوشته 


LA 


. سود‎ 
u= Uq, (Y.Y. YA) 


که لا یک ماتریس با ستونهای ادا است و و بردار دامنه های مود است . با جایسگزین کردن معادله 


rvr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۷ : حساسیت سیستمهای گسسته) 


: داریم‎ ut و با پیش ضرب کردن‎ )۷ ۰۳۰ TF) در معادله‎ (V.Y. YA) 


[i Mg + uCr + 16 4ج‎ =0, ۷.۳ ۳۰( 
که‎ 
Ma=UTMU, Cr=UTCU, Ka4-UTKU. (V.F. 


بس از این که معادله (۳۰۳۰ .۰ ۷) را برای بردار ویژه کاهش aca,‏ ۾ حل کردیم» می توانیم مشتقات مقدار 
ویژه را با استفاده از دو راهکار محاسبه کنیم . اولین رویکرد که رویکرد مود ثابت نامیده می شود معادله 
YY)‏ ۰.۳۰ ۷)رابا pe‏ محاسیه شده از معادله (۳۰. (V Y‏ و وا داده شده په وسیله معادله (۲۹ ۰۳۰ ۷) په کار 


می گیرد. دومین رویکرد که رویکرد مود بهنگام نامیده می شود از معادله (۰۳۰۲۷ ۷) برای مسأله کاهش 


یافته استفاده می owt (XS‏ 


rdCn ry dÉgn‏ 1 7 و 


du "8 d; At MAG atq dr û (v.v. YY) 
dz 2uq' Maq + qî Caq 


مشتق Kg‏ به صورت زیر است 


Ka _ yr رن‎ dU" 


dU 
SUN ry dU v.v vv 
dr dz 1 5 EUR ( ) 


عبارات مشابهی برای مشتقات Mg‏ و Cg‏ وجود دارد . نامهای دو رویکرد در ارتباط با این حقیفقت 


است که مشتقات مربوطه. با محاسبات مشتق تفاضل محدود به ترتیب همراه با مودهای ثابت یا 


بهنگام شده مطابقت خواهند داشت . همچنین» می توان نشان داد که اگر جملات دارای dU /dz‏ 


از عبارت مود بهنگام حذف شود؛ نتبجه حالت سود ثابت به دست می آید . محاسبه مشتقات 


مودهای ارتعاش بر هزینه است و به همین دلیل رویکرد مود ابت» مناسب تر است. با وجود این 


همان گونه که در مثال زیر شان داده می شود رویکرد مود بهنگام بعضی اوقات می تواند بسیار دفیقتر 


باشد , 


بخشس ۷.۳ : محاسبات حساسیت برای مسائل مقدار ویژه ۳۷۵ 

هنال ۷۰۳۰۳ 

برای مثال جرم - فنر- مستهلک کننده نشان داده شده در شکل (۱ ۳۰ . (V‏ یک مدل کاهش پافته فقط 
براساس مود اول ارتعاش بسازید . مشتقات مود ثابت و مود بهنگام مقدار ویژه مربوطه به پایین ترین بسامد 
را نسبت به ثابت می آخرین فثر سمت چپ بدست آورید . سپس آن را با مشتقات دقیق برای 0.2 = ع و 
0 = م مقایسه کنید. 
تحلیل مدل کامل: 

مسأله مقدار ویژه برای این مثال به وسیله معادله (الف) در مثال ۳۰۱ . Y‏ بیان شده و مقدار ویژه دفیق 
برای دو مقدار داده شده برای ع در آن مثال به دست آمده است . برای بردار ویژه؛ از این شرط نرمال سازی 


استفاده می کنیم که مولفه دوم» ttia‏ برابر یک است و با استفاده از معادله دوم مسأله ویژه داریم : 


2 
ve [P1]. 


محاسبه شده در مثال ۷۰۳۰۱ و ۰۳۰۳ ۷ استفاده می کنیم . 


wi olo xu x] 


که نماد پرایم برای مشتق نسبت به 6 به کار رفته است . آن گاه از معادله YV)‏ ۰۳ ۷) داریم : 


mac 17 Ku _ -) + 2)? 
u (C + 2uM)u efu? + 2)2 + ME + 2(2 + 1| 


برای دو مقدار € خواهیم داشت (برای مقادیر ہم مثال ۷۰۳۰۲ راببینید) 
u = —0.05025 + 1.0013۶, p’ = 0.02525 + 0.2522: ۰ c —02‏ 


pi = 0.1544 + 08460: : c=1.0‏ ,1.03261 + 0.29178— = بر 


تحلیل کاهشی: 


بسامدهای ارتعاش و اولین مود ارتعاش در مثال ۱ . محاسیبه شده اند . چون شرط نرمال سازی 


gia ۶‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها یگسسته) 
برای بردار ویژه مدل کامل آن است که مولفه دوم آن برابر یک باشد » مود ارتعاش با نرمال سازی مشابهی را 
در نظر می گیریم . این مود در JU‏ ۱ . با یک خط در بالای آن نشان داده شده اما چون آن تنها مود 


استفاده شده در این جاست حط بالای آن را بر می داریم. 


چون فقط از یک مود برای تحلیل کاهشی استفاده می کنیم u‏ = [] و با استفاده از معادله (۳۱ ۰۳۰ ۷) با 


1 = ۾ خواهیم داشت 


معادله (۰۳۰ LY‏ ۷) برای سیستم کاهش يافته عبارت است از : 
(2p? + cu + 2)g =0,‏ 
بنابراین : 


pr = - 0.256 + iV 1 — 0.06262 , 


که زیرنویس R‏ برای OUS‏ دادن این که مقدار ویژه به دست آمده مربوط به سیستم کاهش adl‏ است به کار 
می‌رود. برای بردار ویژه که دارای فقط یک مولفه است 1 = و در نظر می گیریم. برای دو مقدار e‏ داریم 
HR = —0.05 + 0.99871 : c= 2‏ 
BR = —0.25 + 0.9682: ۰ e=1.0‏ 
روشن است که مدل کاهش یافته برای حالت استهلاك کم نتیجه های بسیار خوبی می دهد و برای حالت 
استهلاك زیاد دارای حطای متوسطی است. 
مشتق مود ثابت: 
برای مشتق مود ثابت» بار دیگر از معادله ( ۰۳۰۲۷ ۷) استفاده می کنیم» ولی این بار با جایگزین کردن 
ها بأ مم و دا تقریبی از آن به صورت جملات مودهای ارتعاشی . از آنجایی که بردار ویژه 1 = و است » 


این تقریب برابر با اولین مود ارتعاش است. بنابراین : 


بخش ۷۰۳ : محاسبات حساسیت برای مسائل مقدار ویژه PYY‏ 
RI. u7K'u _ _ =1‏ 
۲ پریر4 m ul(C +2ugM)u c4‏ 


برای دو مقدار c‏ خواهيم داشت : 


2 < عم : 09 = ,چا 


Hpg = 0.25821 : c=1.0 


که از زیرنویس f‏ برای نشان دادن این که مشتقات از روش مود ثابت محاسبه شده استفاده می گردد . توجه 
داریم که مشتق قسمت مجازی (بسامد) فقط در حالت استهلاك کم خوب است و این که مشتق مود ثابت » 
اثر قسمت حقیتی(استهلاك) را از دست می دهد . وقتی مشتق کوچک است خطاهای بزرگی از این EH‏ 
می تواند اتفاق بیفتد . یادآور می شود که بهترین تخمین اندازه مشتق به کمک مشتق لگاریتمی انجام 


می شود. مشتق لگاریتمی قسمت حقیقی برای حالت استهلاك کم عبارت است از : 


r3 = 0.02525/(—0.05025) = —0.5025 ,‏ 
بنابراین کاملاً قابل توجه است . 
مشتق مود بهنگام: 
در این حالت به مشتق مود ارتعاش نسبت به ‏ ناز داریم . این مشتق در مثال ۱ ۰۳۰ ۷ به صورت زیر 
محاسبه شده است : ay)‏ خاطر داشته باشید که از تا آن مثال استفاده می‌کنیم) . 


2 


سپس از معادله (۰۳۳ Y‏ ۷) داریم : 


Kk = u"[K'u + 2Ku] = [1 1۳ ۱ o] {i}+2[2 a 1:93] - 


dings giles ۳۷4‏ سازی سازه ها Lai)‏ ۷: حساسیت سیستمها ی گسسته) 


ul _ TSHR ~ Bh 
Ru dupte 
برای دو مقدار » داریم‎ 
Hp, = 0.025 + 8 : م‎ 2 
Hp, = 0.125 + 0.2843: : ez10 


که نسبت به Hpg‏ تقریب بهتری از مشتق دقیق است . ttt‏ 
در بسیاری از کاربردها ماتریس استهلاك متقارن نیست و بهتر است معادلات حرکت (۰۴ ۳. ۷) به یک 


دستگاه مرتبه اول به شکل زیر تبدیل شود . 


Bw + Aw =0, )۷ .۳ .۳۴( 
که‎ 
C K Mo] . fà 
A-[S Kl gel” ji «I. (v.v. Yo) 
با قرار دادن‎ 
w = we" 6۷ .۳ ,۳۶( 


یک مسأله مقدار ویژه مرتبه اول به دست می آوریم : 
Aw + uBw =0. (v.v. Yy)‏ 


برای محاسبه مشتفات مقادیر ویژه استفاده از بردار ویژه سمت چپ ۲ که جواب مسأله ویژه مربوط به آن 


است راحت تر است. مسأله مقدار ویژه عبارت است از : 


v1 A + yvTB =0. (V. Y . YA) 


به راحتی نشان داده می شود که دو مسأله مقدار ویژه تعریف شده در معادلات YA)‏ ۳. ۷) و (۰۳۷ (y Y‏ 


بخش ۷.۳ : محاسبات حساسیت برای مسال مقدار ویژه PYR‏ 


دارای مقادیر ویژه یکسانی هستند (برای مثال به ]18[ رجوع کنید) . با مشتق گیری از (۷۰۳۰۳۷) نسبت 


به متغیر طراحی ره 

(A+B) + (Ê + n TB w + Bw =0, (v.v. vq) 
: داریم‎ of و با یش ضرب ٣ي در‎ 

u See (v. Y.Y) 


برای یافتن مشنقات بردار ویژه به یک شرط نرمال سازی نیاز داریم . یک b‏ درجه دوم مانند معادله 
(Y. Y.Y)‏ نامناسب است زیرا بردار ویژه مختلط می باشد و Ww‏ 9,7 می تواند صفر باشد . حتی اگر 
این امکان را با جایگزین کردن ترانهاده هرمیتی به جای ترانهاده از بین ببریم» شرط 

wi Ww =1 (v.Y.*V) 
یک بردار ویژه منحصر به فرد را تعریف نمی کند » زیرا هنوز می توان بردار ویژه را در هر عدد مختلطی از‎ 
مدول یک ضرب کرد بدون این که ضرب معادله (۴۱ ۳۰ ۰ ۷) تغییر یابد . بنابراین منطقی تر این است که‎ 


: بردار ویژه به صورت‎ 
vTBw = 1, Wm = Um =1, (Y.Y. FY) 


نرمال سازی شود و به گونه ای انتخاب شود که هم Win‏ هم Um‏ در مقایسه با ساپر مژلفه های W‏ و 
ب کوچک نباشد . مشتق شرط نرمال سازی روابط زیر را می دهد : 


dum و‎ Smo 0۷۰۳ ۰۴۳( 
T ۲ dr ; 


که به همراه معادله (۹ ۰۳ ۳. ۷) می توانیم مشتق بردار ویژه را بدست آوریم . این روش مستقیم برای 
محاسبه مشتقات بردار ویذه است. مانند حالت متقارن روش الحاقی برای محاسبه همین مشتقات؛ 
براساس بیان مشتق بردار ویژه بر حسب همه پردارهای ویژه مسأله می‌باشد . با نمایش ۶ امین مقدار ویژه به 


صورت ,عم و بردارهای ویژه مربوط به آن به صورت wi‏ و vi‏ فرض می کنیم 


dw ¢ 
uie. 4۷ ۰۳ . FF) 
zl 
: عبارتند از‎ Ck; و ضرایب‎ 
^r, 
m irs ره‎ je 
(uk — زیر‎ (۷:۰ Bw? 
3 
C = — Y wh. (Vi. Y?) 
jk 


محاسبه مشتق » برش سری بدون در نظر گرفتن همه بردارهای ویژه نیز امکان پذیر است . این » سبب به 
وجود آمدن خطایی می شود که در حالت کلی» بستگی به نوع مسأله دارد . اطلاعدات بیشتری در مورد 


۳ . ۷ مشتقات حساسیت برای مسائل مقدار ویژه غیرخطی 

در مساتل لرزش و ارتعاشات غیر خطی با مسائل مقدار ویژه ای که وابستگی به مقدار ویژه در آن حطی 
نیست برخورد می کنیم . برای مثال بیندولینو" و مانتگاز!" مسأله پاسخ آتروالاستیک " را در نظر می گیرند 
که یک مسأله مقدار ویژه فوق العاده به شکل : 


A(u,z)u = 0 (v.t. FY) 


تولید می کند. با دیفرانسیل گیری از معادله PY)‏ . ۳ . ۷) داریم : 


mu بل‎ ups (V. Y. YA) 


dE drün ۳ Oz 
را برای یافتن 010/02 و‎ )۷ . Y. YA) می توانیم معادله‎ tUm = بااستفاده از شرط نرمال سازی1‎ 
شکلی‎ v آن استفاده از روش الحاقی نیز با به کار گیری بردار ویژه سمت چپ‎ cle حل کنیم . به‎ 2 


1) Bindolino 2) Mantegazza 3) aeroelastic 


بخش ۷۰۳ : محاسبات حساسیت برای مسائل مقدار ویژه ۰ ۳۸۱ 


vA — 0, Um =l (Y.Y. ۴۹) 


امکان پذیر است و می توان رابطه زیر را بدست آورد: 


du _ v dr" (V.Y*.8») 


dr vr Au 
یک راه حل مشترك مسائل لرزشی این است که دو متغیر حقیقی که بسامد و سرعت است رابه صورت یک‎ 
جفت ویژه داشته باشیم . این است که برای مثال مورتی ]20[ معادله (۰۴۷ ۳. ۷) را با:‎ 


A(M,w)u =0, )۷ ۰۳ ۰۵۱( 


جایگزین کرد که در آن M‏ عدد ماخ و س بسامد و هر دو متغیرهای حقیقیند . با استفاده از این رویکرد و 


مشتق گیری از معادله (۰۳۰۵۱ ۷) و پیش ضرب در ب و استفاده از معادله (V .۳ . FA)‏ خواهیم داشت : 


dM du 
— —=- y.Y.oYv) 
Su dz + fo dr fes ( 
4S 
fu = vî u, f = ۷۳ j- mv -u (Y Y oY) 
: داریم‎ Qus (مزدوج مختلط‎ fu در‎ )۷ . ۳ OY) با ضرب معادله‎ 
- dM dw = 
fulu G+ | fo P دج‎ )۷ ۰۳ .OF) 


جمله دوم در معادله OF)‏ . ۳ . ۷) و dM [dz‏ حقیقیند» بنابراین با در نظر گرفتن قسمت موهومی معادله 
(Y. Y. OF)‏ خواهیم داشت : 


Ims) _ _m [rm (êa )] 


M 
d: ^ Im(ful) | "i [(v ggu) (vr&&a) 


سپس با ضرب کردن معادله (VT OY)‏ در پر و دنبال کردن روندی مشابه داریم : 





(Y.Y. ۵۵( 


PAF‏ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها یگسسته) 






TOA 


dw " E i ۳ $.u 


(v.Y.05*) 


۴ حساسیت قبود پاسخ گذرا 
در مقایسه با قیود پاسخ حالت یکنواخت؛ قیود پاسخ گذرا به یک متغیر دیگر یعنی زمان وابسته است . 
یعنی یک قید نمونه به صورت زیر نوشته می شود : 


g(u, z,t) < 0, 0 > >, )۷ . ۴ .۱( 


که برای ساده سازی فرض می کنیم که قید باید از 0 = Gt‏ یک زمان نهایی ر؛ برآورده شود . در محاسیات 


واقعی. قیود باید در :7 نقطه زمانی به شکل زیر تقسیم شوند : 
 i-l...,n. (v.¥.Y)‏ ,0> :9,2 = :و 


توزیم نقاط زمان بايد به اندازه کافی متراکم باشند تا از احتمال نقض فید قابل توجه بین نقاط زمان 
جلوگیری کند . این نوع تقسیم بندی قید می تواند تعداد قیود و در نتیجه هزینه بهینه سازی را به ميزان 
چشمگیری افزایش دهد . بنابراین یافتن راهی برای برداشتن وابستگی به زمان» بدون افزايش قابل توجه 
تعداد قیود مطلوب است. 


۱ ۳۰ ۷۰ قنود معادل 
یک راه برای برداشتن وابستگی قید به زمان» جایگزین کردن آن با یک Ad‏ معادل که برقراری AT‏ را روی 
یک فاصله زمانی میانگین سازی می نماید است . یک نمونه Ad‏ خارجی معادل : 

1/2 


t 
g(u, z) = ۳۹ , < -g(u,z,t) »? 4| ۱ (v.Y*.Y) 


می باشد که < ۾ > نمایانگر )0 maz(a,‏ است. در هر دوره زمانی محدود اگر قید اصلی نقض شود Ad‏ 
هم ارز : ننض می 8 دد. اگر g(u, z, t)‏ در هیچ جا نقض نگردد )2 ,)3 برابر صفر است . قید خارجی 
معادل د ناحیه قابل قبول برابر صفر است. بنابراین وقتی که فیود بحرانی هستند نشانه ای وجود ندارد. 


بخش ۷.۴ :حساسیت قیود پاسخ گذرا ۳۸۳ 


یک Ad‏ معادل که در صورت برآورده شدن صفر می شود؛ بر اساس تابع کرسل میر- استینهازر! ]21,22[ 
و معادله (VE, Y)‏ است . 


-1 my 
z= ات‎ Pui dt! , (V.*.Y) 
ğlu, z) ; n 2 | 


م متغیری است که رابطه بین 5 و بیشتریسن مقدار Ümin TR‏ » را مشخص می سازد. Qo‏ 
معادله Y)‏ .۰ ۴ . ۷) را می توان به صورت : 


1, | a 
5 = min — 25 x esi ea] : (Y. ۴ ۰ ۵( 


i=] 
: نوشت . از معادله (۵ . ۴ . ۷) داریم‎ 
1 هلح‎ plg- 

me 2(8: eal (v. Y. 9)‏ هار - Goin‏ = 9 
بثابراین B‏ یک قید پوش است که هميشه از 9 بحرانی تر است . متغیر ۸ مشخص می سازد که 8 چه مقدار 
پحرانی تر است . با وجود این اگر م به منظور کاهش اختلاف 3 و 9:0 خیلی بزرگ در نظر گرفته شود 

مسأله ممکن است بدخیم شود . 
صرفه جویی به دست آمده به وسیله جایگزینی قید تقسیم بندی شده معادله Y)‏ ۰ ۴ . ۷) با یک Ad‏ معادل 
ممکن است کاذب به نظر رسد» چون محاسبه انتگرال در معادله F. Y)‏ . ۷) یا حاصلجمم در معادله 
(V. Y Y)‏ معمولاً به ارزیابسی glu, 2, t)‏ در تعداد زیادی از نقاط زمانی نیاز دارد . صرفه جویی تحفق 
یافته در بهینه سازی و محاسبه مشتقات قید بعداً بحث خواهد شد . 

اشکال قیود معادل این است که ممکن است آنها روند طراحی را نامشخص کنند . به عنوان مثال یک 
تغییر در طراحی را در نظر بگیرید که قید و را از خط توپر در شکل V)‏ ۴۰ . ۷) به خط نقطه چین در این 
شکل منتقل می کند . قید معادل ممکن است مثبت تر شود که نمایانگر اثر مفیدی است» در حالی که 
وضعیت بحرانی تر می شود زیرا به 5 A3‏ (0 = و) حداقل در بعضی نقاط زمانی ہ٤‏ نزدیکتر می شویم . 
برای دوری جستن از این اثر نامشخص سازی, از قید نقطه بحرانی به جای قید اصلی استفاده 
می کنیم . یعنی 


1) Kresselmeier- steinhauser 





(U, Z, tmi) >0,  i-21,2..., )۷ . *. V) 


tuas‏ ها نقاط زمانی است که قید در آن یک مینیمم محلی دارد. شکل (۱ ۴۰ . ۷) یک وضعیت نمونه را 
نشان می دهد که تابع قید دو مینیمم محلی دارد : یکی مینیمم داخلی در رة و یکی مینیمم مرزی در وی . 
مینیمم های محلی نقاط بحرانیند به این مفهوم که آنها نمایانگر اولین نقاط زمانی اند که تمایل به نقض قید 
دارند. 

یک مزیت خوب قید نقطه بحرانی این است که به منظور یافتن مشتقات اول می شود موقعیت نقطه 
بحرانی در زمان را ثابت فرض کرد . این مطلب با مشتق گیری از معادله ( ۴۰۷ . ۷) نسبت به متغیر pom o‏ 


نشان داده می شود . 


dg(t.;) _ 99 | ügdu | Og dtmi (V. *.A) 


dz Or Oudz ĝt dr 
در شکل‎ tea آخرین جمله در معادله (۴۰۸ ۰ ۷) همواره صفر است . در یک مینیمم داخلی مانئد‎ 
صفر است . زمانی که 89/34 در سمت چپ مرز مثبت یا در سمت راست مرز منفی‎ 09/8: «(V . ۴ ۰۱( 
باشد» یک مینیمم مرزی زمانی خواهیم داشت . این مینیمم مرزی نمی تواند به بیرون مرز حرکت کند»‎ 
مگر این که شیب 09/04 صفر شود . این بدان معنی است که زمانی که 09/84 در یک مینیمم مرزی صفر‎ 


بخش ۷.۴ : حساسیت قیود پاس حگذرا ۳۸۵ 
Y. ۳۰ Y‏ مشتقات قبود 
به منظور محاسبه مشتقات قبود فرض می کنیم که قید به شکل 
ty‏ 
quz) = f plu, z, t)dt > ۰ (Y. ۴ . ٩(‏ 
است . این شکل نمایانگر اکثر قبود معادل و قید نقطه بحرانی است که با تعریف 


p(u, z,t) = g(u, z, S(t — tmi). (v. Y. 49) 


می توان آن را یافت . مشتق قید نسبت به متفیر طراحی ‏ عبارت است از : 


dg _ f" ,ðp , Opdu (V.*. Y) 
E hoa um 


برای محاسبه انتگرال» نیاز به مشتق گیری از معادلات حرکت نسبت به T‏ داریم . این معادلات به شکل 


Au = f(u,z,t), u(0) = uo, (V. Y. SY) 


که و بردار درجه آزادی تعمیم یافته و ۶ بردار در برگیرنده بارهای داخلی و خارجی است . 

اکنون بر روی چندین روش محاسبه مشتق قید بحث می کنیم و با ساده ترین آنها» یعنی روش مستقیم 
شروع می کنیم . aub‏ حالت cnl eS,‏ روش مستقیم با مشتق گیری از معادله Y. VY)‏ په منظور 
یافتن معادله ای برای 010/02 شروع می شود . 


dù du dA, Of du (v. Y. Ww) 


که ق[ راکوبین ۶ است. 


(۱۴ . ۴ . ۷) خر > ود 


در روش مستقیم du /dz‏ ابتدا از معادله (۱۳ ۰ به دست می آید و سپس در معادله (۱۱ (V.F.‏ 


جایگزین می شود . اشکال این روش این است که برای هر متغیر طراحی به حل یک دستگاه معادلات 


PAF‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سبستمهای گسسته) 
دیفرانسیل» معادله (۱۳ ۴۰ . ۰6۷ نیاز می‌باشد . هنگامی که تعداد متفیرهای طراحی زیاد و تعداد توابع 
قید کم است» می توانیم مانند حالت ایستایی از یک بردار متغیرهای الحاقی که فقط به توابع 
قید وابسته اند ونه به متغیرهای طراحی استفاده کنیم . برای یافتن روش الحاقی روند 
استاندارد ضرب کردن مشتقات معادلات پاسخ» معادله (۱۳ ۴۰ . ۰6۷ در یک برادر الحاقی و 
اضافه کردن آنها به مشتقات قیود را پیگیری می کنیم . 


‘Op Opdu T/a dù _ 22 of a 
2= | se ee us f" MAS -IZ- 5 + Sad (V. vo) 


می خواهیم همه جملات شامل duf/dz‏ را با هم دسته بندی کرده و یک متغیر الحاقی تعریف کنیم آن چنان 
که ضریب du/dz‏ از بین برود. برای این کار نیاز به انتگرال گیری از جملات شامل 42/ dù‏ داریم . با 


dj _ f" ]2« yr (a dA.) OP جر‎ ra] 3} 
=| [2 v (£- sit) -ATA + J) - AA) T) dt 


rey RI 


dzlo ` 6۷ . ۴ . V9) 





معادله (۱۶ ۰ ۴ . ۷) نشان می دهد که متغیر الحاقی باید رابطه 
ATÀ + (J7 + ATA = Pr, X(ty) =0. )۷ . *. WW)‏ 
را برآورده کند. سپس از معادله (۱۶ ۴۰ . ۷) خواهیم داشت : 


dj f" [êp rt dA 
2.[ Z- ۸) - ieu) ar, (V. *. 3A) 


که از این حقیقت که du/dx‏ در t=‏ برابر صفر است استفاده کرده ایم . معادله (۱۷ ۰ ۴ (V.‏ 
یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی بر حسب ۸ است که به صورت بسرو انتگرال گیری شده است 
Ut)‏ صفر). این دستگاه باید برای هر قید یک بار حل شود و نه برای هر متغیر طراحی . wil‏ حالت 
ایستایی هنگامی که تعداد متغیر طراحی کمتر از تعداد قیود باشد» روش مستقیم ترجیح دارد و در غیر 
این صورت روش الحاقی برتری دارد. معادله (۱۷ ۴۰ . ۷) برای قید نقطه بحرانی یک شکل ساده تر 


دارد. 


بخش ۷۰۴ : حساسیت قیود پاسعگذرا ۰ ۳۸۷ 


AA + (J" + A") = (Se: -tw) A(t) =0. ۵ 


به وسیله انتگرال گیری از معادله (۱۹ ۴۰ . ۷) از e‏ - زب تا tmi +E‏ برای یک » بسیار کوچک» می تو انیم 
به راحتی نشان دهیم که معادله dabo (Y . ۴۰ VA)‏ است با : 


ATA + (QT ATA =O, رگد‎ = P(A. FD 


سومین روشی که برای محاسبه مشتق در دسترس است رویکرد تابع گرین" ]23[ می باشد . این روش 
زمانی مفید است که تعداد درجه آزادی در معادله (۱۲ ۰ ۴ . ۷) کمتر از تعداد متغیرهای طراحی پا تعداد 
قیود است . این حالت زمانی به وجود می آید که مرتبه معادله VY)‏ ۴۰ .۰ ۷) با به کارگیری تحلیل مودال 
tals‏ یافته باشد . روش تابع گرین برای حالت] = A‏ در (VY NY) dale‏ بحث خواهد شد . بنابراین 


. به صورت زیر در خواهد آمد‎ ۰ ۱۳( doles 
= ال‎ —(0)=0. )۷ ۰ ۴۰ ۲۱( 


حل معادله (۲۱ ۰ ۴ . ۷) می تواند به صورت جملاتی از تابع گرین K(t, T)‏ به صورت : 


du ty of 
سکن عت اس‎ V.*.YY 
2 f K(t,7)5-(7)d7, ( ) 


نوشته شود ]23[ که )7 K(E,‏ معادلات زیر را برآورده می کند . 


K(t,7r) - J(t)K(t,7) = 60 — 7)I, 


K(0,) - 0, (v.t. YT) 


و )7 — 666 تابع ديراك' دلتا می باشد. با جایگزینی مستفیم» به راحتی می توان دید که 800/42 تعریف 
شده در معادله(۲۲ ۰ ۴ . ۷) در واقع معادله (v. Y. YU‏ را برآورده می کند . 
اگر اجزای J‏ کراندار باشند می توان نشان داد که (V. ۴ ۰ ۲۳( Sales‏ معادل است با : 


K(t,7) =0, «> 
K(7,r) =I, (v. *.YY) 
K(t,r) — J(t)K(t,r) = 0, tT. 


1) Green 2) Dirac 


PAA‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۷: حساسیت سبتمهای گسسته) 
بنابراین از معادله (V . ۴۰ YY)‏ فقط تا / = 7 لازم است انتگرال گیری شود. برای این که ببینیم چگونه 
۶ به کمک معادله (۲۴ . ۴ . ۷) ارزیابی می شود فرض کنید که بازه غ > ۶ > ۵رابه ۸ زیر بازه با 
bu‏ پایانی t > ... > tS m tp‏ > 0 = 70 تقسیم می کنیم . نقاط بایانی :7 برای ارزیابی ole‏ 
(۴۰۲۲ . ۷) به وسیله انتگرال گیری عددی و برون یابی du/dz‏ برای سایر نقاط زمانی مورد علاقه و با 


دقت مورد نظر» به اندازه کافی متراکمند . اکنون مسأله مقدار اولیه زیر را تعریف می کنیم : 


K(t, Tk) — J(t)K(t, Te) = 0, (v Y. YO) 
K(x, Te) =I, k= 0,1,..., 7-1. 


برای به دست آمدن K( Tes Te)‏ از هر معادله در (۲۵ ۴۰ .۰ ۰6۷ از UG Te‏ انتگرال گیری می شود . 
مقدار K‏ برای هر جفت دیگر از نقاط به وسیله معادله زیر بیان می شود (برای اثبات مرجع [23] را ببینید) 
Tr)  j>k. (QV. Y. 1۶)‏ ,رمک (و ره Te) = K(r, Tj-1)K(Tj-1:‏ ,۴۳ 


حل برای K‏ معادل است با حل thm‏ دستگاه از نوع معادله (۱۳ SY. F.Y. Y.‏ به مرتبه بردار 
u‏ است . بنابراین برای حالتی که تعداد متغیرهای طراحی و قیود هر دو از مب بیشتر باشد باید روش تابع 
گرین به کار رود . این حالت به احتمال زیاد وقتی اتفاق می افتد که مرتبه دستگاه با استفاده از بعضی انواع 


تقریب مودال یا تقریبهای کاهشی دیگر کاهش یافته باشد . 
منال ۷۰۴۰۱ 
یک سیستم یک درجه آزادی که با معادله دیفرانسیل زیر بیان می شود : 
aù =(u—b}, u(0)=0,‏ 
ویک قید بر پاسخ ده به شکل 
glu) = c — u(t) > 0, 0 > >‏ 


دارد را در نظر بگیرید . ملاحظه شده که پاسخ محاسبه شده به طور یکنوا افزایش می‌یابد» بنابراین قید 
نقطه بحرانی JRE‏ زیر را به خود می گیرد : 


بخش ۷.۴ : حساسیت قیود پاس حگذر! ۳۸۹ 


(u) = gl(u(t5)l = c - (ty). 


می خواهيم با استفاده از روشهای مستقیم» الحاقی و تابع گرین مشتق D‏ نسبت به ٩‏ و b‏ محاسبه کنیم . 


از مسأله می توان برای یافتن : 
Ë‏ بر 
bita‏ 
مستقیماً انتگرال گیری کرد . با این نمادها داریم : 
A =a, J= Ž = qub).‏ 


روش مستقیم: در روش مستقیم نیاز به نوشتن معادله (۱۳ Y.‏ برای ه = 2 و ] = 2 است. برای 


=a‏ 2 داریم 


du du . du 
سره‎ = au - b) > — i, فشك‎ 


در حالت کلی مقادیر tu‏ و فقط به صورت عددی در دستر سند cyl ply‏ معادله xidu/da‏ به صورت 
عددی انتگرال گیری خواهد شد . در این جا صورت کامل جواب برای 1ا را داریم» بنابراین می توانیم آن 
را در معادله مشتق جایگزین کنیم 


dù _ 2ab du ab? du o) =0 
da bt+ada_ (bt +a)?’ daî 
: با حل تحلیلی آن خواهیم داشت‎ 
du _ bt 
da (bt+a)2 
سپس‎ 
dj du bt, 
da "^ da I) = te, tap 


اکنون برای طا = 2 روند را تکرار می کنیم» معادله (V. Y. Y)‏ به شکل زير خواهد شد : 


x = Qu- 05 — 2(u — b), 0) - 0. 
خواهیم داشت‎ du/db با حل برای‎ 
du " b?t? + 2abt 
db — (bt +a)? ’ 
سپس‎ 3 
dg du bt? + 2abt, 


= -—(t;) = سل‎ 
db =~ apts) (bt, + a? 


روش الحاقی: در روش الحاقی نیاز به حل معادله (۲۰ ۴۰ . ۷) می باشد که عبارت است از : 


ad + 2(u — b)A = 0, (ر 3 - = )ر‎ =, 





که با انتگرال گیری از آن داریم : 


_1 


bt cas 
سس‎ 1 


bi, + a 


( 





oí‏ گاه 03/0 از معادله VA)‏ ۰ ۷)به صورت زیر به دست می آید 


dg To. ۶ 1 bt+a at? pt 
— Lm À t= -~| —— مد‎ NN = cee RN 
da f d f aro (Bra 7 00 


2 t 2 f" bt+a ab bt? + 2abt 
ےت‎ Mu —b)dt = -£ eee MO M mt E 
db f (u= bdt a Jo iFa TES (bte +a)? © 


روش تابع گرین: مسأله را از نو به صورت زیر طرح ریزی می کنیم : 


بخشن ۷۰.۴ : حساسیت قیود پاس مگدرا ۳۹۱ 


بنابراین ژاکوبین 7 عبارت است از : 
J = 2(u — (۰‏ 
معادله (۲۴ ۰ ۴ . ۷) به صورت زیر در خواهد آمد 


k(t, T) - [2(u — b)/a]k(t,r) 20, — k(r,r) 2 1, 


run 


k(t, r) + gaz 7) 20. 


جواب k‏ عبارت است از : 





du  ["80f u fbr + ۵۱ (u — b)? bt 
da Jo Da s -f (z+) a? SS TET 


بطور مشابه 


du _ [ Er =- [2 (E) (ez) are Ur + Qabt 
d A 0 و‎ Vra a "7 (May 











۳ ۷۰۳۰ دینامیک ساره های خطی 

برای حالت دینامیک سازه های حطی ¢ حفظ کردن معادلات حرکت به صورت مرتبه Y‏ سودمندتر است تا 
تبدیل آن به یک مجموعه معادلات مرتبه اول . استفاده از کاهش مودال نیز برای این حالت عمومیت دارد . 
در این قسمت در مورد کاربرد روشهای مستقیم و الحاقی در این حالت بخصوص بحث می کنیم . معادلات 
حرکت به صورت زیر نوشته می شوند : 


Mü + Cù + Ku = f(t). (v. Y. YY) 


le ۲۳‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمها ی گسسته) 
غالبا اندازه مسأله با بیان ده بر حسب m‏ تابع im 1, ... mel‏ ,امه که معمولاً کمتر از تعداد درجه های 


آزادی سیستم اصلی » معادله TY)‏ ۰ ۴ . ۷) ۰ است کاهش می یابد . 
u= Ug, (V.F. YA)‏ 


که U‏ یک ماتریس با ستونهای اوه می باشد . OF‏ گاه یک مجموعه معادلات کاهش HL,‏ به صورت زیر 
dus p‏ من شوند: 


Mad + ۵ج‎ + Kaq = fr, )۷ . ۳ .۲۹( 


Ma = UTMU, Cg = UTCU, Kp = UTKU, fp=U'f. 6۷ .۴۰۳۰( 


هنگامی که توابع co‏ اولین m‏ مود ارتماش طبیعی سازه مقیاس بندی شده به جرمهای مودال واحد 


. معادله زیر را برآورده می کند‎ U cial 
KU - MU@ = 0, )۷ . ۴ ۰۳۱( 


که ۵ یک ماتریس قطری با :امین بسامد طبیعی پس در امین سطر می باشد . در آن حالت ۵2 = IKa‏ 
1= ۷[ ماتریس های قطریند . برای شکلهای خاصی از استهلاك ماتریس استهلاك Cg‏ نیز قطری 
است؛ بنابراین معادله (۴۰۲۹ . ۷) غیر جفت شده است» پس از این که ٩‏ از معادله (۴۰۲۹ . (V‏ محاسبه 
شد» می توأنیم برای محاسبه وه از معادله YA)‏ ۰ ۴ . ۷) استفاده کئیم. این روش کاهش مودال به عنوان 
روش تغییر مکان مودی شناخته می شود . 

هنگامی که بار ۶ ناپیوستگی فضایی دارد. همگرایی تقریب مودال معادله (۹ ۴۰۲ . CO‏ ممکن است 
خیلی آهسته باشد [24,25]. همگرایی را می توان به وسیله استفاده از روش شتاب مودی که در اصل 
توسط ویلیامز" ]26[ پیشنهاد شده به میزان قابل توجهی سرعت بخشید . روش شتاب مودی با بازنویسی 
معادله (۲۷ .۴ . ۷) به صورت زیر بدست می آید : 


1) Williams 


بخش ۷.۴ :حساسیت قیود پاس خگذرا ۳۹۳ 
u = 16-1۴ - 16-1001 - 16 2-3 . (V.F. FY)‏ 


اولین جمله در معادله Y)‏ ۴ . ۷) جواب شبه ایستایی نامیده می شود زیرا پاسخ سازه به بارهایی است 
که به آهستگی اعمال شده‌اند . ا دی و caer‏ رات ی و و ا ا 
نشان داد که 1- م راممکن است به صورت زیر تخمین زد. (به عنوان مثال به مرجع [27] مراجعه 
کنید) 


K7 = Ug UT (€)‏ 
با استفاده از این تقریب برای جملات دوم و سوم معادله (۴۰۳۲ ۰ (V‏ داریم : 
u = K^!f - ۲9-206 - UOT? À. )۷ . ۴ ۰۳۴(‏ 


اگر U‏ شامل مجموعه تمام مودهای ارتعاش باشد» این نقریب جواب دقیق است . توجه داشته باشید که 
4و و در معادله (۴۰۳۴ . ۷) از حل تغییر مکان مودی» معادله (۲۹ ۴۰ (V.‏ به دست آمده اند . بنابراین 
تفاوتی بین روشهای تغییر مکان مودی و شتاب مودی در سرعتها و شتابها وجود ندارد. 

در محاسبه حساسیت در ابتدا روی روش تغییر مکان مودی بحث می کنیم. روش مستقیم محاسبه 
حساسیت پاسخ» با مشتق گیری از معادله YA)‏ ۴۰ . ۷) بدست می آید 


da. dà „dq 
2a — کس‎ = v.Y.Yó 
Maz, t Cag t Kaze r, ( ) 


rT-——-——4--——d--—-—mq. (v. *. Y?) 


مشتق Kp‏ نسبت به معادله YY)‏ ۰ ۳ ۰ ۷) است و عباراتی شبیه به آن نیز برای مشتقات Mpg‏ ۾ 0 و fg‏ به کار 
می رود . با استفاده از یک مجموعه ثابت توابع «Ub‏ پا ناجیز فرض کردن اثر تغییر در clas gs‏ محاسبات 
به طور قابل توجهی ساده می شوند . در بعضی حالات (به عنوان مثال[28]) خطای ناچیز انگاشتن تخییر 
مودها کوچک است . هنگامی که این حطا غیر قابل قبول است. با محاسبه بر هزینه" مشتقات مودها که 


he PAP‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیستمهای گسسته) 
برای محاسبه مشتقات ماتریسهای کاهش cal‏ مانند معادله (۳۰۳۳. ۰)۷ لازم است مواجه می شویم . 
خوشبختانه گرین[27] به این نتیجه رسید که هزینه محاسبه مشتقات مودها را می توان با استفاده از روش 
مودال بهبود cao‏ معادله (۱۵ ۰.۳۰ ۷) و تنها با نگهداشتن اولین جمله در این معادله» کاهش داد. این 
تقریب مشتقات مودها ممکن است همیشه دقیق نباشد. اما به نظر می رسد که برای محاسبه حساسیت 
پاسخ دینامیکی کافی است . 

در روش الحاقی یک قید به شکل معادله (۹ . ۴ . ۷) فرض می T‏ 


ty 
iaz) = | p(q,z,t)dt > 0, 6۷ . *.YV) 
0 
: بتابراین‎ 
El i op + Op dq 
f.۳ 
- 82 tS T) jdt. (V. *. YA) 


برای پرهیز از محاسبه dq/dz‏ معادله مشتق پاسخ» معادله (۰۳۵. ۴ «(V‏ را در یک بردار الحاقی» ۸ 
ضرب کرده و آن را به pev‏ مشتق قید اضافه می کنیم . 
dj dq‏ 
-f (ge eA hat + N X (-Ma7d - Cast -K, 3 mat.‏ 2 
û‏ 
f.4)‏ . ۷) 


جملات مشتق پاسخ. از انتگرال جزء به جزء استفاده می کنیم . خواهیم داشت 
dg. ["[8p r Op şr VT Ty 08‏ 
A'Mg--A'CgR—A Ka) = dt‏ ا [E-a‏ | = 
dq|' , ; dq|'s dq |t‏ 
94d i‏ مت .^ |4 ATQ; 9 Tae‏ 
dM (۷.۴.۴۰)‏ دور XM, | + ATMA] A‏ 
اگر شرایط اولیه به متغیر طراحی ‏ وایسته نباشد» معادله (۴۰ . ۴ . ۷) تعریف زیر را برای ۸ می دهد : 


Mañ — Cai + Kaa = (2B X(t) = A(ty) =0, (v.v. *9) 


و سس معادله (۴۰ ۴۰ . ۷) په شکل زیر در خواهد آمد . 


بخش ۷.۵ :نمرینها ‏ ۳۹۵ 


dg ۲ 

— = = —ATrpdt. Y. 

d T (= r) | )۷ . ۴ ۰ FY) 

در روش شتاب مودی فقط روش مستقیم را در نظر می گیریم . با مشتق گیری از معادله (۴۰۲۷ (V.‏ 
و مرتب سازی آن به صورت : 

du [dd dK “dû dC, „dù dM, 
du yı | 28 94K, (dà dC. mË Mal ve. ew) 
dz 5 dz ^ dr. dz dz" dm ma 


شروع می کنیم . سپس از معادله (۰۳۳۴ ۴ . ۷) برای تقریب جمله دوم و از بسط مودال معادله (VF. VA)‏ 
برای تقریب سایر جملات استفاده می کنیم . 


i eK! E - AK ~ 1767-20 - U67*á|- )۷ . ۴ . *Y) 
dq dC dd dM 
CU لا‎ - MU; - نک‎ 


dz = E 5 a | = 
dK . cm dq 
-2y7 | ۲۵-2 -fug - CUSI 
U0 “U E U “Cad va coi T )۷ . f. ۴۵( 


dK 


dz 


aM... -244‏ و 
T T 273‏ 
Ue v| 6 - 0 ;‏ 


K= |‏ 
توجه داشته باشید که محاسبات شامل حل معادلات YA)‏ ۰ ۴ . ۷) و (V . Y . YO)‏ برای 4 و dq/dz‏ 
می باشد و به کمک معادله (۰۴۵ ۴ . «(V‏ 20/82 به دست می آید . OLS pe‏ بیشتری را می توان در ]27[ 


يافت . 


۵ تمرینها 

۱ با استفاده از روش اجزای محدود. برنامه ای برای محاسبه تغییر مکانها و تنشها در حرپای سه 
میله ای نشان داده شده در شکل V)‏ . ۵ . ۷) بنویسید . همچنین مشتق تنش در عضو 4 را نسبت به م۸ به 
وسیله روش تفاضل مرکزی و پیشرو محاسبه کنید . حالتی را در نظر بگیرید که : ۸46 = Ag = Ag‏ 


gle PAF‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۷: حساسیت سیستمهای گسسته) 





شکل ۷۰۵.۱ خحرپای سه میله ای 


الف) *-10 = ۾ در نظر بگیرید که m‏ تعداد رقمهای اعشاری استفاده شده در محاسبات منهای Y‏ است . 
اندازه گام «ce‏ رانیز پیابید . 
(ب) کوچکترین مقدار م که اجازه می دهد خطا کمتر از ۱۰/ باشد را بیابید. 

۳ مشتقات تنش در عضو A‏ خریای سه میله ای شکل (۱ .۵ . ۷) را در یک نقطه طراحی حساب 
کنید» فرض کنید که مساحت هر سه مقطع برابر A‏ است . ابتدا مشتق را نسبت به مساحت مقطع عضو A‏ 
با استفاده از روشهای مستقیم و الحافی محاسبه کنید . سپس مشتق را نسبت به سطح مقطع های عضوهای 
B‏ و C‏ با استفاده از یکی از روشها حساب کنید . 

۳ همه مشتقات دوم تنش در عضو A‏ مسأله Y‏ را نسبت به مساحتهای هر سه سطح مقطع حساب 

۴ _روشی برای محاسبه مشتقات سوم قیود تغییر مکان و تنشها بیابید (حالت ایستایی) . 

۵ یک تقریب اجزای محدود برای اولین بسامد ارتعماش خریای مسأله ۱ بر حسب ۸ و » ضریب 
ارتجاعی E‏ و چگالی جرمی م بیابید . از خمش صرفنظر کنید. سپس مشتق بسامد را نسبت په مساحت 
سطح مقطع هر سه عضو به دست آورید . همه مساحتها یکسان است . 

۶ مشق کمترین مقدار ویژه (از نظر قدر مطلق) مسأله ۵ را نسبت به مقاومت c‏ یک مستهلک کننده 
افقی که در نقطه (] قرار دارد. محاسبه کنید . دو حالت زیر را در نظر بگیرید . (il) «c = 0 (i)‏ هنگامی که 
» برای ساختن یک نسبت استهلاك (منفی قسمت حقیقی تقسیم بر قدر مطلق مقدار ویژه) براپر 0.05 انتخاب 
شود (به کمک برون یابی حطی بر پایه قسمت C)‏ این انتخاب را انجام دهید) 


۷ برای افزایش بار کمانش تیر OUS‏ داده شده در شکل Y)‏ ۰۵۰ ۷) تیر بابد سخت شود. مشتق بار 


PAY Gus: ۷.۵ بخش‎ 


شکل Y‏ .۷۰۵ تیر دو دهانه 


کمانشی را نسبت به گشتاور ماند قسمت چپ و راست محاسبه کرده و نتیجه بگیرید که اقتصادی ترین راه 
برای سختی تیر چیست . فرض کنید که هزینه با جرم» و مساحت سطح مقطع با ريشه دوم گشتاور ماند 
متناسب است . 

۸ عبارتی برای مشتقات دوم بار کمانشی نسبت به متغیرهای سازه به دست آورید . 

. تکرار کنید‎ k مثال ۴ . ۷.۳ را برای مشتق نسبت به ء به جای‎ ٩ 

۰ معادله حرکت 

mi + cù + kw = f(t) 

را برای یک سیستم جرم-فنر - مستهلک کننده در نظر بگیرید . f(t) = foH(t)‏ یک تابع گام و 
w(0) = 0‏ = (0)س است . مشتق بیشترین تغبیر مکان نسبت په C‏ برای حالست 4 = ck/ m‏ 
c/m = 0.05‏ و 2 = fo/ m‏ را با استفاده از روش مستقیم محاسبه کنبد . 

۱ مشتقات بیشترین تغییر مکان در مسأله ۱۰ را نسبت به fo om (C‏ و( با استفاده از روش الحافی 
بیابید . 

۲. مسأله ۱۰ را با استفاده از تابع گرین حل کنید . 


۳ مسأله ۱۰ را با استفاده از روشهای sd‏ مکان مودی و شتاب مدی با یک مود منفرد حل کنید . 


gle ۸‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۷: حساسیت سیتمها ی گسته) 
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مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر A‏ 


روشهای تحلیل حساسیت گسسته که در فصل قبلی بیان شد» بسیار کلی اند و می توان آنها را در موارد 
مختلف تحلیل حساسیت غیر سازه ای مانند سیستم معادلات خطی » مسائل مقدار ویژه و غیره به کار برد. 
با این همه آنها در کاربردهای سازه ای دو اثر منفی دارند. اول این که تمام روشهای تحلیل سازه‌ای » به 
معادلات گسسته شده که در فصل هفتم بررسی شد» منتهی نمی شوند ؛ به عنوان مثال» کدهای بوسته 
دوار از i‏ ,]5[ ۳۸۹018 بدون تبدیل معادلات تعادل به معادلات جبری» مستقییماً از معادلات 
انتگرال گیری می کنند . دوم این که کار کردن روی معادلات گسسته شده» اغلب نیازمند به دستیابی به 
لیست برنامه" تحلیل سازه ای می باشد که این معادلات را به دست می دهند . متأسفانه بسیاری از برنامه های 
مشهور تحلیل سازه‌ای» امکان دستیابی به لیست برنامه را برای کاربرها فراهم نمی کنند . بنابراین مطلوب 
آن است که روشهای تحلیل حساسیت ۰ کاربرد کلی تر داشته باشند و بدون دستیابی گسترده به لیست 
برنامه و اطلاع از cof‏ قابلیت اجرا داشته باشند . روشهای تغیبرات تحلیل حساسیت به وسیله" مشتق 
گیری از معادلات حاکم بر سازه» قبل از گسسته سازی آنها ما را به هدف می رسانند. olf of‏ معادلات 
حساسیت به کمک برنامه تحلیل سازه می توانند حل شوند . حتی لازم نیست که برنامه" تحلیل و محاسبات 
حساسیت. یکی باشد . 

یک مثال از این رویکرد را می توان تیر صفحه ای اولر -برنولی" که با معادله" دیفرانسیل زیر 
رابطه سازی می شود در نظر گرفت . 


d? 
Sarat] =a), (^. V 


1) Euler- Bernoulli 


for‏ عبانی dings‏ سازی سازه‌ها (فصل ۸: مقدعه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
که وه تغییر مکان عرضی. El‏ صلبیت خحمشی و 4 بار می باشد . معادله (۱ . ۸) با شرایط مرزی مناسب 
تکمیل می گردد . تصور کنید که باید یک گروه از سازه‌هایی را طراحی کنیم که به وسیله این معادله" تیر با 
بار گذاری پیچیده و شرایط مرزی مربوط به تکیه گاههای میانی شبیه سازی شده است . یک برنامه رایانه ای 
قدیمی داریم که برای حل این مسأله نوشته شده و هیچ سابقه ای از لیست برنامه» در دسترس نیست . 
اکنون با به کاربردن این برنامه» می خواهیم واکنش حساسیت پاسخ را به تغییرات خواص سختی تیر 
بررسی کنیم . البته در این نوع موارد. محاسبات حساسیت تفاضل محدود اولین انتخاب ماست. به هر 
حال» وجود مشکلات در یافتن اندازه گام مناسب برای مشتقات دقیق (بخش ۱ ۷۰ را ببینید) ما را به اجبار 
به سوی محاسبات مشتقات تحلیلی سوق می دهد . با مشتق گیری از معادله (۱ ۰ (A‏ نسبت به پارامتر ‏ 
(توجه شود که پارامتر 2 در این فصل به عنوان متغیر مختصات به کار می رود و پارامتر p‏ به عنوان متغیر 


طراحی نمونه استفاده می گردد) که روی گشتاور ماند تیر در طول دهانه آن اثر می گذارد شروع می کنیم . 
d‏ 
gno tue] = [Ble (2) 3l. (A. Y)‏ 


علامت کاما که به صورت زیرنویس همراه ‏ نوشته می شود؛ مفهوم مشتق نسبت به ص رامی رساند. با 
مقایسه" معادلات (۱ . ۸) و )1 (A.‏ متوجه می شویم هر دو رابطه سمت چپ مشابهی دارند که به ترتیب با 
توابع مجهول س و ما نوشته شده اند . اگر طرف راست رابطه" (۲ ۸۰) را به عنوان بار» در نظر بگیریم؛ 
تشابه روابط کامل می شود . مانند فصل CY‏ این طرف راست را بار مجازی می نامیم . اگر آن بار مجازی 
به تیر اعمال شود پاسخ به بار مجازی. برابر مشتق پاسخ اصلی نسبت به م می باشد . اکنون برای استفاده 
از پرنامه" تحلیل تیر در محاسبه" حساسیت e‏ یک دستور العمل داریم . ما نیاز به نوشتن پس پردازنده ای 
داریم که و مشتق گشتاور ماند Ty‏ را بگیرد و بار مجازی را تشکیل داده و خروجی را به شکل مورد نیاز 
برنامه ما برای تعریف بار» بیان کند. 

رویکردهای زیادی برای محاسبات حساسیت با استفاده از روشهای تغییرات وجود دارد. مرجع[2] 
روشهای مورد نظر و مفاهیم اساسی ریاضی مربوط را به شکل بسیار خویی ارائه می کند. فصل حاضر با 
هدفهای والاتری» سعی در معرفی بعضی از روشهای بایه و ارائه" تعدادی مثال دارد. بحث بر اساس اصل 
کار مجازی که یک اساس مناسب برای تحلیل حساسیت گسسته و پیوسته می باشد بنا نهاده شده است . 


اکثر مطالب در این فصل محدود به محاسبه حساسیت نسبت به پارامترهای سختی(اندازه) می شود ولی 


بخش ۸.۱ : تحلیل ایستایی خطی ۰ ۳۰۳ 

در بخش آخر» حساسیت نسبت به شکل نیز معرفی می شود . 

نتیجه‌های به دست آمده در این فصل » اغلب به قابلیت مشتق گیری پاسخ سازه» نسبت به پارامتر 
سختی یا شکل بستگی دارد . در سرتاسر این فصل» فرض بر این است که پاسخ TANE CPU ET: ea Ls‏ 
نسبت به پارامتر مورد سژال را دارد و خواص مشتق گیری میدان حساسیت؛: نسبت به مختصات فضایی» 
مانند پاسخ اصلی است . 

در نهایت یادآور می شود که مطالب این فصل . نسبتاً به اجمال بیان می شوند و بسیاری از خوانندگان 
می توانند با رد شدن از بحث مشتقات » سعی کنند روی بیاده سازی نتیجه‌های نهایی متم رکز شوند . پيشنهاد 
می شود که ابتدا مقدمه" بخش V)‏ ۸۰) مطالعه گردد تا علایم به درستی درك شوند و سپس نکات مربوط به 
پیاده سازی در انتهای هر بخش مورد مطالعه قرار گیرد تا اطلاعات مربوط به چگونگی arty‏ سازی محاسبات 
حساسیت مورد استفاده در برنامه های تحلیل سازه بدون نیاز به لیست برنامه» فرا گرفته شود . 


۱ تحلیل ایستایی خطی 

معادلات مربوط به پاسخ سازه‌های coul‏ شامل معادلات کرنش -تغییر مکان» معادلات حاکم و 
معادلات تعادل می باشد . این معادلات بسته به این که مسائل را سه بعدی» در نظر بگیریم یا موارد خاص 
از قبیل تنش صفحه ای » تحلیل خمش صفحه یا تحلیل تیر» به شکل های متفاوتی ظاهر می شوند . به 
منظور دستیایی به نتایجی که کاربرد عمومی داشته باشند» نماد عملگر بودیانسکی" را برای معادلات به 
کار می بریم . این نماد» باعث خلاصه سازی می شود و محاسبات جبری را آسان می کند . این نماد مجرد 
است ولی هميشه به آسانی قابل کاربرد نیست . خواننده ای که در فهم این نماد مشکل داشته باشد می تواند 
معادلات مجرد را برای حالت خحاص از قبیل تلش صفحه ای با تحلیل تیر» تبدیل نماید . برای تحلیل 


خطی ‏ رابطه" کرنش - تغییر مکان به صورت زیر نوشته می شود. 
e=L,(u), (A. V.‏ 


که چ تانسور عمومی کرنش و glo pu‏ تغییر مکان و Li‏ یک عملگر دیفرانسیلی خطی است . برای مثال در 
تحلیل تیر اولر- برنولی » تانسور کرنش تعمیم یافته یک مژلفه دارد. اننا x‏ و معادله" Y)‏ ۰ به 


2) Budiausky 


fof‏ مبانی بهینه سازی مازه ها (فصل ۸ : مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
معادله" زیر تبدیل می شود . 

K < Wee. {(A.\.¥) 
. فاصله تا محور خنثی تیر می باشد‎ y به دست می آید که‎ » = —yK از کرنش عمومی »په صورت‎ tS 
به هر حال در استفاده از اصل کار مجازی؛ به کار گرفتن تانسورهای کرنش و تنش عمومی نسبت به کرنش‎ 
. واقعی راحتتر و مناسبتر است‎ sla ها و تنش‎ 

برای تحلیل تنش صفحه ای » ع دارای مژلفه های کرنش واقعی Ez Ey‏ و Yzy‏ می باشد که اپراتور Ly‏ به 


. صورت زیر در می آید‎ 
Us 
Li(u) = Uy | ; (A. V. Y) 


معادلات حاکم خطی ۰ شکل ویژه مناسبی از قانون هوك می باشند و به صورت زیر نوشته می شوند . 
(A. Y. )‏ ,(اع — a = D(e‏ 


که ,0 تانسور عمومی تنش ۰ D‏ ماتریس سختی مصالح و ع کرنش اولیه می باشد ( برای مثال جسمی که در 
یک میدان حرارتی قرار گرفته است). برای مثال در مسأله" تنش صفحه ای» م شامل مؤلفه های بررآیند 


تنش ۰2۷ Ny‏ و را است» در حالی که برای یک تیر تحت خمش. برآیند تنش گشتاور خمشی مقطع M‏ 


است و معادله حاکم به صورت زیر می باشد : 
M = El(x - KÎ), (A. 3.0)‏ 


که E‏ ضریب ارتجاعی و ]1 SI‏ ماند سطح مقطع است . 


معادلات تعادل توسط اصل کار مجازی به صورت زیر نوشته می شود : 
oede=fedu, (^. V. ۶(‏ 


که f‏ میدان نیروی اعمال شده می باشد و علامت نقطه» مفهوم یک ضرب اسکالر است که از 


بخش ۸۰۱ :تحلیل ایستایی uu‏ ۳۰۵ 


انتگرال گیری روی دامنه" سازه بدست می آید . برای مثال» برای حالت تنش صفحه ای داریم : 


e ۰ 86 = fe ۰ 62 0 = [ee + N bey + 2N, LA, 


fedu= ۸ -dudA = [o + f,6v)dA + [ere + Tyóv)dI7 , (A. V. V) 


که fe‏ و fy‏ نیروهای کالبدی در واحد سطح و Te‏ و Ty‏ بردار کشش سطحی روی مرز بارگذاری شده" 1 
می باشند . 

میدان تغییر مکان مجازی Bu‏ باید قابل مشتق گیری باشد و شرایط مرزی سینماتیک را برآورده نماید؛ 
ولی در هر صورت اختیاری خواهد بود. میدان کرنش مجازی ع6 از میدان تغییر مکان مجازی از طریق 
" رابطه (۱ ۸۰۱۰) به دست می آید . 


de = Ly (Su). (A. V. A) 


این نماد عملگر برای معادلات ELS‏ متداول است و هم در مسائل پیوسته» و هم در رابطه سازی sha‏ 
گسسته قابل استفاده می باشد . همچنین برای محاسبات حساسیت نیز بسیار مناسب است . در این بخش 
ما فقط حساسیت ها را نسبت به یک پارامتر سختی که در ماتریس سختی مصالح D‏ ظاهر می‌شود. در 
نظر می گیریم . برای مسائل یک بعدی یا دو بعدی» پاراتر می تواند شامل متغیرهای اندازه از قبیل مساحت 
سطح مقطع تیرها یا ضخامت صفحه ها باشد. زیرا این متغیرها در ماترییس D‏ ظاهر می شوند (همانند 
گشتاور ماند مقطع تیر در معادله )0 A, Y.‏ 


۸۰۱۰۱ روش مستقیم 
برای محاسبه' حساسیت به روش مستقیم از معادلات به دست آمده پاسخ سازه نسبت به p‏ مشتق گیری 
می شود . سپس یک دسته معادلات برای حساسیت پاسخ به صورت Ep Up‏ و ۴ به دست می آوریم . 
می توان نشان داد که معادلات حاکم میدانهای حساسیت همانند معادلات پاسخ می باشد» ولی جملات 
بار گذاری آن متفاوت است و به Of‏ بارهای مجازی می گویند . مفهوم آن این است که اگر در مسأله" 


«uel‏ بار با بار مجازی جایگزین گردد. بسته نرم افزاری تحلیل سازه‌ای به جای پاسخ» حساسیتهای 


پاسخ را محاسبه خواهد کرد. با مشتق گیری از رابطه کرنش - تغییر مکان شروع می کنیم . 
L;(u,). (4.3.9)‏ = ,€ 

به طور مشابه با مشتق گیری از معادلات حاکم داریم : 
De, + D,(e — €), (A.1.1۰)‏ < ور 

و معادلات دیفرانسیل تعادل په صورت زیر خواهد بود : 
=D, )۸۰۱۰۱۱(‏ 66 9 م6 


که ع6 از رابطه (۸ ۱۰ (A.‏ به دست آمده و تابع p‏ نمی باشد زیرا دای یک میدان اختیاری است . توجه کنید 
که واحد تمام میدانهای حساسیت ‏ همان واحد میدانهای اصلی است که بر واحد p‏ تقسیم شده است . 


اکنون معادلات (A. 3. 3) ILLI Lus‏ 6 (۸۰۱۰۱۰) و (۸۰۱۰۱۱) را با معادلات اصلی 
CALS. ND‏ (۸۰۱۰۴) و (۱.۶ .^( مقایسه می کنیم . می بینیم که میدان حساسیت Ep Mp‏ و و ٩‏ 
می تواند به عنوان جواب سازه اصلی c‏ تحت یک بار متفاوت که بار مجازی نامیده می شود در نظر گرفته 
شود. این بارها هیچ یک از اجزای مکانیکی را در بر نمی گیرند و تنها میدان کرنش اولیه «ع هستند . این 


میدان کرنش اولیه با مرتب کردن معادله" (۱۰ ۱۰ ۸۰) به صورت زير به دست می آید : 
e,-D(e,-€) | e&--D'"D,(e- e). (A. V. AY)‏ 


به طور مثال» برای اعضای خرپاء رابطه" بین تنش عمودی (نیروی SUN race‏ کرنش به صورت زیر 


ol 


N = EA(c — €). (^. 3.3) 


بخش ۸.۱ : تحلیل ایستابی خی ۳۰۷ 


با مشتق گیری از این رابطه نسبت به A‏ داریم : 
N a = EA[eA + (e — &)/A], (A.N. M)‏ 


بنابراین برای اجرای روش مستقیم» به جای بارهای واقعی باید از یک مقدار کرنش اولیه به 
صورت (e — EÈ) A‏ - استفاده کنیم . 
به عنوان مثالی دیگر» یک تنش صفحه ای همسانگرد که معادلات حاکم D‏ به صورت زیر می باشد را 


در نظر بگیرید : 


N: lv 0 € 
)۸:۱- یگ‎ |, 1 AME (A. 3. 0) 
Ney PM 0 0 i Yzy 


با مشتق گیری از رابطه (A. V. VD)‏ نسبت به ضخامت ch‏ می‌توانیم نشان دهیم که برای یافتن مقدار 
حساسیت نسبت به تغییرات ضخامت » نیازمند به کار گرفتن یک کرنش اولیه" مجازی به صورت 


: هستیم . برای به دست آوردن حساسیت نسبت به ضریب پواسون" رو داریم‎ EP = ~—efh 


1 1 ۴ =y 0 | Eh idis pue 4 
9-1 مشش درط ,| 0 1 سا‎ b w 
_ (1-vy? 
Eh|o 0 214» )1- (۶ | لا و و‎ 
(A.N P) 
که باید کرنش مجازی اولیه زير را اعمال کنیم‎ 
—yé, — € 
UI ND S KM. : (A. ۱۰ 1Y) 
1 ?ر‎ 
)1 - (Yey 


هنگامی که سازه را با استفاده از یک مدل اجزای محدود. تحلیل کنیم» کرنش اولیه" مجازی» به یک 


نیروی گره‌ای مجاز مثل fr‏ تبدیل می S‏ 22 که در این صورت داریم: 
De” «óc = 1۳ e ĝu. (A. 3. VÀ)‏ 


1) Poisson 


۴۰۸ مانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساصیت متغیر) 
در فون حل دیگر؛ بار مجازی از کرنش اولیه با روش متفاوتی به دست می‌آید . برای مشال» در یک 
مسأله" رابطه سازی پیوسته" سه بعدی» کرنش اولیه مجازی «ع» می تواند با نیروهای کالبدی مجازی با 
مۋلفه fi = (De) GU‏ و نیروهای سطحی با مؤلفه های (DeP)ignj‏ = ;7 جایگزین گردد . در این 
روابط » Uns‏ مولفه‌های بردار عمود بر مرز 5 می باشند و علامت کاما همراه اندیس 6j‏ نمایانگر مشتق 
نسبت به مختصات زت می باشد . 





5 ^ | De 


y,v P y= 2P 


شکل ۱۰۱ ۸ حریای سه میله ای 


منال ۸۰۱۰۱ 

مشتق تنش در اعضای ۰۸ 8 و ) از خرپای شکل (۱ ۸۰۱۰ را نسبت به مساحت عضو B‏ محاسبه 
کنید . مساحت اسمی سطح مقطع تمام تیرها A‏ است . 

فرض می کنیم که مساحت سطح مقطع عضوهای ۸ و ٣‏ یکسان بمانند وبا ۸۸ و مساحت سطح مقطع 
عضو 8 په صورت Ag‏ نمایش داده شود. با توجه به تقارن مسأله» نیروی عمودی. فقط تغییر مکان 
عمودی ایجاد کرده و نیروی افقی فقط تغییر مکان افقی . افزون بر cul‏ عضو B‏ در تغییر مکانهای افقی » 
تأثیری ندارد. به آسانی می توان مقادیر تغییر مکانها را در نقطه اعمال نیرو به صورت زیر به دست آورد. 


u = 4Pgl/3EA4, v= Pyl/|(Ap + 0.25A4)E] * (wall) 


نیروهای موجود در اعضای ۰۸ 8 و «C‏ صورت زیر محاسبه می گر دند : 


0.25 Py A4 


Nag = 0.577359 Pg + Ap + 02544 


= 0.97735] , 


بخش ۸.۱ :تحلیل ایستایی خطی ۰ ۳۰٩‏ 


unu ic.) ris (ب)‎ 
La Pry [83 i 
0.25Py A4 
RUE Bii سس‎ delat, eg 5P. 
Nc = -0.57735Pu + +0254, = 01708 


به منظور مقایسه بعدی با مشتو مشتق هایی که با استفاده از روش مستقیم به دست آمده اند » می توان مشتق این 


نیروها را نسبت به ۸ به صورت تحلیلی به دست آورد. 


dNc dN, —0.25Py AA 

= -0.32P/A. 

dAg dåp (Ag +0. 25Aa)? — / 
dNp 0.25Py A4 E 0.32P/A. 


(Ap + 5۳‏ و1۸ 
برای این مسأله باید یک کرنش اولیه" مجازی به عضو B‏ اعمال کنیم . 
-Np/ EA} = ~1.6P/EA?,‏ = و۸ |وع- = & 


در حالی که کرنش اولیه" مجازی برای اعضای دیگر صفر است . به یاد داشته باشید که مانند تمام میدانهای 
حساسیت» واحد کرنش اولیه مجازی. به صورت واحد کرنش تفسیم بر واحد p‏ (در اینجا مساحت) 
می باشد . میدان تغییر مکان ایجاد شده به وسبله ای این کرنش ca d‏ با اعمال یک جفت نیروی مخالف 
هم به عضو 8 به دست آمده است که نیروی اعمال شده به لولای پایینی آن (که واحد آن نیرو بر مساحت 
می باشد) عبارت است از (معادله (A. ۱۰ VA)‏ راببینید) 


l 
fu = n EAgePbedy = EApe(6u/l)l = —1.6P/Abv. 
0 
و جایگزینی نیروی عمودی‎ Pu می توان تغییر مکانهای به وجود آمده را با صفر قرار دادن نیروی افقی‎ 
در معادله' (الف) به دست آورد. این تغییر مکانهاء مشتقات تغییر مکانهای اصليند.‎ fP با‎ Py 
بنابراین‎ 


du. E (-L6P/AM _ ~1.28P! 
~ (Ag +0.25A,)B EBA? 


به طور مشابه» مشتق Na‏ و No‏ از معادله (ب) به صورت زیر بدست می آید : 


gle ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۸: عقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
به هر حال نیروی داخلی عضو 8 به سبب کرنش اولیه مجازی که در ارتباط با مشتق Ng‏ می باشد را 
نمی توان با روش مشابه» از معادله" (ب) به دست آورد» زیرا اکنون عضو B‏ دارای کرنش اولیه است . در 
عوض از معادله (۸۰۱۰۱۴) که به مشتق 8 نیاز دارد استفاده می کنیم بنابراین 


-—— = 





و سپس 
-128P | L6P „P‏ و deg‏ رب وله 
.0825 ود + نت = )@ — dis = EAT‏ 


ملاحظه می شود که هر دو مشتق با عباراتی که از مشتق گیری صریح به دست آوردیم مطابقت دارند . 


برای محاسبه" مشتقات تنش ها از مشتقات نیروها داریم : 


ایی ype‏ تس 
poA‏ ار T‏ ۹ 
و بتایراین : 
do, _ 1 dN, _ —0.32P‏ 
dåp AadAg — Ae!‏ 
doc _ 1 dNc _ —0.32P‏ 
A,dAg A? '‏ وه 
3 
dog _ 1 dNg Ng _ 0.32۴ _ 1.6۴ _ 155 P.‏ 
dAg  AgdAg A A? A4 A?‏ 


۲ ۸۰۱۰ روش مجاورتی 

اغلب ما به مشتقات تمامی میدان تغیبر مکان یا تنش نیاز نداریم و تنها بعضی از آنها مثلاً مشتق تغییر مکان 
عمودی در یک نقطه پا تنش وان میزز در یک نقطه دیگر مورد نیاز است . در این گونه موارد استفاده از 
روش مجاورتی برای محاسبه" این مشتقات اقتصادی تر است . بنابراین برای محاسبه مشتقات تابع تغییر 


مکان و (UA‏ از روش فوق استناده می کنیم . ابتدا تغییر مکان زیر که به وسیله یک انتگرال روی دامنه" 


بخش ۸۰۱ : تحلیل ایستایی خطی ‏ ۳۱۱ 


سازه ۷ تعریف شده است را در نظر بگپرید . 


H= | (0 (4.3.39) 


با به کار بردن تابع ديرك دلتا به عنوان بخشی از CA‏ این رابطه می تواند برای نشان دادن مقدار dah fe‏ یک 


تغییر مکان در یک نقطه نیز استفاده شود . مشتق H‏ نسبت به بارامتر طراحی ‏ به صورت زیر است : 
hye us, (A. V. Ye)‏ + اب 


که hy‏ میدان برداری شبیه به نیرو می باشد (به خاطر داشته باشید که علامت نقطه مشخص کننده" ضرب 


اسکالر می باشد که بعد از OT‏ روی سازه انتگرال گیری می شود) . برای مثال در مورد تنش صفحه ای اگر 


V?‏ 4 2ں = OT th‏ گاه 


2u 
بط‎ {3}. (A. V. Y 


محاسبه و :و hu‏ معمولاً ساده است و مشکل اصلی به دست آوردن مشتق میدان تغییر مکان ولا 
می باشد . می توان با استفاده از روش مستقیم ولا را محاسبه نمود» اما به جای آن همان گونه که در زیر 
نشان داده شده می توانیم با در نظر گرفتن «hu‏ عنوان بار» یک مسأله مجاورتی تعریف کنیم و با 
استفاده از آن Uy‏ را حذف نماییم . از آن جایی که می خواهیم مشتق ۸ را با شرط این که معادلات 
CANN)‏ (۸۰۱۰۴) و (۸۰۱۰۶) برآورده گردند محاسبه کنیم این معادلات در یک سری ضربگرهای 
مناسب لاگرانژ ضرب می شوند (که به نام متغیرهای مجاورتی نامیده می شوند) و به 27 اضافه می گردند . 
ضربگرهای FN‏ 56 معادلات (A. Y. D‏ و (۸۰۱۰۴) به ترتیب یک میدان تنش مجاورتی و یک میدان 
کرنش مجاورتی (همسایه) می باشند . معادله (۱۰۶ ۸۰) نمایشگر معادللات تعادل می باشد که به صورت 
کار انجام شده بر روی میدان تغییر مکان مجازی 6 و میدان کرنش مجازی مربوط be = Ly (Su)‏ 
نوشته می شود. اگر معادلات تعادل در یک ضربگر لاگرانژ ضرب شوند. با کار انجام شده» هنگامی 
که ضربگر لاگرانژ به عنوان تغییر مکان مجازی در نظر گرفته شود معادل است . بنابراین fu‏ را با میدان 
تغییر مکان مجاورتی جایگزین می کنیم . اگر میدانهای تغییر مکان را با یک اندیس (a). S‏ مشخص کنیم 


داریم : 


dings giles rir‏ سای سازه‌ها (فصل ۸ : مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 


H*°=H+oae (e-Li(u)) +e“ (e - Die - €) +] ی - ها‎ eLi(u?). 
(A. Y. YY) 


چون معادلات (۱ (A. ۱.۶( (A. V. Y) fA. Y‏ باید برای تمام مقادیر p‏ برآورده شوند لذا داریم 
H* = H‏ و یل = Ho‏ . اکنون از معادله (۸۰۱۰۲۱) دیفرانسیل می گیریم و سپس میدانهای مجاورتی 
را به گونه ای تعریف می کنیم که از جمله‌های مشتقات پاسخ هزینه بر رها شویم . مشتق معادله 


: صورت زیر است‎ p نسبت به‎ )۸ ۰۱۰ ۲۱( 
is i hydV +h, e u, + (0° — De’) ee, — 0° e Li(up) 


—& e ]( ع)م‎ — €") 4 (e e L;(u*)) ey. (A.V. YY) 


با توجه به این که میدانهای مجاورتی باید رابطه" خطی بین تغییر مکان کرنش و قانون هوك را برآورده کنند 
می توانیم از جملات شامل م ٩‏ و م٤‏ رها شویم . 
e" = Lj (uy), (A.V. YY)‏ 


c? = De". (A.1. ۲۵( 


با توجه به این که میدان مجاورتی باید معادلات تعادل با یک نیروی کالبدی مساوی Bu‏ را برآورده کند 


c? ۰ 66 x= h,eóu. (A. V. ۲۶( 


در (eo‏ اگر در معادله YF)‏ ۱ ما = bu‏ باشد» می توانیم عبارات شامل ug‏ را حذف کنیم . در 


: داریم‎ cule 
Hy = [nav -Dyle - ene. (^. V. YV) 
: عبارت فوق را می توان به صورت زیر نوشت‎ (A. Y. Y0) با استفاده از معادله (۱۲ ۰ ۸۰۱) و‎ 


(A. V. YA)‏ ,00% هی + hv‏ | بط 


بخش ۸.۱ :تحلیل ایستایی خطی  PIP‏ 
وقتی که برای تحلیل از روش اجرای محدود استفاده می ees‏ عبارت دوم را باز هم می توان تبدیل کرد. 


اکنون در 6٤ = et ۰6۸۰۱۰ VA) dolus‏ و Bu = ut‏ قرار می دهیم» داریم 
c° =e? eg’, (^. ۱ ۰ ۲۹(‏ و f? eu’ = De’‏ 

در نتیجه معادله YA)‏ ۱۰ ۸۰) به صورت زیر در می آید : 
+P out, )۸.۱۰۳۰(‏ ی Hg = f‏ 


برای تابع تنش کلی نیز می توان همین گونه عمل کرد. بحث را محدود به سازه ای می کنیم که کرنش اولیه 
در آن وجود ندارد (یعنی بارهای مکانیکی مجاز هستند ولی بار حرارتی» جایجایی و غیره وجود ندارند) و 


تابع تنش را به صورت : 
G= [ sto. pv (A. S. YV)‏ 
و مشتق آن را به شکل : | 
(A. V. * Y)‏ وه بو + لو | G=‏ 


مشتقات پاسخ یعنی Op‏ عبارات مجاورتی را به صورت ضربگرهای BUSY‏ به معادلات (۰)۸۰۱۰۱ 
(A. Y)‏ (۸۰۱۰۶) اضافه می کنیم 


6۳ < نا‎ + ۶ e (e -Li(u)) + e" e (e - De) + f o u“ - ø o Li (u°). (A. V. Y) 
: داریم‎ ea nS مشتق می‎ p از معادله (۳۳ ۱۰ ۰ ۸) نسبت به متغیر‎ 


Go = مرو | ی‎ +6, * e+ (o* -De*) ee, - هه‎ (ug) (^. 3. YF) 


te^ eg ,—tc^»D,e—-e,oLi(u^). 


با استفاده از معادله" )* Y‏ .\ ۰ و مرتب کردن عبارات داریم : 


۴ مبانی بهینه‌سازی سازه‌ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متفیر) 


Gy JE + Dg De^)ee,- ۴ e Li(u,) (A. \ . ۳۵(‏ 
e Dye + (e - L,(u*)) ec.‏ )"€ — ءع)+ 
از معادله" (۸۰۱۰۳۵) دیده می شود که عبارات شامل مشتقات پاسخ را می توان با استفاده از رابطه تخییر 


مکان- کرنش مجاورتی که به شکل معادله" (۲۴ ۰۱۰ CA‏ است و قانون هوك برای میدان مجاورتی 


c^ = D(e* - ge), )۸۰۱۰۳۶( 
: و تعادل په شکل‎ 
be, = —6E. (A.V. YV) 


حذف نمود. یعنی در این مورد بار مجاورتی یک کرنش اولیه م6 بدون پار مکانیکی است . آن گاه 


G= | spa - Dyeo(e* - g4). (A. V. YA) 


هر چند معادله YA)‏ ۱ . ) بدون نیاز به محاسبه" میدان حساسیت طراحی » Gy‏ رامی دهد » ولی دومین 
جمله آن نیاز به محاسبه" مشتقات ماتریس سختی در سطح جزء مورد نظر دارد و ممکن است به اطلاعاتی 
در زمیسنه اجزای محدود نیاز باشد . برای غلبه بر این مشکل › توجه داریم که با استفاده از مصادله" 


(A. 1.17)‏ توان عبارت دوم معادله" تحلیل LTA)‏ ۱ رابه شکل : 
o Do", (^. 3. YA)‏ ی (1 = D,ee(c^ - g,)‏ 


تبدیل کرد. بنابراین با استفاده از معادله (۱۲ Y‏ .۸) که با0 = اع به صورت ٤ = -D^!D,‏ در 
می آید» می توان مرا به شکل زیر نیز نوشت : 
Go= | gV +e ec. (A. V.H)‏ 


برای به دست آوردن معادله (۴۰ . ۱ 5I (A.‏ این حقیقت استفاده کرده ایم که اگر ]40 وی دو تانسور LAL‏ 


داریسم ره ,10-1 = ci» D^lo,‏ با قرار دادن تابع تغییر مکان همچنین می توان Gp‏ رابا عبارات 


بخش ۸.۱ : تحلیل ایستایی خطی ‏ ۳۱۵ 
بار مجازی نوشت . با استفاده از (ut, e°)‏ به جای (66 (Su,‏ در معادله (A. Y. NA)‏ و (A. Y. YD‏ 


: داریم‎ 
f? eu“ = De oc? = -D,cec"^, (^. *. *) 
: به شکل زیر در می آید‎ )۸۰۱۰۳۸( "dota آن گاه‎ 
عبت‎ [s.v eet Duet (A. Y. *Y) 


آخرین جمله در معادله" (۱۰۴۲ ۰ ۸) هنوز در گرو محاسبه تغببر مکانها و کرنش‌هایی است که در یک 
برنامه تحلیل سازه ای عمومی به آسانی قابل انجام نیست . به هر حال هنگامی که 6 تنش متوسط (نه تنش 
C, AS‏ یک جزء است» اغلب اولین و آخرین جمله حذف می شوند . برای مثال تنش متوسط رابرای جزء 


: خرپا درنظر بگیرید . در یک المان خریایی تنش کلی نیروی عضو ۸۷ می باشد . بنابراین‎ pli 


1 1 ۷ 
Ec = 7 3 a=} | a (A. V. Y) 


اولین و سومین جمله معادله (۴۲ . ۱ ۰ برابر صفر می شود. ببرای G‏ مشتق نسبت به سطح جزء eli‏ از 
معادله Y Y)‏ , ۱ ۰ داریم L)‏ استفاده از E‏ = م۲ و (e = NJAE‏ 


Gə = TEZ + fP eu“ + | iai =fPeut, (A.V. YY) 


توجه کنید که مانند حالت گسسته» هم روش مستقیم و هسم روش مجاورتی از بار مجازی fo‏ استفاده 
می کنند. در روش مستقیم ۴ به عنوان ثیروی ایجاد کننده کرنش اولیه مجازی e?‏ در معادله (A. *. VY)‏ 
به سازه اعمال می گردد و پاسخ به این نیرو نا است . در روش مجاورتی fr‏ با میدان تغییر مکان 
مجاورتی ut‏ تشکیل یک ضرب اسکالر می دهد مانند معادله (۴۲ .۱ .۸). 


مثال ۸۰۱۰۳ 
بار دیگر مئال (۱ .۱ . ۸) را با استفاده از روش مجاورتی به منظور دستیابی به مشتقات تنش در اعضای A‏ 


uu aream 


Pip‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۱۸ مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
و B‏ نسبت به سطح مقطع هر دو عضو» حل می کنیم . ابتدا تنش در عضو 8 که بر حسب تنش کلی (نیروی 


عضوی) و نوشته شده است را در نظر بگیرید . 
f Ng‏ 1 
G = dp = — | — dip.‏ 
da 1‏ ۴ 
بار مجاورتی همان کرنش اولیه Bo‏ می باشد که در این جا به دلیل این که ۸ نیروی تنها A ga‏ می باشد به 
صورت ,9 نمایش داده می شود. 


AM Am 
" lpApg tA’ 





FN 


توجه شود که کرنش اولیه مجاورتی با واحد (حجم)/۱ اندازه گیری می شود در صورتی که کرنش های 
فیزیکی بدون بعدند . در نتیجه» تمام واحدهای میدان مجاورتی به صورت واحد مربوط تقسیم بر حجم 
در نظر گرفته می شوند . مانند مثال (۱ ۱۰ ۸۰) اثر این کرنش اولیه با به کار بردن یک جفت نیروی مخالف 
هم به عضو 8 به دست می آید که نیرو در انتها عبارت امست از Efl‏ = ,وو EA‏ . با استفاده از معادله 
Call)‏ مثال (۱ ۰۱۰ ۸) داریم 


v* = (E/I)I/[(Ap + 0.25A4)E] = 0.8/A. 


معادله" (۴۴ ۱۰ CA‏ را در نیروهای مجازی FP‏ که از (A. V. D UU‏ په دست آمده یعنی -1.8P/A‏ ضرب 


می کنیم داریم 


dog P 
dAg =G An = -1.2877 


که با نتیجه های به دست آمده از مثال V)‏ ۰ هم خوانی دارد. 

سپس مشتق و7 نسبت به پر را محاسبه می کنیم . مانند مثال (۱ ۰۸۰۱۰ باید نیروی مجازی در اثر 
تغییرات Ag‏ را به دست آوریم . این تغیبرات اعضای ۰۸ 6را نیز تحت تأثیر قرار می دهد و باعث ایجاد 
کرنش های اولیه مجازی در آنها می شود که به ترتیب برابر بره/ر>- و —ec/AA‏ است. این کرنش ها 
باعث پارهای مجازی ۷/۸ -در جهت عضو4 و ۷/۸ در جهت عضو C‏ نیزمی شود. مولفه های 
بار مجازی عبارتند از : 


بخش ۸.۱ :تحلیل ابستایی la‏ ۳۱۷ 


Na Ne,. P 
۳۰ سب بت ]مه‎ Oa Be 
P ( : (0 , ۲ 2 -) مت‎ 


NA ۹ P 
Ay + Te JeostQ* = 0.47 ; 


که مقادیر Na‏ وح از معادله" (ب) مثال (A. ۱۰ D‏ جایگزین می گردند . با ضرب کردن پار مجازی در 
تغییر مکان مجاورتی داریم : 


dag pP P 
dA, = Ga, = "Py = 703275, 


که می توان به آسانی و به طور مستقیم آنها را بررسی نمود. 


میس مشتقات برچ با در نظر گرفتن ul‏ به صورت 


N 
= L —Adl, 
la A 
. محاسبه می شوند‎ 
باید یک کرنش اولیه مجاورتی را به صورت‎ 
1 1 


TA, = 21‏ = ,9 
به مسأله اعمال کنیم . این کار با اعمال یک جفت نیروی مخالف هم با مقدار 8/21 = روم BA‏ که در 
امتداد عضو ۸ می باشند در دو گره" عضو 4عملی می شود. مولفه های افقی و عمودی نیروی مجاورتی 
در گره پایین عبارتند از : 


0.4398 pa _ ظ‎ 


۶ 7 AW ig 





با استفاده از معادله" (الف) از مثال (۱ ۱۰ (A.‏ می توان نوشت : 


(O.25E/ — 02 a _ ۹004998/۷ _ 0.57735 


- (Ap+0.25A,)E A’ 3EA, A 


bet os. 


برای به دست آوردن مشتق تنش نسبت به Ag‏ تغییر مکانهای مجاورتی را در نیروی مجازی مربوط به و۸ 


ضرب می کنیم» داریم : 


de, | —16P 0.2 P 
"rnm" ui d y 


PIA‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متفیر) 


ke” vek 


به طور مشابه برای بدست آوردن مشتق تنش نسبت به ۰4 تغییر مکانهای مجاورتی را در نیروی مجازی 
مربوط به Ay‏ ضرب می CaaS‏ داریم : 


dc, —P0.57735 0.4۳۴ ۵ P 
= سس‎ -— —— = d), 5 35—. 
X = 0.657355 


dA, A A A 





این نتیجه را می توان با استفاده از عبارت Na‏ در معادله" (ب) مثال V)‏ ۰ مستقیماً بدست آورد. 


A. ۱۰ ۳‏ نکته هاسی در پداده سازی روش 
به طور کلی پیاده سازی روش مستقیم آسانتر از روش مجاورتی است. به خصوص اگر در خارج از 
برنامه' تحلیل سازه پباده سازی شود . برای محاسبه" مقدار کرنش اولیه مجازی از مقادیر کرنش های واقعی 
از معادله «(A Y. NY)‏ روش مستقیم به یک پس پردازش JU‏ دارد . مشتق ماتریس سختی مصالح D,‏ که 
ub‏ در این پس پردازش ارزیابی شود. به شکل قانون هوك استفاده شده در برنامه" تحلیل نیاز ca lo‏ اما در 
پیاده سازی در نرم افزارهای تحلیل اجزای محدود» نیازی به دانستن نوع قانون هوك نیست . مقادیر کرنش 
مجازی می تواند به عنوان کرنش اولیه ورودی به همان بسته نرم افزاری تحلیل سازه به کار برده شود. 
خروجی بسته نرم افزاری؛ به جای پاسخ. میدان حساسیت خواهد بود. اگر بسته نرم افزاری تحلیل سازه 
کارآیی قبول کرنش «Jul‏ را به صورت ورودی نداشته باشد. اغلب می توان با ترکیبی از میدان درجه" 
حرارت و ضریب انبساط glo‏ اهمسانگرد» کرنش gle‏ اولیه را ایجاد کرد. 

پیاده سازی روش مجاورتی با تابع تغییر مکان 17 از معادله (۱۹ (A.V.‏ بسیار ساده است . Uh‏ سازه را 
به جای نیروی واقعی با نیروی مجاورتی h u‏ تحلیل کنیم . توجه داشته باشید که نیروی مجاورتی hu‏ شبیه 
به نیروی مجاورتی مورد استفاده در حالت گسسته است که نیروی مذکور مشتق قید نسبت به بردار تغییر 
مکان می باشد (بخش ۱ ۲۰ ۷۰ را ببینید). واحد آنها عبارت از واحد h‏ تقسیم بر واحد ها است که در 
حالت کلی واحد نیرو بر واحد حجم نیستند . در نتیجه» واحدهای میدان مجاورتی واحدهای معمول 
مربوط به میدانهای تخییر مکان» کرنش و تنش نیستند . همچنین به یک پس پردازش که قابلیت انجام 
محاسبات مربوط به معادله YA)‏ ۱۰ . ۸) يا معادله (A. VY‏ را داشته باشد نیازمندیم . معادله YA)‏ ۱ 
(A.‏ شامل کرنش اولیه مجازی معادله VY)‏ ۸۰۱۰) است و معادله (۱۰۳۰ ۰ ۸) بار مجازی مربوط به این 


کرنش معادله" (AV. YA)‏ است. کارپرد معادله (۸۰۱۰۳۰) معمولاً از معادله" YA)‏ ۱۰ ۸۰) آسانتر 


بخش ۸.۲ :تحلیل ایستایی فیرخطی و بارهای حدی ۰ Y14‏ 

است زیرا فقط به یک ضرب اسکالر بار مجازی در میدان تغییر مکان مجاورتی نیاز دارد. معادله' 
(A Y. Y)‏ شبیه معادله" (۸ .۱ . ۷) می باشد به جز این که یروی مجازی» بر حسب مشتق ماتریس های 
سختی به دست نمی آید و بنابراین نیازی به داشتن دانش کامل از بسته" نرم افزاری اجزای محدود ندارد. 

پیاده سازی روش مجاورتی برای یک تابع تتش» مانند معادله (۱۰۳۱ ۸۰) پیچیده تر است . ابتداء 
نیاز به پیاده سازی محاسبه" یک میدان کرنش اولیه Ee‏ داریم که معمولاً ساده است. سپس بايد معادله 
(۸۰۱۰۴۲) را به کار ببریم که نیاز به محاسبات در سطح اجزاء داریم که باید یک برنامه" اجزای محدودآن 
را انجام دهد . از بحث پیشین در مورد معادله" (۴۲ .۱۰ ۸۰) می توان نتیجه گرفت که اگر تابع تنش فقط به 


صورت تنش باشد » این مشکل در بسیاری از موارد به وجود نمی آید . 
۳ تحلیل ایستایی غیرخطی و بارهای حدي 


۱ ۸ تحلیل ایستایی 
در این بخش. نتیجه های بخش قبلی برای مسائل با هندسه غیر خطی ‏ تعمیم داده می شود. مافقط 
موردی که غیر خطی بودن به طور مناسبی توسط رابطه" زیر بیان گردد را در نظر می گیریم. 


e = Lı(u) + zLi(u), (A. Y.) 


که ور[ یک عملگر همگن از مرتبه" دو می باشد. به عنوان مثال برای تغییر شکل غیر خطی یک تیر تحت 
بارهای جانبی و محوری» کرنش تعمیم یافته» یک مژلفه" کرنش محوری ,> و یک مژلفه" انحنای ۸ دارد و 


&l fu. ljw? 
{sha ) e}. )۸ . ۲ . ۲( 
: تغیبرات کرنش بر حسب تغییرات تغییر مکان به صورت زیر نوشته می شود‎ 
$e = Li (Su) + ,قا) :رب‎ ôu), (A. Y. Y) 


که Li‏ عملگر خطی دو سویه متقارن می باشد یعنی Lanla, v) = L(y, u)‏ و به شکل زیر 


rr.‏ سبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متقیر) 


تعریف می شود 

+v) = Lo(u) + Lo(v) + 2Lii(u, v). (A.Y. Y)‏ )وبا 
و معادله" (۴ ۰ ۲ ۸۰) به صورت زیر در خواهد آمد : 

Lıı(u, u) = Le(u). (A.¥.0) 


در حل مسائل تحلیلی غیر خطی معمولاً بار به صورت تدریجی از صفر تا مقدار نهائیش افزایش می یابد . 


بنابراین » فرض می کنیم که بار ۶ و کرنش اولیه فع به پارامتر دامن" بار p‏ به صورت زیر بستگی دارد 
&'(u) ۲ (A. YT. FP)‏ = اي f = f(u) Jj‏ 


آن olf‏ پاسخ سازه را می توان با حل معادلات (۲۰۱ ۰۸۰ (۸۰۱۰۴) و (۸۰۱۰۶) به صورت تابعی از 
پارامتر بار مم به دست آورد . 

متأسفانه در مسائل غير خطی ‏ پاسخ هميشه به صورت تابع یک متغیره از پارامتر بار مم نیست . شکل 
( ۰ ۰ ۸) یک نمونه منحنی بار- تغییر مکان را برای دو مقدار از بارامتر سختی OLS p‏ دهد . در 
سطوح بار نزدیک به ماکزیمم (بار حدی ) برای هر مقدار pi‏ دو جواب وجود دارد. اغلب بسته‌های 
نرم افزاری تحلیل سازه که برای پاسخ غیر خطی به کار برده می شوند» برای بهتر مشخص کردن منحنی 
پاسخ» متغیرهای عمومی بیشتری به کار می برند . یک نمونه از این متغیرها طول کمان در فضای (u, ji)‏ 
می باشد . هر پارامتری که به منظور مشخص کردن مسیر تعادل(مسیر حاصل از حل معادلات (۱ ALY‏ 
(A. ۱. ۴(‏ (۶ .۸) به کار برده می شود بارامتر مسیر نامیده می شود . 

به منظور در نظر گرفتن تغییرات در سازی می خواهیم هم متغیر بار و هم سختی را همزمان به دلخواه 
تغییر دهیم . این گونه تغییرات همزمان در محاسبه" مشتقات بارهای حدی لازم خواهد بود . شکل 
(۱ ۰ ۸۰۲) یک مثال از منحنی حاصل از این گونه پارامترهای عمومی تر رانشان می دهد . منحنی خط چین 
در شکل متصل کننده تمام نقاط حدی برای حالتهای با سختی های متفاوت است . برای مشخص کردن 
مشتقات نسبت به پارامترهای عمومی مسیر از یک نقطه استفاده می کنیم . با دیفرانسیل گیری از معادلات 


: و (۸۰۱۰۶) نسبت به چنین متغیری داریم‎ )۸۰۱۰۴( (A. Y.) 


بخش ۸۰۲ :تحلیل ایستایی فی plat‏ و بارهای حدی ۰ ۳۳۱ 





شکل ۲.۱ ۸ نمودار بار- تغیرمکان 


è = Li (à) + Ly(u, à), (A. Y. V) 
& = D(e - e) + D(é — jue’), (A. Y. A) 
oedetoelLy(u, du) = if edu, (A.Y.4) 


که علامت پرایم! نشان دهنده“ مشتق نسبت به فا می باشد . دومین عبارت در معادله" )4 (A.Y.‏ مربوط 
به وابستگی age‏ ږا است که در معادله" (۳ . ۲ ۰ دیده می شود. 
بیشتر الگوریتم های حل که برای تحلیل های غیر خطی به کاربرده می شوند بر اساس افزایش تدریجی 


معادلات (۸۰۲۰۷) - (A. ۲۰ ٩۹(‏ را برای این مورد نوشته و حساسیت های بار را با پرایم نشان می دهیم . 


: داریم‎ 
e =Li(w) + Li; (u. u’), (A.Y. Y) 
o -D(e' - e^). )۸۰۲۰۱۱( 
c'eóc + ,۱)رریآ وی‎ su) = f'eón, )۸ ۰.۲ .۱۲( 


1) Prime 


Aa مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت‎ rrr 
تا‎ (A. Y. V) شبیه به معادلات حاکم در حساسیت نسبت به یک پارامتر سختی که از نوشتن معادلات‎ 


( . ۲ . ۸) برای حالتی با یک پارامتر سختی p‏ به دست آمد؛ می باشند . Ty‏ 


Ep = Li(up) + Lulu. u.p), (A. Y. W) 
op = D,(e — €’) + De, = Die, — €”), (^. Y. M) 
0,96€ +o eLi(u,,6u) 2 ۰ (A.Y. 10) 


با مقایسه این دو سری معادلات در می يابيم که عبارت بار در معادله VY)‏ ۲۰ ۸۰) از معادله )30 Y.‏ .^( 
حذف گردیده و معادله حاکم (۸۰۲۰۱۴) شامل یک کرنش اولیه متفاوت است که مقدار آن برابر ع است 
که در معادله (۱۲ LY‏ ۸) تعریف شده است . بنابراین» برای aala‏ سازی محاسبه حساسیت طراحی در 
یک بسته نرم افزاری تحلیل سازه؛ یک مدول حساسیت بار که در آن» بار واقعی و کرنش اولیه با کرنش 
اولیه مجازی eP‏ و بار مکانیکی صفر. جایگزین شده اند» استفاده می کنیم . 

از دیدگاه تحلیل اجزای محدود؛ معادلات حساسیت بار با ماتریس سختی تانوانت" بیان می شوند . 
بنابراین تنها تفاوت بین محاسبه" حساسیت خطی و غیر خطی این است که کرنش اولیه مجازی به جای 
سازه اصلی به سازه" تانژانت وارد می شود. اکنون حالتی را در نظر می گیریم که هم معادلات 
حساسیت بار و هم معادلات حساسیت طراحی خطی باشند. هر چند مسأله تحلیلی غیر خطی باشد . این 
یک خاصیت عمومی تحلیل حساسیت مسائل غیر خطی می باشد . 

می توان نشان داد که اثر غیر خطی بودن روی روش مجاورتی مشابه" اثر آن روی روش مستقیم است . 
یعنی » در مورد یک تابع تغییر مکان H‏ معادله" (۱۹ ۱۰ CA.‏ سازه مجاورتی» معادلات زیر را برآورده 


: می سازد‎ 
e“ = Li(u*) + Lii بقا)‎ u"), (A. Y. MP) 
a° =De’, (A.Y. W) 
a° efe +o e Li(u", du) =h, edu. (A. Y. NA) 


بنابراین » سازه مجاورتی یک سازه تانوانت است که در ah!‏ عنوان بار اعمال شده می باشد (مرجع ]3[ 


1) Tangent 


بخش ۸.۲ : تحلیل ایستایی فی رخطی و بارهای حدی ۰ ۳۳۳ 
را نیز ببینید) . برای پیاده سازی محاسبه" میدان مجاورتی در یک بسته نرم افزاری تحلیل سازه» در مدول 
حساسیت cob‏ باید فقط بار واقصی» با hu‏ جایگزین گردد. می توان نشان داد (تمرین ۵) که معادله" 
YA)‏ .1 ۰ ۸) هنوز قابل استفاده است . به طور مشابه در مورد تابع تنش G‏ معادله (۸۰۱۰۳۱) یک کرنش 


اولیه Bo‏ رامی توان به سازه؛ تانوانت اعمال کرد و معادله" (۲۴ ۱۰ ۸۰) را به دست آورد. 


۸۰۳۲۰۱ Jo 

تیر نشان داده شده در شکل (A. Y. Y)‏ دارای مساحت سطح مقطع و لنگر ماند I = 0.001 AL?‏ 
است و تحت تأثیر یک دمای ثابت T‏ (که از دمای بدون تنش جسم اندازه گیری می شود) فرار دارد و بار 
متغیر عرضی uP‏ به آن اعمال می شود. دمای به کار رفشه 7 په گونه ای انتخاب گردیده که بار محوری 
ناشی از col‏ نزدیک به بار حدی کمانش تیر می‌باشد که به صورت EA = E۸0٩7  7.5EIo/ L3‏ 
است . در این رابطه a‏ ضریب انبساط حرارتی و بار اعمالی برابر P = 1.2 × LOSE Ag‏ است. 
می خواهیم مشتق تغییر مکان در اثر بار Wan‏ را نسبت به مساحت سطح مقطم A‏ محاسبه کنیم (فرض 
می کنیم Pas‏ و 7 ثابت باقی می مانند). 


Z, ۷ 


شکل ۲ Y.‏ ۸ تیر تحت تأثی رکرنش اولیه و بار عمودی 


برای یک تیر تحت تأثیر بارهای ترکیبی محوری و خمشی e‏ تانسور کرنش c US‏ دارای دو مولفه ,> و 
× بوده و تانسور تنش کلی شامل بار محوری N‏ و گشتاور خمشی M‏ می باشد . رابطه" غیر خحطی تغییر 


N = EA(e, — €), M = Elk, 


rrr‏ مبانی بهینه سازی ساژه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 


که در آن oT‏ = ء است . معادله کار مجازی عبارت است از : 
2L‏ 
i (Wie EMO dr = Pun,‏ 
0 
که در آن 
bx = W zz-‏ ,و 60یا + be, = bu,‏ 
ابتدا مسأله" تحلیل را به صورت دقیق ' بر اساس یک مدل ساده" اجزای محدود حل می‌کنیم . به dedo‏ 
تقارن» فقط نیاز به تحلیل نیمه" چپ تیر داریم که باید از نصف بار و شرایط تقارن 0 = او 0 < 9 در 


وسط تیر استفاده کنیم . سمت چپ تیر را با یک تیر منفرد جزء محدود با تغییرات خحطی au‏ تغیبرات از 


درجه سه W‏ نقریب می زنیم . با به کار بردن شرایط مرزی و توابع شکل جزء محدود داریم . 
 (w/L)zuw(3z?- 22%), £-r/L, | w-wQL.‏ ,0 < وه 
کرنش ها و تنش های کلی به صورت زیر است : 


e, = 18022 - FY, K = (6%/L)(1 — 21), 


Se, 3606025 — 77)’, êk = (66w/L)(1— 22), 
N = 188۸0) - 22۳ -EAé, M =(6EIw/L)(1— 22). 


با انتگرال گیری از معادله" کار مجازی روی جزء (با بار از صفر PG‏ در انتها) داریم 
(الف) 12(EI/L?yip - 1.2 Ac = 0.5uP.‏ + ۸۵3 1.02857 


معادله (الف) را بر EA‏ تقسیم می کنیم و با استفاده از رابطه بین مقادیر € P, i,‏ در حالت Az Ap‏ 


: داریم‎ 
1.02857 93 + 0.0030 = 6 x 1075p. 


برای 1 = u‏ داریم 0.01800 = - 


1) Closed- form 


بخش ۸.۲ :تحلیل ایستایی فیرخطی و بارهای حدی ‏ ۳۳۸۵ 
قبل از به کار بردن روشهای مستقیم و مجاورتی برای محاسبه" dA‏ حالت تانژانت مشت نسبت به مم را 
در نظر می گیریم . لذا معادلات (۱۰ ۲۰ ۸۰) تا (۱۲ ۲۰ ۸۰) به شکل زیر نوشته می شوند : 
e, = ul, + Wa, = 300 (2-7), = wy, -6u(1-—2z)/L,‏ 
N' = ۸۶, M = EIR,‏ 


L 
f (N'6e, + ۸6 + Nw',bw ,)dz = 0.5P6u,,. 
0 


که از آخرین معادله می توان انتگرال گیری کرد که به صورت زیر در می آید : 
(ب) . 0.5P‏ = ار 1.2۳۸۵ — 12(EI/L^)u/‏ + ۸20 ۳ 3.08571 


این معادله می تواند از مشتق گیری از معادله (الف) نسبت به بم نیز به دست آید . 
روش مستقیم: معادلات(۱۳ ۵۰ تا (۱۵ ۰ به صورت زیر نوشته می شوند (یادآور می شود که ! 


Ezp = Usp + WW p, Kp = U erp, 
Np = EAlļezp + (e. —-6)/4, رم = و‎ 
n "ONE Max و‎ Do lites 
از‎ «P می بینیم که معادلات حساسیت» همان معادلات حالت تانژانت هستند به جز این که به جای بار‎ 
استفاده شده است . با استفاده از معادله (۸۰۱۰۱۸) در می یابیم‎ e? = ,ع)-‎ - 6)/ A مجازی‎ aly! کرنش‎ 
: که کرنش اولیه ناشی از بار مجازی» به شکل زیر تعریف می شود‎ 
L L 
PP êw, = — n Ele, Ane = -E f [1803 — 2) — [3606002 — 3) dz 
- — 102857 Bau, + 1 2Ecübu,,. (ب)‎ 

معادله' حساسیت طراحی از Wales‏ حساسیت بار» معادله" (ب) » با جایگزین کر دن بار واقعی (0.5) با 
بار مجازی pr‏ و جایگذاری 2 با ,ت بدست می آید که معادله بر حسب DA‏ به شکل زیر در می آید : 


3.08571 FAW, + 12(E1/L?) 4 - 1.2۳8۸۵ = -1.02857 ۳۲763 + ۱28 ۰ 
(ت)‎ 


rr?‏ سبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۸: مقدعه ای بر تحلیل حساسیت متفی ر) 
این نتیجه با مشتق گیری از معادله (الف) نسبت به ۸ نیز به دست می آید . با حل کردن معادله برای به دست 
آوردن مر داریم : 


_ —1.028578? + 0.0968 — 0.6888 
^ (3.085719? + 00244 A 


gei 


روش مجاورتی: برای استفاده از روش مجاورتی 0 را به صورت زیر تعریف می کنیم . 
2L‏ 
=H = (w/L)é(r — L)dz,‏ 
0 
که d(x - L)‏ تابع ديرك دلتا می باشد . برای این حالت hu‏ یک بار متمرکز عمودی واحد با مقدار 1/L‏ 
است که به وسط تیر اعمال می گردد . از آن جا که میدان مجاورتی از مدول حساسیت بار با جایگزینی بار 


واقعی با By‏ به دست می caf,‏ بنابراین» معادله" حالت مجاورتی "س می تراند با جایگزینی ت با 2 و 


. /1در معادله (ب) به دست آید‎ 6 0.5P 
۴رد‎ = [3.08571 EAT? + 12(EI/L?) - 1.2E Ae]! /L. 
. آن گاه از معادله (۰۳۰ ۰۸۰۱ ۾ ,س به صورت زير به دست می آید‎ 
بر‎ = Ha = PPu(1/2) = LPP" 


۲۰۲ ۸۰ بارهای حدی 
اکنون سراغ محاسبه" یک بار حدی می رویم ؛ در این جا معادلات حساسیت بار یعنی معادلات 
(۸۰۲۰۱۰) تا(۸۰۲۰۱۲) منفرد می شوند. برای چاره جویی مسأله‌ای که دارای شرایط منفرد است 
معمول این است که مسیر پاسخ را با پارامتر دیگری به جز بار e)‏ عنوان مثال یک مولفه تغییرمکان یا یک 
متغیر طول (OLS‏ تعریف می کنند . معادلات V)‏ ۲ . ۸) تا (۹ ۲۰ ۸۰) را برای این حالت به گونه ای در 
نظر می گیریم که پارامتر پاسخ و یم را کنترل کنند و نه سختی را (یعنی 0 = .(D‏ در نقطه حدی» 0 jim‏ 


و مشتق پاسخ نسبت به پارامتر مسیر را با زیرنویس مشخص می کنیم . بنابراین مصادلات(۰۷ ۰۲ ۸) تا 


بخش ۸.۲ :تحلیل ایستایی فی رخطی و بارهای حدی ‏ ۲۳۷ 


€; = Li(u;) + Li(u^, uj), (A. Y. 44) 
o,=De), (A.Y.Y*) 
6۱ 962+ o" »Lyj(u,óu)20, | (A.Y. 11) 


که علامت ستاره نشانگر پاسخ در نقطه حدی است . توجه کنید که معادلات (۸۰۲۰۱۹) تا (۲۱ ۲۰ (A.‏ 
با قسمت همگن معادلات حساسیت بارها(۱۰ . ۸۰۲) تا (۱۲ ۲۰ ۸۰) شبیه هستند . این حقیقت که 
معادلات همگن دارای جواب غیر صفرند» نشانگر این است که معادلات حساسیت بارها به صورت 
منفردند Glia)‏ طور که در نقاط حدی انتظار می رود) . منفرد بودن نه فقط در نقاط حدی بلکه در نقطه" 
شاخه نیز اتفاق می افتد ؛ در این cle‏ جواب معادلات (۱ ۰ ۸۰۲) تا (۸۰۲۰۱۲) منحصر به فرد نیست . در 
یک نقطه cat lt‏ معادلات (۱۹ ۰ ۸۰۲) تا (۰۲۱ ۲ ۸۰) برقرار است» حتی اگر .0 یر باشد. چه در بار 
حدی و چه در کمانش caÀ LS‏ به ny‏ مود کمانشی گفته می شود . 

برای محاسبه مشتق بار حدی "مر نسیت به یک بارامتر سختی p‏ باید معادلات Y. V)‏ ۰ ۸) تا (۹ (A. Y.‏ 
به گونه ای نوشته شوند که بتوان همزمان سختی و بار را تغییر داد. اما هنگام تغییر مسختی e‏ باید مقدار بار 
را در حد آن نگه داشت . این مسیر با ا مشخص می شود و در شکل (۸۰۲۰۱) با خط چین نشان aala‏ شده 


: است در طول مسیر داریم‎ 
pv, K= u'(p), u = u'(p). (A.Y. YY) 


برای مشخص کردن تغیبر همزمان و بار» زیرئویس را برای مشتق و علامت ستاره را برای بار حدی په 


کار گرفته ایم بنابراین معادلات (۸۰۲۰۷) تا (۹ (AY‏ به صورت زیر نوشته می شوند : 


o = D,(e" - e’) + و۲‎ - ue"), (A.Y.Y¥) 
09 be +o" e Ly (uy, du) = uf e du. )۸ . ۲ ۰ ۲۵( 


اکنون می توان با جایگزینی bu = ut‏ در معادله YO)‏ .۲ . ۸)» رابطه" زیر را برای مشتق پار حدی به 


gis ۸‏ بهینه‌سازی سازه‌ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
دست آورد . 


« _ Tp. E +o" eLy(us, uj) 


H= (A. Y. YF) 


feu; 
دارد. این مشتقات را می توانیم بدون استفاده از یک میدان‎ JU این معادله به مشتقات پاسخ پیش کمانش‎ 
به دست‎ )۸۰ Y ۰۲۱( مجاورتی و با توجه به تشابه صورت کسر با آنچه از جایگزینی ,لا = 60 در معادله‎ 


می‌آید حذف نمود. 
oee Fo" e Li (uiu) =0. (A.Y.YV)‏ 


AY Y) (A Y YY)‏ برای نوشتن مجدد معادله" (۲۷ ۲۰ ۸۰) به صورت زیر استفاده می کتیم 
p De” e£; +o" e Li(ui u$) =0. (A. Y. YA)‏ + )£ و (اع — D,(&€‏ - :5 و0 


سرانجام با تر کیب کردن معادلات (۲۶ ۲۰ ۸۰) و (۰)۸۰۲۰۲۸ به شکلی از مشتق بار حدی نسبت به 
پارامتر سختی به صورت زیر می رسیم : 


„ _ Dyfe-e)ee, 
= iM A.Y. 
Hp f’ ou, + De” ec, ey 
که به مشتقات پاسخ پیش کمانش نیاز ندارد. این عبارت می تواند برای موارد محاسبه اجزای محدود»‎ 


بیشتر ساده سازی شود . با استفاده از معادلات (۱۳ ۱۰ ۸۰) و (۸۰۱۰۱۸) داریم : 


cr Au. (A.Y.Y*)‏ دز 
Po (f'-f')eu,‏ 
که *«ع بار مجازی معادله VA)‏ . ۱ . ۸) است که در نقطه" بار حدی ارزیابی گردیده و ع بار معادل گره‌ای 
مربوط به کرنش اولیه ام می باشد . 
محاسبات بالا را می توان برای کمانش شاخه نیز به کار برد. یاداور می شود که برای کمانش شاخه [a‏ 


بخش ۸.۲ : تحلیل ابستایی فیرخطی و بارهای حدی ‏ ۲۳۹ 
نمی eal‏ معادلات (۳۰ . ۲ ۰ ) و Y, Y4)‏ ۰ رااستفاده کنیم . حساسیت بارهای کمانش شاخه در 


بخش بعدی بحث خواهد شد . 


مثال ۸۰۲۰۲ 

خربای دو عضوی نشان داده شده در شکل ۲۰۳ ۸۰ تحت بار ثابت ‏ و Glas‏ متغیر منفی LT‏ قرار گرفته 
است . هنگامی که خربا سرد می شود تغییر مکان ۸ در اثر بار ۶ افزايش خواهد یافت تا به یک نقطه حدی 
می رسد و حرپا متلاشی می گردد . می خواهیم مشتق عامل بار حدی "یر را نسبت به مساحت سطح مقطع A‏ 
برای A = Ay‏ محاسبه کنیم . داده های aT = 0.01 ۳۴/8۸ = 0.001 Sle So‏ 10° = 9 


می باشد که 7 ضریب ارتجاعی و a‏ ضریب انبساط حرارتی است. 





شکل ۲.۳ ۸ خربای درمیله ای تحت تأثیر بار ترکیبی مکانیکی و حرارتی 


به دلیل تقارن» می توانیم تنها نصف خرپا را با نصف بار مکانیکی اعمال شده به آن تحلیل کنیم. 
مختصات و را در امتداد طول خرپا انتخاب می کنیم . رابطه کرنش - تغیبر مکان» قانون هوك و معادله کار 


مجازی به صورت زیر نوشته می شوند : 


L 
€= us +0.5(u2 + 0%), N = EA(c + paT), f N bedr = 0.5P6h, 
0 


که 


be = uz + UO, + ۷ ی‎ 60 


rr‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متفیر) 


از آن جا که مسأله" ما یک خرپاست می توانیم فرض کنیم که وه ون به طور خطی با 2 تغییر می کنند و داریم : 
h=h/L,‏ که —hcos6,‏ = یا üs —hsinÜ,‏ 
بنابراین : 


€ = —hsing + 0.5A?, be = —6hsinó + hêh, 


N = EA(—hsin8 + 0.55? + paT). 
: با جایگزینی در معادله کار مجازی داریم‎ 
EA(—ħsin8 + 0.5h? + paT) - sin0 + h)6h = 0.5P6h. 
شده در مسأله می توان نوشت‎ osla و مرتب سازی دوباره و استفاده از اطلاعات‎ 0.5 BA با تقسیم معادله به‎ 
R? — 0.5209h? + 0.02(3.015 + p)h = 0.00140/۸ + 0.003473. . (الف)‎ 


از معادله" (الف) می توان پاسخ خرپا به افزایش دما را پیش بینی کرد . برای این کار با یک پارامتر بار داده 
شده یم بايد یک معادله درجه سوم حل شود. با این وجود می توان با افزایش تدریجی ‏ نیز برآیند م را 
محاسبه کرد . از منحنی می توان دریافت که ضریب بار محدود کننده مربوط به تغییر مکان 0.09424 = ۸ 
برابر 0.56274 = "ياست . بأتوجه به این که مساله فقط یک درجه آزادی ls‏ 3« حالت (مود) pos‏ 
فقط دارای یک مؤلفه ۸ می باشد و می توان مقدار آن را واحد در نظر گرفت . 

برای محاسبه حساسیت p”‏ با استفاده از معادله" (۲۰۳۰ . (A‏ همچنین به اء — € در نقطه حدی 


نیازمندیم . با استماده از عبارت کرنش بر حسب تابعی jl‏ داریم : 
e — e" = —h sind + 0.5(h")? + p"aT = —0.006297.‏ 


کرنش اولیه مجازی برای یک جزء خرپا به صورت c (e - e)/ A‏ می باشد (معادله (۱۴ ۸۰۱۰ رایبینید) . 


بخش ۸۰۲ :تحلیل ایستایی فیرخطی و بارهای حدی FUP‏ 


بنابراین مقدار بار مجازی به صورت زیر قابل محاسبه است . 
fF = —E(e" — é) = 0.006297E.‏ 


بار مجازی شامل دو نیروی هم راستا با عضو خرپا می باشد که در دو انتهای آن اعمال می شود. همچنین 
باید بار مجازی مربوط به 7»- = ef‏ نیز محاسبه گردد. مقدار این نیرو عبارت است از : 


f! = - 8۸0 = -0.01EA. 


این نیرو نیز در راستای عضو می باشد . اکنون با استفاده از معادله Y LY Y)‏ ۸۰) و توجه به این که برای 


. _ —0.006297Ecos(90? + 0) _ 0.6297 
Pa = TT901EAcos(QU 8) Ao — 


صحت این نتیجه را با تفاضلهای محدود بررسی می کنیم . با افزایش یک درصدی مساحت و جایگزین 
نمودن 1.01۸0 = ۸ در معادله (الف) و حل مجدد 0.50899 = u”‏ به دست می‌آید. تقریب تفاضصل 
محدود برای مشتق به صورت زیر خواهد بود : 


. . 0.56899 — 0.56274 _ 25 
HA P 0.01 As Ris t 


که با مشتق تحلیلی یک هم خوانی منطقی دارد. ۰ ۰۰ 





۳ .۸ نکات پیاده سازی و اجرا 

معمولاً در یک بسته نرم افزاری تحلیل سازه برای تحلیل غیر خطی» برای تولید مشتقات بارهای اعمالی 
نسبت به پارامتر بار و و برای حل معادلات تانژانت تعادل به ازای هر مقدار cok‏ ابزار خاصی پیش بینی 
می شود . برای حساسیت پاسخ ایستایی در روش مستقیم فقط قسمت دوم مورد نیاز است . روش گفته 
شده عیناً مشابه روش استفاده شده در حالت خطی است (بخش ۱۰۳ ۸۰ راببینید) . بار واقعی با کرنش‌های 
اولیه مربوط به تغییر سختی (معادله" ۱۲ ۱۰ (A.‏ جایگزین می گردد و معادلات تانژانتی تعادل به وسیله 


بسته نرم افزاری تحلیل سازه حل می شود. آن گاه خحروجی بسته نرم افزاری» حساسیت به متغیر سختی 


la PT‏ بهینه سازی سازه ها (نصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت عتغیر) 
خواهد بود. 

روش مجاورئی مشابه روش استفاده شده در حالت خطی می باشد . همان بار مجاورتی استفاده می شود 
اما به سیستم تانژانتی اعمال می گردد . معادلات (A V YA)‏ و (۴۲ ۱۰ ۸۰) هم قابل استفاده هستند . با 
این وجود برای تحلیل غیر خطی » استفاده از روش مجاورتی مانند حالت خطی دلیل محکمی وجود 
ندارد. در تحلیل غیر خحطی هزینه تحلیل » خیلی بیشتر از هزینه" محاسبات حساسیت AS)‏ هميشه خطی اند) 
می باشد . بنابراین» حتی هنگامی که تعداد توابع پاسخی که باید دیفرانسیل گیری شوند. خیلی کمتر از 
تعداد متغیرهای طراحی باشد ؛ باز هم روش مستقیم یک انتخاب منطقی است . 

پرای حساسیت پارهای حدی: کاربرد معادله"(۳۰. ۸۰۲) ساده است. در این حالت محاسبه؛ پار 
مجازی مربوط به تغییر سختی و دو ضرب اسکالر : یکی بار مجازی و دیگری بار واقعی (که هم شامل 
مولفه های مکانیکی و هم شامل کرنش اولیه است) در مود ارتعاشی مورد نیاز می باشد . 


۳ ارنعاش و کمانش 

ابتدا ارتعاشات هارمونیک آزاد کوچک را با بسامد س که به حالت تعادل غير خطی 
((م)ت (Ufu), e(u),‏ وابسته به پارامتر بار مم اضافه شده در نظر می گیریم . میدانهای دامنه ارتعاشی رابا 
£j 1‏ و 7 نشان می دهیم . این میدانهای دامنه" ارتعاشی را می توان به صورت یک اغتشاش کوچک در 
حالت تعادل غیر خطی در نظر گرفت . بنابراین» معادلائی که این میدانها آنها را برآورده می سازند» با 
اضافه کردن یک اغتشاش کوچک به معادلات میدان غیر خطی (A Y. Y) «(A Y ۰ V)‏ (۸۰۱۰۶) و با 
جایگزین کردن نیروی کالبدی ۶ با یک نیروی ماند دالامبر" به دست می آیند . با فرض این که هیچ کرنش 


اولیه وجود ندارد» داریم : 


€, = Li(uji) + Lufu, uj), )۸۰.۳ .۱( 
ce; = Dg, 4۸۰۳  ۲( 
cC; ® e + o o Lufu, 6U) = w Mu, edu, (^.Y.Y) 


که M‏ مشخص کننده تانسور جرم بوده و Be‏ از معادله (AY LY)‏ دست می آید . توجه شود که این 


1( D'Alembert 


بخش ۸.۳ :ارتعاش و ff ELS‏ 
معادلات Lee‏ شبیه معادلات حساسیت بار (۱۰ . ۸۰۲) تا (۱۲ ۰۲۰ ۸) هستند به جز این که ۴۲ با بار ماند 
جایگزین شده است . با در نظر گرفتن uj‏ = 60 در معادله" (A Y Y)‏ نسبت ریلی" برای بسامد ارتعاشی 
به صورت زیر به دست می آید : 


٩ 6: + c elLo(uj)‏ 0۱ _ و 
o ——M ,‏ = لیا 
Mu; eu;‏ 


(A.Y. *)‏ 
در یک بارگذاری استاتیکی» سازه در یک بار "یر مربوط به حالت پیش کمانشی «u* = u(p*)‏ 
e* = ٤)" ( ۰0۳ = ofp")‏ کمانش می کند. بار کمانشی مربوط به حالت بسامد ارتعاشی صفر است . 
بنابراین حالت مود کمانشی راء رت و €1 معادلات (A. Y.) (A. Y . ALT. D‏ رابا0 = سو 


. ج ,"ی = ا برآررده می سازند‎ =o" 


۱ روش مستقیم 

برای محاسبه مشتق بسامد نسبت به یک پارامتر سختیم با دیفرانسیل گیری از معادلات 
(AY Y) ۰ Y)‏ (۸۰۳۰۳) نسبت به ص شروع می کنیم . سپس مقدار Guy‏ را برابر شکل مود 1ا 
قرار داده و با استفاده از معادله )0 . ۲ (A.‏ داریم : 


Eip = Li(ui,) + Li(u, ui) + Lii(u,ui,), (^. Y.O) 
Tip = Dei + Dei,, (A.Y.5) 
61 ی‎ 6 6۱ +o ۰ L;:(u,, uj) + م‎ e Lڊ(u,)‎ + 6 0 Lii(ui,, ui) (A.Y.VY) 


= (o4), Mu, eu; + زاین‎ eu; + o^ Mu, eu. 


مشتقات حالت (مود) ارتعاشی Up, Tip‏ را می توان از معادله (۰۷ ۳ ۰ (A‏ ابتدا پا فرار دادن Bu = uis‏ 


: حذف نمود. بنابراین داریم‎ (A. Y و سپس استفاده از معادله"(۳.‎ (A Y T) در معادله"‎ 
ei ¢ [Li(u,) + Li (U, 0,)) +o eLii(u, uy) = u" Mu e Up. (A.Y.A) 


سپس با کم کردن معادله" A)‏ ۰۳ ۸) از معادله (۸۰۳۰۷) و استفاده از معادلات (۵ ۸۰۳) ,)8 (A.‏ 


1) Rayleigh 


rrr‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
می توان نوشت (تمرین (V‏ 


os: D p€, *€; + 20, *Li(u,,u)) + 0, eLo(ui) -a Mpu eu, ۳ 
Mu, e u, 


اولین و آخرین عبارت در صورت کسر معادله' ٩(‏ .۰۳ ۸) به ترتیب مربوط به مشتقات ماتریس سختی و 
ماتریس جرم در معادله D)‏ ۳. ۷) می باشد . وقتی مشتقات بسامدهای طبیعی را محاسبه 
می کنیم ؛ جملات دیگر صورت کسر حذف می شوند . برای بسامدهای ارتعاشی یک سازه تحت بار» به 
جمله" دیگری که شامل مشتقات میدان استاتیکی ها و » نسبت به p‏ باشد» JU‏ داریم . این گونه مشتقات 
باید از حل معادلات (۱۳ ۲۰ ۸۰) تا (۱۵ ۲۰ (A.‏ محاسبه گردند . 

مشتق بار کمانشی با شرط 0 = س در کمانش به دست می آید . همان گونه که م تخیر می pS‏ باید 
همزمان با آن تغییر کند به گونه‌ ای که س برابر صفر باقی بماند . یعنی 0 = (*س)4. بنابراین : 

d(w?) = (w°) pdp + (uy du* = 0 (A. Y. 9)‏ 
که علامت پرایم مشخص کنندة مشتق نسبت به و می باشد . اولین عبارت در معادله (۱۰ ۰ ۸۰۳) تغییر 
در س یک سطح بار معین بوده و دومین عبارت» تغپیر در س مربرط به تغییر در سطح بار می باشد . 


مجموع این دو تخییر صفر می شوند به گونه ای که بسامد در بار کمانشی» صفر باقی می ماند . از معادله" 
(A Y.)‏ داریم : 





ss P., 
ium GE. )۸۰ ۳۰ ۱۱( 


برای محاسبه مشتق بسامد نسبت به پارامتر بار pe‏ ۰ از دیفرانسیل گیری از معادلات (۸۰۳۰۱) تا(۳۰۳. 
(A‏ نسبت به م و سپس قرار دادن uj‏ = :81 شروع می کنیم . 

> = Li(uj) + Lii(u, ui) + Lu(u uj), (A. Y. Y) 

cei = Dej, (A. Y. VY) 


oeei +o را ناه‎ ui) )واه‎ (+ eLii(uj, uj) = (Mu; eu; +w Mu} eu. 


(A.Y. VY) 


بخش ۸.۳ SU:‏ وکمانش ۳۳۵ 
سپس مشتقات میدان ارتعاشی نسبت به م را با جایگزینی uj‏ = 60 در معادله"(۸۰۳۰۳) و استفاده از 


. حذف می کنیم‎ (A. ۲۰۳( معادله‎ 
cı *[Li(u]) + Lı(u, u{)] + eb[Li(u, uj) = Mu, e uj, (A.Y. 1d) 


و سپس با کم کردن معادله )10 ۸۰۳) از معادله' (۱۴ ۰ ۰۳ ۸) و استفاده از معادلات D‏ ۰۳ ۰6۸ 


: داریم‎ (A. Y. ۱۳( (ALT. yy) 


(gy Bei bala TT e aa) (A. Y, M) 
Mu, eu, 


در نهایت با جایگزین کردن مقادیر مصادلات (۹ ۰ ۸۰۳) و (۰۱۶ (AY‏ که در بار کمانشی ارزیابی 


گردیده اند» در معادله (A. Y ۰ Y‏ داریم : 


„ _ Dye ° E +20, eLi(u, u) + c, * Lo(u) (A. AY) 
i2 2c, è L (u, u) + 0 e La(u) ۱ 


که علامت ستاره مشخص کننده مقادیر پیش کمانشی ارزیابی شده در بار کمانشی است . توجه داشته 
باشید که میدان :7 و 11 مشخص کننده بسامد- صفر یا حالت مود کمانشی است. 


مثال ۸۰۳۰۱ 
تیر مثال (۱ ۲۰ . ۸) دارای جرم حجمی م می باشد . مشتق کمترین بسامد ارتعاش عرضی تیر نسبت به 
مساحت سطح مقطع 4 را با فرض پارامتر بار اعمال شده 1 = بر محاسبه کنید (مجدداً فرض کنید آ و P‏ 
تغییر نمی AES‏ 

همان تقریب یک جزء محدود را برای نصف تیر که در مثال V‏ ۸۰۲۰) استفاده شده» به کار می بریم . 


با فرض یک شکل مود متقارن» مود ارتعاشی را می یابیم . 
u < 0,  w/L-3z!'-22.‏ 


به منظور محاسبه بسامد ارتعاشی» از نسبت ریلی معادله (۴ ۰ (A LY‏ استفاده می کنیم . اولین جمله در 


صورت کسر عبارت امست از : 


rre‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
L‏ 
n (Ny x1 + Myx, )dz.‏ = 6۱ 0 1 6 
0 


با استفاده از معادلات D‏ ۰ ۸۰۳) و CA. Y Y)‏ و عبارات مثال (۱ ۲۰ ۸۰) داریم : 


Ezi = WW, = 20 سه‎ zy. Ni = ۸46 , 
K1 = Wie = 6(1 = 2z)/L, Mı = EIK . 
: بنابراین‎ 
L 
AE n [1296E A(z — 3%) + 36EI(1 — 22) /L?]dz 
0 
z2.005714EAUL + 12EI/L. 
دیگر عبارتهای نسبت ریلی به صورت زیر است‎ 


L 
g o La(u1) = f Nw? .dz = 1.02857 5۸02۲, — 1.2EALé , 
0 


L 
Mu, e u, = n Apwtdz = 0.3714pAL?, 
0 
: بنابراین‎ 


3.08571 E Au? + 12EI/ D? — 1.2EAe E 
a رن سا‎ E 
s 0 هم‎ 


توجه کید که برای یک تیر بارگذاری نشده 0 = ت و 0 = e‏ و داریم 


| EI 
w = 5.68 PALi’ 


که در حدود 1.5% بیشتر از جواب دفیق می باشد. برای یک مشتق تحلیلی که بعداً برای مقایسه استفاده 
می کنیم می توان مشتق ey?‏ رانسبت Ady‏ دست آورد. 


. $.08571E(u^-- ت2۸‎ 4) - 12bEé w? 


2 
ML 0.3714pAL2 A 


به منظور محاسبه این مشتق در روش مستقیم از معادله" (۹ ۰۳۰ (A‏ استفاده می کنیم . عبارات مختلف در 


بخش ۸۰۳ :ارتماش و کمانش PPY‏ 


این معادله به صورت زیر محاسبه می شوند : 
L‏ 
De; * €, =f Eê dr = 2.057MEVL,‏ 
0 


L 
20; e. Liu, uj) = 2 | NywWeaw 2d = 4.11428E ۸400 AL , 
0 


L 
ss Lau) = | Nautude 
1 که‎ 
N a = Eles - &) + EA A = Ele, - ¢) + EAw wA. 
بثابراین‎ 
a p° La(u,) = 1.02857 EU?L — 1.2Ee'L + 2۰057140480 AL, 
3 
L 
wM, au; eu = a | purdz = 0.3714 pL. 
0 
m در‎ 


6.17142E Adib 4 - 1.286 w?‏ + 3.08571 = ر(ش) 
0.3714p AL? A’‏ لین i‏ 


که با نتایج تحلیلی مطابقت می کند . با استفاده از مقادیر ت و 4 7 از مثال (A. Y. D‏ داریم : 


EE 


(w?) a = IS ADS 


۲ .^ روش مجاورتی 
(۱۳ ۰.۲۰ ۸) تا (۱۵ ۲۰ ۸۰) نیاز دارد. این گونه محاسبات هنگامی که بخواهیم حساسیت ها را نسبت به 


تعداد زیادی از پارامترهای سازه ای به دست آوریم» هزینه" زیادی در بر خواهد داشت . در این گرنه موارد 


PA‏ مبانی dings‏ سازی سازء ها fai)‏ ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
معادلات تعادل استاتیکی را در ضربگرهای لاگرانژ (که ما به آنها میدانهای مجاورتی می گوییم) ضرب 
می کیم و سپس به #س اضافه می e$‏ بتابراین : 


(w?)" emos + e“ e [e — L, (u) - sLa(u)] + e“ e [o - D(e - [(اع‎ +f o u° 
—0 0 [L;(u?) + Ly (u, u*)| 1 (A.Y. 3A) 


که mg‏ اندارهٴ رده Mus e‏ برای مقدار اسمی p‏ می باشد (یعنی 70 با p‏ تغییر نمی کند) . ثابت mo‏ به این 
سبب اضافه شده است که عبارات نهایی برای میدان مجاورتی: ساده شود . با مشتق گیری از معادله" 
Y. YA)‏ ۸) و استفاده از معادله" (۹ ۳۰ CA.‏ داریم : 


mow”) س( = م‎ = Dp€ı و‎ €) +20, © Li (up U) + po )ون‎ ( — ^M pu, eu, 
+° e lee ~ Li(u,) - Lalu, uy) + e" e |o ی‎ - D, (e ~ €') - Dep] 


- »ی‎ [L.(u*) + Lıı(u, u*)| - e «Li (up, u°). (A.Y. 4) 


: با جمع بندی عبارتهایی که شامل مشتقات تغییر مکان» مشتقات کرنش و مشتقات تنش هستند داریم‎ 
molu’) p = D pe, e €1 - wM pu; eu; - &* o 1 ع)م‎ - €') 
~ o° e [L:(u;)  Li(u, [(یتا‎ — & *Lii(u,, u^) + 20, eL;; (u,, ui) 
+ و ری‎ |o" - De] + ope [e° - Li(u^) — Lilu, u") + Lo(u;)| . 


(A.Y. Y.) 
مشخص می گردد که به منظور حذف مشتقات حالت تعادل استاتیکی: حالت‎ (A ۰۳۰ ۲۰( از معادله‎ 


مجاورتی بایستی معادلات زیر را برآورده سازد. 


e“ = Li(u*) + Lii(u, u?) - Lo(u:) ۰ (^.v.YV) 
o^ = De", (A.Y. YY) 
oe [L;(óu) + Lii(u,óu)| toe Lii(u^,óu) — 20,9 L;;(u;, ŝu) zü. (A.t. ۲۳( 


آنگاه مشتق بسامد به صورت زير خواهد پود : 


بخش ۸.۳ :ارتعاش و کمانش ۳۳۹ 


(ji, Datiss co Maura w Dee) duorum 
rd Mu, eu; ` 


معادلات مجاورتی که یک قسمت همگن مشابه با مصادلات (۸۰۳۰۱) تا (۰۳ ۳ (A.‏ برای 0 = w‏ 
دارند» ممکن است به عنوان معادلات میدانی یک سازه مجاورتی در نظر گرفته شوند که در آن عبارت 
Lolu)‏ در معادله (۲۱ ۰ ۸۰۳) کرنش اولیه و آخرین عبارت در YY) Sales‏ ۰ ۸۰۳) مربوط په نیروی 
کالبدی می باشد . در یک مسأله کمانشی (0 = Cy‏ قسمت همگن منفرد و میدانهای مجاورتی US‏ نیستند 
و هر ضریبی از مود کمانشی دتا می تواند اضافه گردد . هر رابطه تعامد ساز مناسب برای US,‏ ساختن 
میدانهای مجاورتی می تواند استفاده گردد. 

به طور مشابه مشتق مقدار ویژه کمانش به صورت زير است : 


D,E, ٩ 6۱ - D,E" ec? 
Hp 


= A.Y. ۵ 
: 2a, è Lyi (u^,u;) + 0۳ eLo(ui) ( ) 


معادله" (۲۵ . ۸.۳) بر اساس مود کمانش و حالت پیش کمانش که در "رم = بر محاسبه شده قرار دارد . در 
عمل بار کمانش به وسیله حل یک مسأله مقدار ویژه خطی شده در یک بار "ی > بر تخمین زده می شود. 


در مرجع ]4[ نشان داده شده که خطای حاصل در مشتق ود با این تفریب از مرتبه" uy‏ — "ی ) می باشد . 


۸۰۳۰۳ Uo 
مثال (۱ ۰۳۰ ۸) را بار دیگر با استفاده از روش مجاورتی حل می کنیم . بايد دو عبارتی که به مشتق جواب‎ 


ایستایی بستگی دارند را دوباره محاسبه کنیم . از آن مثال داریم : 


A = 2o رنه‎ (up u) +o peLe(ui) = 1.02857ELü?!—1.2ELe-6.17142ALirio ۰ 


(call) 
پا استفاده از روش مجاورتی این دو عبارت با عبارت زیر‎ 


= *ع-‎ e D,(e — (اع‎ 


در Wale‏ (۲۴ ۰ ۸۰۳) جایگزین می گردند . 


۴۰ — مبانی بهینه سازی سازه‌ها Lai)‏ ۸: مقدعه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
حالت مجاورتی که به وسیله معادلات (۲۱ . ۸۰۳) تا (۲۳ (A. Y.‏ تعریف گردیده شامل یک کرنش 
اولیه و یک نیروی کالبدی است . کرنش اولیه ےس = Lofty)‏ می باشد . نیروی گرهی «ff «dolos‏ به 
صورت زیر نوشته می شود 
L‏ 
fron = | wi ,EAbe,dz .‏ 
با استفاده از عبارات بیان شده در مثالهای (۱ . CA Y‏ و (۱ . ۸۰۳) برای beg‏ و elsi‏ 


f= 1256248 f (z - 7®)“ dz = 2.05714E AU. 


نیروی کالبدی عبارت امست از : 
L L‏ 
„dz = ?EA f w? w rdw dr‏ 6۵ ی رن رل f3 L6 =20, «Li, (u1,60) = 2f‏ 
0 0 
L‏ 
—2592E ۸6 f (z — z?y'dz = 4.11428E ۸0 .‏ 
0 
در مجموع نیروی گرهی به شکل زیر نوشته می شود 
۰ ع fl = f? + f?‏ 
این نیرو باید به سازه تانژانتی اعمال گردد. این بدان معنی است که اگر بخواهیم آن نیرو را در سمت راست 
معادله حالت تانژانتی (ب) از مثال (۱ Y‏ ۸۰) جایگزین کنیم باید به جای 'س در سمت چپ معادله از à?‏ 
استفاده کنیم ؛ u^‏ 
(ب) EAiv^ i^ + 12(EI/ L^)? — 1.2۳ Ae" = 6.17142E Av.‏ 3.08571 
برای استفاده بعدی معادله" (ب) را با معادله" (ت) مثال (۱ (A. Y:‏ مقایسه می کنیم و می بینیم که : 


6.17142 400, 
^ —1.0285782--126 ` 


(پ) 


g 


با توجه به این که ت را از معادله (الف) داریم» می توان A‏ را به صورت زیر محاسبه نمود : 


4= -eeDg(e =e) = f Bele- eae, 
0 


بخش ۸.۴ : حساسیت شکل ایستایی rri‏ 


(A. Y ۰۲۱( از معادله"‎ 


€ < w^w,.-— Wis = 36)2 - 2*(2) 0 — 1), 


: بنابراین‎ 
L 
A —36(1 - d^) J (z— zy sc -gy- é] dz (cs) 
0 


=(1 - ü^i)EL(1.02857à? — 1.26). 


اکنون می توان uw? Gade‏ را بدون محاسبه Ut A‏ حساب کردن »ره از معادله(ب) و ۸ از معادله (ت) په 
دست آورد. به منظور بررسی این که نتیجه به دست آمده از معادله(ت) مانند نتیجه معادله(الف) می باشد 
یا حير » پا استفاده از معادله" (پ) داریم : 


61714294 4 + 1.028570? — 1.2e 


(1 - #6) = 1.028578? — 1.2€ 


با قرار دادن عبارت فوق در ‘Wales‏ (ت) معادله" (الف) به دست می آید . ۰۰۰ 


۴ حساسیت شکل اپستابی ۱ 

محاسبه حساسیت نسیت به تغیبرات شکل بسار پیچیده تر از تغیبرات سختی می باشد. بخش حاضر 
به حساسیت شکل پاسخ ایستایی در محدوده ارتجاعی خحطی محدود می شود و بر اساس مراجم[5-11] 
است . افزون بر این بحث ما به رابطه سازی بدون انحنا (از قبیل کمان و پوسته) محدود می شود . خواننده 
برای اثبات نتیجه‌های استفاده شده در این بخش می تواند به مرجم ]2[ مر اجعه کند . 

برای حساسیت شکل متغیر از دو راه کلی استفاده می شود . روش اول و مشهورتر» مشتق Gale‏ بوده 
و روش دوم راه پارامترسازی دامنه می باشد که به عنوان روش حجم کنترل نیز شناخته می شود . هر دو 
روش بسیار IS‏ هستند» اما روش پارامتر سازی دامنه ساده تر می باشد و به خحصوص برای تحلیل اجزای 


محدود با اجزای ایزوپارامتریک" قوی و کارآمد می باشد. این بخش را با بحث پیرامون این دو روش 


1) Isoparametric 


rrr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۸: عقدمه ای بر تحلیل حسامیت متغیر) 
شروع می کنیم و سپس می بینیم که آنها چگونه می توانند با روش مستقیم و مجاورتی به کار گرفته شوند . 
۱ ۳۰ ۸۰ مشتق مادی 
میدان تغیبرات شکل do‏ را در نظر پگیرید به گونه‌ای که یک ذره مادی از مکان ‏ به مکان Hy‏ تغییر موضع 


MU داده‎ 
Xs =x  ó(x, p), )۸ ۰۴ ۰۱( 


که م متغیر طراحی شکل می باشد . × معمولاً به مختصه مادی یا لاگرانژی معروف است که مربوط به یک 
ذره" مادی است . 

تغبیرات دامنه V‏ و S‏ مرز سازه را مانند شکل (۱ ۰ ۴ ۸۰) RSS‏ می دهد . 

تابع f(x, p)‏ را که روی دامنه متغیر سازه ۷ تعریف شده است در نظر بگیرید . مشتق جزئی ۵f {Op‏ از 
f‏ نسبت به ص را با Sp‏ مشخص می کنیم . این مشتق تغییر را در یک موقعیت ابت در سازه اندازه گیری 
می نماید و اغلب» مشتق محلی نامیده می شود . مشتقی که تغییر f‏ در یک نقطه" معین از ماده را اندازه گیری 
می کند باید تغییر در X‏ هنگامی که D‏ تغییر می کند را نیز در بر گیرد. این مشتق به نام مشتق مادی یا مشتق 


مجموع ‏ نامیده می شود و این جا با fp‏ مشخص می شود . 





شکل ۱ ۰ تغییرات شکل دامنه سازه 


بخش ۸۰.۴ :حساسیت شکل ایستایی fff‏ 


fo= fot VIX. = و‎ VfTv, (A. *. Y) 
و‎ XS را در فضا معین می‎  نایدارگ‎ V f که‎ 

2X4, = $p (A. ۴ ۰۳(‏ ۷ 
استوار است و در این صورت ‏ مها یک میدان سرعت خواهد بود . مژلفه های v‏ با ما که م از ۱ تا ابماد 
مسأله تغییر می کند مشخص می شوند Uy 60) = Vey‏ = 2 و V:‏ = و . 


اکنون یک تابع برداری از قبیل میدان تغییر مکان وا را در نظر بگیرید . برای هر مولفه" یه از هه می توان 
با استفاده از معادله" (۱ F.‏ مشتق gale‏ را به شکل زیر به دست آورد : 


Ui = tip + (VujTv. (A. f. f) 
: که معادله فوق به صورت زیر خلاصه می شود‎ 
ولا‎ —u,-(Vu)v, )۸ ۰. ۴ ۰۵( 


۶ ماتریسی است که گرادیان تغییر شکل نامیده می شود و مؤلفه های آن به شکل زیر نوشته می شوند : 


Qu; 


(uoc Wt (A.*.5) 


یادآور می شود علامت کاما و زیرئویس ‏ که بعد از آن آمده» مشخص کننده مشتق نسبت به Tj‏ می باشد . 
از این تعریف می توان نتیجه گرفت که : 

(Vu)v = ujt, (A.*.V) 
که اندیسهای تکراری روی بعد مسأله جمع بسته می شوند» به گونه ای که برای یک مسأله دو بعدی‎ 


داریم : 


UV; = V) + ولج‎ = uU. + yt. (A. Y. A) 


rrr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها frai)‏ ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 


به طور مشابه برای یک تانسور کرنش CE‏ مشتق مادی به صورت زیر است : 


Ep = €E p + )۷(۷ = Ept Envi. )۸ . ۴ . 4) 


Y pana‏ مشتق مادی از لحاظ فیزیکی معنی دارتر از مشتق محلی است . برای مثال اگر شکل مرزی یک 
سوراخ را برای رها شدن از تمرکز تنش روی مرز تغییر بدهیم به مشتق تنش در مرز نیاز داریم و نه در یک 
نقطه با مختصات ثابت . از لحاظ ریاضی کار با مشتق مادی بیچیده تر از مشتق محلی است . مشتق محلی 
در مشتق نسبت به مختصات » جابه جایی پذیر است» در صورتی که مشتق مادی این گونه نیست . برای 
مثال » میدان کرنش مربوط به یک میدان تغییر مکان u‏ را در نظر بگیرید و آن را با نماد e(u)‏ مشخص کنید . 
کرنش با مشتق گیری از تغییر مکانها به دست می آید و لذا می توان ترتیب مشتق گیری را برای مشتقات 


محلی تغییر داد . 


€,(u) = e(u,), (A.Y. V9) 


در حالی که نمی توان برای مشتق cpl £p gale‏ معادله را نوشت . 
به منظور مشتق گیری از معادله کار مجازی نسبت به p‏ باید مشتقات انتگرال‌ها روی حجم و سطح 
سازه محاسبه گردند . فرض کنید که Iy‏ نمایانگر انتگرال روی دامنه سازه باشد . 


ly | fapa. (A. ۴۰ ۱۱( 

y 

lp = | av + f 1 ,۷ج‎ 1 
(dV), = V,dV = ۷ . (A. Y. W) 


به یاد داشته باشید که اندیسهای تکراری روی ابعاد مسأله جمع بسته می شوند . بنابراین برای یک حالت سه 


بعذی داریم : 


بخش ۸.۴ :حساسیت شکل ایستایی ۳۳۵ 
Unk = M11 + 922 + 043 = Vee + Uyy + Uy, = div v. 6۸.۴ .۱۴(‏ 
مشتق انتگرال سطحی 
Is = f tx pas (A. f. 10)‏ 
با یک روش مشابه به صورت زیر به دست می آید : 
fds + | f$). (A. ۴.1۶)‏ | = بدا 
مشتق جزء سطح عبارت امست از : 
(dS), = 5,۵5 = - Hn? ۷5 , (^. ۴۰ MV)‏ 
که ۲ بردار عمود بر مرز 5 بوده و H‏ انحنای ؟ در فضای دو بعدی است که دو برابر انحنا در حالت سه 


بعدی امت . 


A. P.Y‏ پارامترسازی دامنه 
بحث پارامترسازی دامنه بر اساس کار هابر " و همکارانش به خصوص در مرجع [11] بنا نهاده شده است . 


در این راهبرده بردار مختصه" ماده × بر حسب دامنه مرجع به صورت زیر نوشته می شود : 

x = x(r,p), (^. Y. NA) 
یک پارامتر شکل می باشد (شکل ۴۰۲ ۸۰ را‎ p بوده و‎ rn مرز‎ GO که یک بردار مختصه در دامنه مرجع‎ 
بیینید) . هنگامی که اجزای ایزوپارامتریک؟ استفاده می شوند بهتر آن است که جزء والد به عنوان دامنه‎ 


مرجم برای جزء حقیقی استفاده گردد. به ویژه برای shel‏ ایزویارامتریک بردار مختصه" × در جزء به 


صورت زیر نوشته می شود: 


1) Haber 2) Isoparametric 


PrF‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 


A 


ساختار مادد ۲ ساختار مرجع Shall‏ ساختار ماده Pg‏ و اجزای 
محدود والد محدود واقعی 


نشکل Y. V. Y‏ راهبرد پارامترسازی دامنه 


Xnodes 


x= 3 hi(r)d;(p) , (A.¥. 44%) 


i=1 
یک بردار از مختصات اصلی و :۰ بردار مختصات گرهها می باشند . تغییرات‎ ۲ ee pr که ;۸ تواپع شکل‎ 
هندسه به وسیله تغییرات در مختصات گرهها نشان داده می شوند در حالی که توابع شکل ثابت نگه داشته‎ 
. شده اند‎ 
مشخص می شود که به آن‎ JE تبدیل صورت بین دامنه" مرجع و دامن مادی به وسیله ژاکوبین | تبدیل‎ 


ژاکوبین اولری می گویند و معکوس آن J-E‏ می باشد . 


Or; -E Oz; 
Li کت‎ n7 = ——L—I.. ۸.۴ ۰ 
Jij Oz; Tij» 3 dj ar, fij ( ) 


توجه شود که علامت کاما که یک اندیس زیرنویس (مانند :پا ) بعد از آن نوشته می شود مشخص کننده 
مشتق نسبت به یک مختصه" مادی بوده در حالی که علامت نقطه که یک اندیس زیرنویس بعد از آن آمده» 
علامت مشتق نسبت به یک مختصه'؟ مرجم می باشد . دیفرانسیل حجمی و سطحی در شکل مادی بر 


حسب شکل مرجع که از دترمینان ژاکوبین اولری استفاده می LS‏ بیان شود. 


dV = 06) (262,  dS-= 001 (0, )۸ ۰۴۰ ۲۱( 


که 16-8 یک ژاکوبین تبدیل بین مختصات سطحی در مرجع و شکلهای مادی می باشد و دترمینان آن به 


1) Jacobian 


بخش ۸.۴ : حساسیت شکل ایستابی rry‏ 


: صورت زیر نوشته می شود‎ 
det(K-^) = (JE زج(‎ det JE), (A. Y. YY) 


که ad po lang‏ های بردار نرمال واحد خروجی از سطح ۲ از دامنه" مرجم می باشند و اندیس های تکراری 


جمم بسته می شوند . مشتق J-E‏ نسبت به ص طبق تعریف عبارت است از : 


ip 


در حالی که برای مشتق JE‏ باید از فرمولی برای محاسبه" مشتق وارون استفاده کرد . 


x ۳ ۱ 
J, = -JFJ;7J*, )۸ .۴ .۲۴( 
: بثابراین داریم‎ 

rea): (^. Y. YO‏ لولس = ول 


در راهبرد بارامترسازی دامنه» تغییر مکانها کرنش ها و تنش‌ها تابعی از مختصات مرجع ۲ در نظر گرفته 
می شوند . بنابراین هنگامی که مشتقات آنها نسبت به ط ارزیابی می شوند» مشتقات را برای موقعیت ثابت 
۴ به دست می آوریم که در واقع مشتقات مادی این کمیتهایند . ابتدا یک تابع p)‏ ,)بر حسب مختصات 
cary‏ مانند f(r, p)‏ نوشته می شود و سپس : 

of (^. ۴.1۶)‏ _ 
مشتقات نسبت به مختصات gale‏ باید با استفاده از قاعده زنجیره ای به مشتقات نسبت به مختصات مرجم 
تبدیل گردند . بنابراین رابطه تغییرمکان کرنشی خطی به صورت زیر نوشته می شود: 

fuis + uji) = burl + uja JE). (^. Y. YV)‏ = وه 


رابه صورت زیر می نویسیم : 


۳۳۸ مبانی dings‏ سازی سازه ها dead)‏ ۸ : مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
Li(u,p). (A.¥. YA)‏ = € 


مشتقات انتگرال به صورت مشابه روش مشتق مادی به دست می آیند . یک انتگرال حجمی بر حسب 


مختصات مرجع به صورت زیر است : 
ی 
n‏ 
که f‏ شکل جدیدی از تابع هنگامی که بر حسب مختصات مرجم نوشته شود است . آن گاه 


ey = | (f + 7۵۵0۵ )۸.۴۰۳۰( 


7, = (det(3-)) [ae7^). (A. YY) 


به طور مشابه برای یک انتگرال سطحی و7 معادله" (۲۱ . ۴ . ۸) می توان نوشت : 


Isp = f (fp + S, f )det(K- (4 , (A. ۴ .۳۲( 
r 
که در آن‎ 
5, = (aet(K-*)) [/det(K-*). (A. Y. YY) 
P 
روش مستقیم‎ A. Y. Y 


برای کاربرد روش مستقیم در محاسبه حساسیت شکل باید از رابطه' تغییر مکان- کرنش معادله" 
(۸۰۱۰۱) قانون هوك معادله V. Y)‏ .۸) و معادلات تعادل (A. V P)‏ نسبت به 2 مشتق بگیریم . با رابطه 
تغییر مکان کرنش و روش مشتق مادی شروع می کنیم . با استفاده از معادلات (۹ .۴۰ ۸۰) و (۸۰۳۰۱۰) 
رابطه کرنش تغییر مکان به صورت زیر نوشته می شود : 


£p = €p + (Ve) = (up) + (Ve)v. )۸ . ۴ .۳۴( 


بخش ۸.۴ : حساسیت شکل ایستایی PPR‏ 


با استفاده از معادله" )0 . ۴ (A.‏ رابطه فوق را می توان به شکل زير نوشت : 


c, = L(u,) - زج‎ (A. *.Y6) 
of که در‎ 
z= دب‎ [(Tu)v] - (Ve) )۸ ۰۴ ۰۳۶( 


یک کرنش اولیه ی مربوط به میدان حساصیت می باشد . گرچه در معادله" (۰۳۶ ۴ (A.‏ گرادپانهای کرنش 
دیده می شود ولی این گرادیانها با هم حذف می شوند و 2 فقط شامل مشتقات اول تغیبر مکان و میدانهای 


سرعت شکل می شود . برای مثال برای حالت سه بعدی داریم : 
&j = (uiti; + Ukta). (A. Y. YV)‏ 


با استفاده از راهبرد پارامتر سازی calo‏ می توان شکل دیگری از E‏ را به دست آورد. با مشتق کیری از 
معادله (۲۷ ۰ ۴ (A.‏ می توان نوشت 


(A. YA)‏ ون - uidi) = [Li(uy)]s‏ + یناه + Musis dG + Upp JE)‏ = م(وع) 
که در آن 
tj = -Huid Ep + IA . (A. Y. Ya)‏ 


فرض می کنیم که ضرایب ارتجاعی با تغییر شکل تغیبر نمی کنند و هیچ کرنش اولیه نیز وجود ندارد. آن 
گاه مشتق قانون هوك عبارت است از : 


e, = Dep. (A.f. f.) 
: مشتق ممادلات تعادل عبارت است از‎ 


) ede), = (f eóu),. (A..F. ۴۷( 


sie ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۸: مقلمه ای بر تحلیل حساسیت متفیر) 
عبارت سمت چپ معادله Y V)‏ ۴۰ . ۸) یک انتگرال حجمی است که بر اساس معادلات (۱۲ ۸۰۴) و 
(۸۰۴۰۳۰) یک انتگرال حجم مشتق انتگرند (که از آن انتگرال می گیرند) به اضافه" جمله ای که مربوط به 
تخیر حجم جزء است می باشد یعنی : 

(m e 6c), = a, e 66 + o obe, + m e (V5óe). (A. ۴ . FY) 
: مشتق کرنش مجازی م٤6 با روشی مشابه معادله" (۳۵ ۴۰ . ۸) به دست می آید و عبارت است از‎ 

óc, = L;(du,) - 6E, )۸.۴ .۴۳(‏ 
که از روش مشتن gale‏ داریم : 

Lj[V(6u)v] — (Vée)v , )۸ . ۴ .۴۴(‏ = 6 
در حالی که از راهبرد پارامتر سازی دامنه می توان نوشت : 


66; (60: , + ujk JE). (A. Y. ۴۵( 


مشتق کار مجازی بار اعمالی به دلیل این که کار مورد نظر با انتگرال های حجمی و سطحی نرکیب 


۰ ۳ ۳ 
می سو د » پیچیده تر است 


f و‎ ĝu = f, e 50 + Teu, )۸ ۴ .۴۶( 


که رگ مشخص کننده بردار کالبدی و ۲ بردار کششهای سطحی اعمال شده است . اولین عبارت در سمت 
راست معادله" (۴۶ ۴۰ CA.‏ انتگرال حجمی بوده» در حالی که عبارت دوم یک انتگرال سطحی 
است . مشتق گیری از انتگرال نیروی کالبدی. سر راست است . با این وجود؛ اگر روی مرز گرشه وجود 
داشته باشد و یا اگر مرز بارگذاری» تغییر کند عبارت کشش سطحی می تواند مسأله ساز باشد . فرض 
می کنیم که هیچ گوشه ای یا تغییری در مرز بارگذاری شده وجود نداشته باشد. آن گاه می توان مشتق 
معافله T TP)‏ 6۸۰زا به روت زیر نرت : 
(fedu), = fop e ôu + f; eu, + f; e (V,6u) + T, e 6u + Te 6u, + T s(S,5u).‏ 
(A. Y. FY)‏ 


بخش ۸.۴ : حساصیت شکل ایستایی ۳۵۱ 
تغییر مکان مجازی bu‏ اختیاری است ولی باید شرایط مرزی سینماتیک (حرکتی) را که فرض می شود 
مستقل از ص باشند برآورده کند. هنگامی که شکل تغییر می کند از رابطه زیر مطمئن می شویم که :60 Jul‏ 


. مرزی مربوط را برآورده می کند‎ 
ĝu, = 0. (A. Y. YA) 
: معادله"(۴۳ .۴ .۸) به شکل زیر در می آید‎ (A. ۴ . YA) با استفاده از معادله"‎ 
be, = - . (A.t. f4) 
: داریم‎ (A. Y .Y4) و‎ (A. ۴۰ FY) GAY Y) A, ۴۰۴۱( در نهایت با استفاده از معادلات‎ 
ope be = f, e fu + f, e (V,óu) + T, eóu-- Te(5,6u) + a eó£ -oV ese. 
)۸۰.۴۰۵۰( 


سمت راست معادله" (۰۵۰ Y‏ . ۸) بیان کننده نیروهای کالبدی است که باید به سازه اعمال شود (همراه با 
کرنش Easy!‏ ) تا حل مسأله به میدان حساسیت بینجامد . بار مجازی f‏ که باید به سازه اصلی اعمال گر دد 
تا میدان حساسیت به وجود آید شامل جملاتی از سمت راست مسادله" (۸۰۴۰۵۰) و همچنین نیروی 


مجازی b y‏ به کرنش اولیه E‏ می باشد . 


fPedu = f, eóu-- f V, 6+6 TS, e6u-- 0 e52 — cV, eóe - DE eóe. 


)۸ ۰.۴ ۰۵۱( 


هنگامی که منحنی جدا کننده مرزهای بارگذاری شده و بدون بار تغییر می کند و هنگامی که مرز گوشه دار 
است جملات دیگری وجود خواهد داشت (مرجع ]6[ را ببینید) . با استفاده از معادله (۸۰۴۰۵۱) 


می توان معادله" (۸۰۴۰۵۰) را به صورت زیر وشت : 


Op © de = fo óu — DE e de (A. ¥.a¥) 


pt. Par‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۸: مقدمه ای بر تحلیل حساصیت متغیر) 


مئال ۸۰۳۴۰۱ 


r 
1 
$ 
(a) L (5) 
دامنه مرجع ساختار مادی‎ 


شکل ۰۳ ۰۴ ۸ میله ای تحت بار وزنی خودش 
بارگذاری اعمال شده بر میله" نشان aala‏ شده در شکل (۰۳ ۰۸۰۴ وزن خودش است. حساسیت 
جواب به تغییرات طول aba‏ )4$ با یک جزء محدود تقریب زده شده است) را با استفاده از روش مستفیم 
در این مسأله» بارگذاری یک نیروی ثابت با مقدار f = pAg‏ باشد. حل دقیق برای تغییر مکان u‏ 
و نیروی عضوی N‏ بر حسب چگالی cp‏ مساحت ۸ و شتاب جاذبه و به صورت زیر است : 


N = pAg(L — z), u=(pg/E)(Lz — 2/2). 


با استفاده از یک جزء محدود خطی » نصف نیروی کالبدی به هر گره اعمال می شود به گونه ای که بار هر 


گره برابر 2/ ,وم خواهد بود. جواب اجزای محدود عبارت است از ؛: 
uz = pgL'/2E, €=pgL/2E, N = pAgL[2,‏ 


این دو مقدار نسبت به L‏ برابر است با : 
ux = pgL/E, N, pAg[2. (aN)‏ 


برای محاسبه میدان حساسیت با روش مشتق مادی» باید یک میدان تغیبر شکل ۵ فرض کنیم . فرض 


بخش ۸.۴ : حساسیت شکل ابستایی ‏ ۳۵۳ 
می کنیم با تغییر طول میله تمام نقاط در تیر متناصب با هم حرکت کنند. اگر طول جدید میله را با نشان 
دهیم » داریم : 
z(p/L), t = ¢=2(p/L-1),‏ = هت 
و میدان سرعت شکل عبارت است از : 
۰ب 2< مره v=‏ 
اکنون داریم : 
Vp = tee =Ve=1/L, E= Usta = €/L, be = StV = bef L.‏ 
برای روش پارامترسازی دامنه . با استفاده از یک جزء مادر به طول واحد داریم : 
r) + ur,‏ — 1) با z= 7۱1 — r) + 227 u=‏ 


که در JL‏ ما 0 = paz,‏ = و2 است. ژاکوبین تبدیل» یک عدد به صورت زیر است : 


Oz 
J “= = = 7 و7‎ < ۰ 
(A. Y Y 4) بنابراین از معادله‎ JE = 1/ گاه‎ of 
0-1 ولا‎ 
E=- E — 
E= tdp Xp" 


که همانند E‏ به دست آمده از روش مشتق مادی است . تغییر نسبی حجم V,‏ عبارت است از : 
(de( 7)) /det(J~= =1/p,‏ = 
P‏ 


که این نیز با نتیجه مشتق مادی مطابقت دارد . اولین جمله در عبارت gh‏ مجازی در معادله' (A. Y . OY)‏ 
صفر است زیرابار کالبدی ثابت است. جمله دوم بیان کننده یک نیروی GALS‏ به صورت 


f /L = pAg/L‏ می باشد که به سبب تغییر در جزء حجم است و در برآیند نیروی کالبدی اصلی ظاهر 


Par‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (نصل ۸ : مقدمه ای بر تحلیل حساسیت متغیر) 
می شود. این یرو معادل ثیروی انتهایی pAg/2‏ است . دو جمله مربوط به کششهای سطحی حذف 
شده اند ¢ زیرا هیچ گونه کشش سطحی اعمال نمی شود. دو جمله بعدی با استفاده از این حقیقت ارزیابی 


شده اند که برای مدل اجزای محدود نیروی عضوی 2۷و کرنش € در المان ثابتند . 
L‏ 3 
cele - Vote | (Né Ds - | (1/L)Née =0.‏ 
0 0 
آخرین عبارت به صورت زیر نوشته می شود : 
L‏ 
Diode = | {(EAe§e/ L)dz = Nbe = (pAg/2)6us .‏ 
0 
در مجموع داریم 
f? « 6u = pAgóus‏ 
که بیانگر این است که gp‏ معادل یک نیروی pAg‏ است . در اثر این نیرو می توان نوشت : 
up = pgL/ E‏ 


که با نتایج معادله' (الف) در بالا مطابقت می کند . برای محاسبه مشتق نیروی عضوی ,۰۷ ابتدا باید و٤‏ از 


معادله" (۱۹ ۰۴۰ ۸) محاسبه شود . 
€p = Li(uy) - € = up, - €/L = us) /L - efL‏ 
بنابراین : 
pg/2E, N, = EAe, = pAg/2‏ = ,€ 
که با نتایج معادله" (الف) در بالا مطابقت می کند. ۰ ۰ ۰ 


۸۰۳۰۳ روش مجاورتی 
اکنون حساسیت تابع تغیبر مکان H‏ که از معادله؛ (۸۰۱۰۱۹) به دست می آید را در نظر بگیرید . برای 


بخش ۸.۴ :حساسیت Ll‏ ۳۵۵ 
محاسبه مشتق نسبت به شناسه اول» از معادله" VY)‏ ۰ ۸۰۴) استفاده می کنیم» با مشتن گیری از H‏ 
داریم : 


H, = | (hp + AV,)dV + hu eu, )۸ ۰.۴ .۵۳( 


برای حذف جمله مشتق AS‏ تغییر مکان ؛ مشتقات معادلات حاکم(۳۵ Y (A. Y.‏ .۸)و(۸۰۴۰۵۳) را 


در میدانهای مجاورتی مانند ضربگرهای لاگرانژ ضرب می کنیم و آنها را به Hp‏ اضافه می‌کنیم . داریم . 


H, = f^ + hV,)dV +h,eu,+o%e e — Li(uj) + J 
+E" » (a, — De,) — o, » Li(u^) + f7 e u" — De e L, (u°) 
= fa, PNA ha e y c^ eLi(uy) + e e(c? — De?) 


= " zi “(| + مس‎ - |DLı( ud) جع ه‎ (A. *.0Y) 


با توجه به معادله" (۸۰۴۰۵۴) می بینیم که می توان جملات حساسیت پاسخ رابا تعریف یک مجاور مانند 


آنچه که در مورد متغیر سختی در معادلات (۲۴ . ۱ ۰ ) تا (۲۶. ۱ (A.‏ انجام شد Lom‏ نمود . داریم : 


Hy = | (hp +۵۳0 +t out. (A..F. 80d) 


برای معادله" (۴۰۵۵ . ۸) باید go‏ را از انتگرال های حجمی معادله (۱ ۴۰۵ ۸۰) ارزیابی کنیم . این امکان 
نیز وجود دارد که ۳۰ به انتگرال های سطحی تبدیل گردد (برای مثال مراجع [7[۰]6]) . با این وجود 
تجربه" محاسباتی خوبی از روش مجاورتی و جود ندارد (برای JU‏ مرجم[12]) . متأسفانه امکان این که 
Ol y‏ گفت کدام روش هميشه نتایج دقیقتری می دهد وجود ندارد؛ همان گونه که در مثال زیر نشان داده 


منال ۸۰۴۰۲ 
تیر یک سرگیردار نشان داده شده در شکل (۴ . ۸۰۴) با اجزای تنش صفحه ای مستطیلی شبیه سازی 
Mona M ER LA MI RM d d‏ 


متغیر طراحی D‏ می باشد . حساسیت تغییر مکان سر نسبت به موقعیت فصل مشتر با استفاده از شش 





X تعداد اجزا در امتداد‎ = nx 
زیر فصل مشترك‎ y تعداد اجزا در امتداد‎ = 5 
بالای فصل مشترك‎ y تعداد اجزا در امتداد‎ = nyh 


مرجع [5]) 


0.030 


مسنقیم کسسته - 00 
تغییرات مستقیم - 6۷ 
دامنه متغیر مجاورتی - avo‏ 
سطح متفیر مجاورتی ۰ ۰ - AVS‏ 
نیمه تحلیلی - $a‏ 


0.024 


| DO, DV, AvD 3 


۱ 
: 9 ۱ 0 0.012 
ie II STAN. 


Tepes eonace 


- ۰ ج ج هه ه وج وی eet‏ 


| 
i 
* 

j 


QNS 0.006 





300 200 100 0 
تعیاد ljal‏ در امتداد X‏ 


- 


شکل ۳.۵ ۸ همگرایی تغییرمکان سر و مشت قآن برای 8 = ny‏ 


بخش ۸.۰۵ :تمرینها POY‏ 
روش محاسبه شده است : (I)‏ تفاضل- محدود کلی((0۳۲)؛ (IT)‏ نیمه تحلیلی(5۸)؛ (HT)‏ مستقیم 
گسسته" (IV) ¢(DD)‏ تغییرات مستقیم(۷)؛ (V)‏ دامنه" متغیر مجاورتی((۸۷) و (VI)‏ سطح متغیر 
مجاورتی(5 ۸۷). سه روش اول در فصل CV‏ دو روش بعدی در همین فصل و آخرین روش در مرجع[6] 
بحث شده اند . 

همگرایی تغیبر مکان و مشتق آن با افزایش تعداد اجزا در امتداد محور تیر در شکل (۵ ۴۰ . ۸) نشان 
داده شده است . همان گونه که انتظار می رود» همگرایی مشتقات آهسته تر از همگرایی تخییر مکانهاست . 
همچنین مشاهده می شود که گرچه چندین روش از جمله روشهای مستقیم و روش دامنه' متغیر مجاورتی 
به خوبی با روش تفاضل محدود کلی مطابقت می کنند » اما آنها از روش سطح متغیر مجاورتی دقیقتر 
نیستند . آنها از جهتهای متفاوت به مقدار صحیح همگرا می شوند . 


۵ تمرینها 

۱ خریای سه میله ای مشال ۱ ۱۰ ۸۰ به جای بارهای مکائیکی 6 به وسیله حرارت دادن عضو4 به 
اندازه AT‏ درجه. بارگذاری شده است . با استفاده از روش مستقیم؛ شتقات تنش ها را در سه عضو 
نسبت به سطح مقطع عضو ۸ بر حسب ۰۸ ۰1 AT E‏ ضریب انبساط حرارتی بم محاسبه کنید . 

aT, به دست آورید که‎ g(Ti) بر حسب تابع‎ e عبارتی برای بار در حالت تحلیل سازه" خطی‎ E 
. کشش سطحی مرزند‎ sla ail ys 

۳ عبارتی برای م6 بخش ۸۰۱۰.۲ برای حالتی که کرنش اولیه صفر نیست به دست آورید . 

.Y‏ با استفاده از نتایج به دست آمده از مسأله قبلی مشتقات تنش در عضو4 از خرپای سه میله ای 
مسأله ۱ را نسبت به دو مساحت سطح مقطع از روش مجاورتی محاسبه کنید . 

۵ نشان Las‏ که معادلات (۸۰۱۰۲۷) و (۸۰۱۰۴۰) برای مسأله غیر خطی نیز قابل استفاده است . 

۶ با استفاده از روشهای مستقیم و مجاورتی مشتق کرنش محوری 7 در مثال (۱ Y.‏ ۸۰)رانسبت 
به A‏ محاسبه کنید . 

۷ معادله )4 . (AY‏ رابه دست آورید. 


ALS را ہا استفاده از روش مجاورتی تکرار‎ (A. Y. ۱( die „ÀA 
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م 


روشهای معیار بهینگی و دوگان ۹ 


در بیشتر مثالهایی که در فصل Y‏ به صورت تحلیلی حل شدند» کلید حل مسأله استفاده از معادلات 
جبری یا دیفرانسیلی بو د که شرط بهینگی را تشکیل می دادند . برای یک مسأله جبری نامقید» شرط بهینگی 
صفر شدن مشتقات اول تابع هدف است . وقتی که تابع هدف به شکل تابعی (تابعی از توابع) است» 
شرایط بهینگی معادلات اولر- لا گرانژند (به عنوان مدال معادله (۱۳ ۲۰ ۲۰)) . از طرفی روشهای حل 
عددی فصلهای ۴و ۵ aS)‏ تحت عنوان روشهای جست و جوی مستقیم دسته بندی شدند) شرایط بهینگی 
را برای رسیدن به طراحی بهینه مورد استفاده قرار نمی دهند . خواننده ممکن است از این که روشهای حل 
عددی برای حل مسائل ارائه شده در فصل Y‏ استفاده نشده اند شگفت زده شده باشد . در حقیقت چنیین 
روشهای عددی وجود دارند و به عنوان روشهای معیار بهینگی شناخته می شوند. یک دلیل این که بیان 
عملکرد چنین روشهایی تا این فصل به تعویق افتاد» پذیرش محدود آن از سوی بهینه سازان بود . 
در حالی که روشهای جست و جوی مینیمم که در نصلهای ۴و ۵ توضیح داده شدند» به طور گسترده ای 
در شاخه cla‏ مختلف مهندسی» علوم و علوم مدیریت مورد استفاده فرار گرفته اند؛ ولی روشهای معیار 
بیشتر در طراحی سازه‌ها مورد استفاده قرار گرفته است . حتی در همین دامنه کاربردی نیز مزیت Of‏ 
از نظر دست اندرکاران» مورد تردید است. 
ارزش روشهای معیار بهینگی» زمانی روشن می شود که ارتباط نزدیک آنها رابا دو گانی در روشهای 
حل دوگان مورد توجه قرار دهیم (بخش Y‏ ۷۰ را ببینید) . این ارتباط که اولین بار توسط فلوری" بیان 
گردید» به درك کارآمدی این روش در صورت کم بودن تعداد قیدها نسبت به متفیرهای طراحی» کمک 


1) Fleury 


gle ۰‏ بهینه سازی سازه ها (فصل :٩‏ روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
می کند. این فصل تلاش می کند تا توانایی روش معیار بهینگی و روش دوگان را برای حالتی که تعداد 
قیدها کم است نشان دهد . در حالت حاص هنگامی که تنها یک قید (به همراه امکان وجود حد بالا و پایین 
برای متغیرها) وجود دارد با اطمینان می توان ادعا کرد که روشهای معیار بهینگی و با روش دوگان بهترین 
روش است . این فصل با توضیحاتی برای درك روشهای معیار بهینگی آغاز می گردد . این روشها سبب 
توسعه روشهای جامعتری شده اند که امروزه مورد استفاده قرار می گیرند. سپس روش دوگان توضیح 
داده خواهد شد و در انتها DLE‏ می دهیم که روش معیار بهینگی با روش دوگان دارای ارتباط نزدیک 


است . 


۱ روشهای معیار بهینگی شهودی 

روشهای معیار بهینگی شامل دو جزء است که یکدیگر را کامل می کنند . اولین جزء شرط بهینگی 
است که می تواند یک عبارت صریح ریاضی مانند شرایط کان-تاکر و یا یک شرط شهودی مانند یکنواخت 
بودن چگالی انرژی کرنشی در سازه باشد . دومین جزء» الگوریتم مورد استفاده برای تغییر اندازه سازه به 
منظور برآورده شدن معیار بهینه سازی است. بار دیگر ASG‏ می شود که برای اطمینان از برآورده سازی 
معیار بهینگی روش صریح ریاضی مورد استفاده قرار می گیرد» در حالی که ممکن است فرد روش خاص 
دیگری ابداع کند که گاهی کاربرد دارد و گاهی ندارد. تقسیم روشها به صریح و شهودی معمولاً بیشتر به 
انتخاب معیار بهینگی بستگی دارد تا الگوریتم تعیین اندازه. در بخشهای بعد این اصطلاح بارها مورد 
استفاده قرار خواهد گرفت. 


٩۰۱۰ ۱‏ طراحی تمام تنیده 

فن طراحی تمام تنیده FSD)!‏ شاید موفقترین روش معیار بهینگی است و سبب جذابیت اولیه این 
روش بوده است . فن FSD‏ برای سازه‌هایی که تنها در معرض تنش و قیدهای حد پایین هستند» مورد 
استفاده قرار می گیرد . معیار بهینگی FSD‏ می تواند به صورت زیر بیان گردد : 

«در طراحی بهین» هر عضو از سازه که در پایین ترین حد تنش قرار ندارد؛ دست کم در اثر یکی از 
شرایط بار طراحی : تمام تنیده است . » 


1) Fully stressed design 


بخش ٩.۱‏ :روشهای shes‏ بهینگی شهودی ‏ ۳۶۱ 

این معیار بهینگی ایجاب می کند که ما از اعضایی که تمام تنیده نیستند » مصالح را برداریم تا این که قید 
حد پایین مانع شود. این مسأله قابل قبول به نظر می رسد اما بر پایه این شرط ضمنی قرار دارد که تأثیر 
اولیه اضافه کردن یا برداشتن مصالح از یک عضو سازه سبب تغییر تنشها در آن عضو می شود. اگر Ql‏ 
فرض نقض شود. یعنی اگر اضافه کردن مصالح به یک بخشی از سازه می تواند تأثیرات زیادی بر تتشهای 
سایر قسمتهای سازه داشته باشد» ممکن است اعضایی را که دارای حداکثر تنش ممکن نیستند نگه 
داریم » زیرا سبب کاهش تنش در سایر اعضا می شوند . 

برای سازه‌های معین ایستایی فرض این که اضافه کردن مصالح به یک عضو 6 تنشهای آن عضو را 
تحت تأثبر قرار می دهد فرض درسنی است. در حقیقت اگر بارهای حرارتی و نیروهای ماند موجود 
نباشند؛ اضافه نمودن مصالح به هیچ وجه اثری روش تنشهای سایر اعضا نخواهد داشت . بنابراین می توان 
انتظار داشت که FSD‏ حداقل وزن طراحی را برای چنین سازه‌هایی به دست دهد و این به اثبات رسیده 
است[1,2]. اما برای سازه‌های نامعین ایستایی طراحی برای مینیمم شدن وزن ممکن است یک طراحی 
تمام تنیده نباشد[3,6] . در بیشتر حالتهایی که سازه تنها از یک مصالح ساخته شده است » یک طراحی تمام 
تنیده نزدیک به طراحی بهینه وجود دارد. بنابراین» این روش به طور گسترده برای سازه‌های فلزی مورد 
استفاده قرار گرفته است» مخصوصاً در صنعت هوافضا (برای نمونه مراجع را ببینید) , همان گونه که در 
مثال بعد روشن خواهد شد. روش FSD‏ ممکن است هنگامی که در سازه چندین مصالح به کار رفته به آن 


خویی که انتظار می رود نباشد . 
مثال ٩.۱۰۱‏ 


بار p‏ توسط صفحه صلب A-A‏ به دو عضو محوری مانند شکل ۱ ۱۰ ٩۰.‏ منتقل می شود. صفحه 
کاملاً افقی باقی می ماند به گونه ای که تغییر مکان عمودی نقاط D‏ و C‏ یکسان است . این امر می تواند با 
جابه جا شدن بار p‏ همزمان با تغییر مساحت سطح مقطع اعضای ۱ و ۲ نیز تحقق یابد . دو عضو از آلیاژهای 
متفاوت فولادند که ضریب ارتجاعی یکسان E‏ ولی جرم حجمی متفاوت م و 92 و همچنین تنش تسلیم 
001 و 002 دارند . آلیاژی که تنش تسلیم بالاتری دارد» تردتر است و به همین دلیل ما نمی توانیم آن را برای 
هر دو عضو به کار بگیریم . می خواهیم مساحتهای سطح مقطعهای ,۸و A,‏ رابه گونه ای انتخاب کنیم که 
تنشهای دو میله از تنش تسلیم تجاوز نکند و جرم سازه مینیمم باشد . افزون بر این » مساحت سطح مقطعها 


sls ۳‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای shar‏ بهینگی و دوگان) 





شکل ! l.‏ .4 سازه دو میله ای 


باید از یک مقدار حداقل Ap‏ بیشتر باشد . 


جرم ؛ که تابع هدف است و باید مینیمم شود عبارت است از : 
mA?)‏ + رشرم)] = m‏ 


تنش در هر عضو (با توجه به شرط افقی ماندن صفحه ۸-۸ ) به سادگی به دست می آید . 


p 


س = 05 = 6 
M‏ و 


فرض می کنیم که جرم عضو یک از آلیاژ مقاومتر و با جرم حجمی کمتر ساخته شده باشد» به گونه ای که : 


p 
R 
A1 


بنابراین p/ aoa:‏ = د4 + Ay‏ . بدیهی است که برای مینیمم شدن جرم باید از آلیاژ مقاومتر بیشترین استفاده 
رابہریم و مساحت سطح مقطع عضو دو رابه حداقل مقدار یمنی Ag = Ag‏ برسانیم. 
p/a — Aoi nhs‏ = رش مشروط به این که یمه /م بزرگتسر از و24 باشد. این طراحی تمام تنیده 


در حا بایین خرد نیست . طراحی تمام تنیده aS)‏ از فن نسبت تنش به دست می آید) عبارت است از : 


بخش ٩۰.۱‏ : روشهای معیار بهینگی شهودی ۴۶۳ 
P/ 002 -— Ay cA; = Ao‏ = و۸ . در این طراحی عضو ۲ تمام تنیده بوده و عضو ۱ در gas‏ ترین حد 
ممکن خود قرار دارد. البته این طرح مطلوب نیست. زیرا از لباژ مقاومتر استفاده کمتر و از SU‏ با مقاومت 


CTS‏ استفاده بیشتری شده است . برای روشن تر شدن تأثیر جرم فرض کنید 
20A; ۰‏ = ۲۸60 


در cul‏ حالت طراحی بهینه عبارت است از : Ag = Ag‏ ,1940 = ,4و m = 18.191 Agl‏ در مقابل 
طراحی تمام تنیده عبارت است از : Ai = Ap, Ag = 194g‏ و اواروم19.9 = eee m‏ 

افزون بر این که در مثال ۱ ۱۰ A.‏ از دو نوع مصالح استفاده شده» ویژگی دیگر آن» این است که جرم 
اضافی زیادی دارد به گونه ای که تغییر مساحت سطح مقطع یک عضو تأثیر زیادی برروی تلش عضو دیگر 
دارد. در این مثال تفاوت طرح تمام تنیده و dings‏ به سادگی قابل مشاهده است . 





شکل ۱۰۲ ٩.‏ تاریخچه چرخه‌ها برای مینیمم‌سازی 


یک مثال کلاسیک پیچیده تر (برك و خحات [9]) که اغلب برای نشان دادن ضعف FSD‏ به کار می رود 
عبارت است از خرپای ده عضوی نشان داده شده در شکل ۲ ۱۰ ۹۰ . خرپا از آلومینیم ساخته شده است 
(ضریب ارتجاعی E = 107 ٥81‏ و جرم حجمی Ib/in?‏ 0.1 = م) که مساحت سطح مقطع هر عضو نباید 
از in?‏ 0.1 کمتر شود . تنش تسلیم عبارت است از 12500051 به غیر از عضو . برك وخات نشان دادند 


1) Berke and Khot 


gle PPr‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل :٩‏ روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
که برای psi‏ 37500 < مه طرح بهینه و FSD‏ یکی است . اما برای dop < 37500 psi‏ وزن طرح بهینه 
Ib‏ 1497.6 عضو ٩‏ نه تمام تنیده است و نه مساحت مقطع آن در حد پایین قرار دارد. وزن FSD e‏ 
برابر Ib‏ 1725.2 است که 1546 از بهینه سنگین تر است و عضو ٩‏ در حداقل مساحت سطح مقطع قرار 
دارد . هر دو طرح در شکل ۲ ۰ .4 OU‏ داده شده اند . 

فن FSD‏ معمولاً با یک الگوریتم تغییر اندازه که بر پایه فرض استقلال توزیع بار در سازه از اندازه عضو 
قرار دارد» کامل می شود . یعنی تنش در هر عضو محاسبه می شود و سپس اندازه سازه تغییر داده می شود 
تا تنشها به مقدار مجاز آنها نزدیک گردد. با این فرض که بار حمل شده توسط Lael‏ ثابت می ماند (و این 
منطقی است زیرا معیار FSD‏ بر پایه فرض مشابهی قرار دارد) برای مثال» در خریاها که متغیرهای طراحی 
معمولاً مساحت سطح مقطم هاست» نیرو در هر عضو عبارت است از ۰0۸ که م تنش و A‏ مساحت 


سطح مقطع است . با فرض ثابت بودن 0۸4 به فن تغییر اندازه نسبت تنش می رسیم : 
.4.3( ,سی 4 = Ay,‏ 


که اندازه جدید 4 را بر حسب اندازه های قدیمی Ag‏ و تنش م و مقدار مجاز FQ‏ به دست می دهد . 
برای یک خرپا که از نظر ایستایی معین است» فرض ابت بودن نیروی هر عضو فرضی دقیق است و 
معادله (A. V. D‏ تنش را در هر عضو به مقدار مجاز آن خواهد رساند. ولی آگر سازه از نظر ایستایی 
نامعین باشد معادله (۱ ۰۱۰ )٩‏ باید بارها تکرار شود تا به سمت رواداری مورد نظر همگرا شود. 
همچنین» اگر Anew‏ که از معادله (۱ ۰۱۰ 4) به دست آمده کوچکتر از حداقل مقدار باشدء حداقل مقدار 
انتخاب می شود نه مقدار به دست آمده از معادله (۱ ۰۱۰ .)٩‏ این روش که فن نسبت تنش نامیده می شود 


با مثال زیر تشریح می گردد. 


هنال ۹۰.۱۰۲ 

برای سازه مثال (۱ ۰۱۰ )٩‏ از رابطه نسبت تنش استفاده می کنیم و چرخه های متعددی را تکرار می کنیم . 
فرض می کنیم در طرح اولیه Ag = Ag‏ = 4 و بار ?204909 = p‏ . نتایج حاصل از چرخه ها در جدول 
)٩ ۰۱۰ Y)‏ آمده است. 


همگرایی سریع است واگر مصالح عضو سبکتر باشد » حاصل این طراحی ؛ طرح بهینه خواهد بود. 99 € 


بخش ٩.۱‏ :روشهای معیار بهینگی شهودی ‏ ۳۶۵ 


حدول 1 .1 .4 

Ai/Ao A2/Ao 01/09 02/002‏ چرخه 
10.00 5.00 1.00 1.00 1 
1.33 0.67 10.00 5.00 2 
1.2 0.60 13.33 3.33 3 
1.11 0.56 16.00 2.00 4 
1.059 0.56 17.78 1.11 5 
1.009 0.504 18.82 1.00 6 
1.0005 0.500 18.99 1.00 7 


همان گونه که در مثال )٩ . ۱۰ Y)‏ دیده می شود همگرایی فن نسبت تنش می تواند بسیار سریع باشد 
و این نکته یک علت اصلی جذابیت این روش است . یک علت جذابیت مهمتر این است که نیازی به 
مشتقات تنش نسبت به متغیرهای طراحی نیست . وفتی سازه دارای صدها پا هزاران عضو باشد که هر 
کدام باید جداگانه اندازه هایشان تغییر یابد» برای به دست آوردن مشتقات تمام تنشهای بحرانی نسیت به 
متغیرهای طراحی لازم نیست هزینه ای صرف شود . عملا تمامی الگوریتمهای برنامه ریزی ریاضی JU‏ به 
چنین مشتقاتی دارند» در حالی که فن نسبت تنش به آنها نیازی ندارد . بنابراین روش FSD‏ برای طراحی 
خرپاهایی که تنها قید آن تنش باشد بسیار موثر است . 

برای سایر انواع سازه ها نیز فن نسبت تنش می تواند عمومیت داده شود با این فرض که نیروی عضو 
مستقل از اندازه آن باشد . برای مثال در سازه‌های دیواره ای نازك که us‏ تنش غشایی مهم است» فرض 
می شود که ز10 ثابت است که / ضخامت یک نقطه مشخص و ز:0 مؤلفه های تنش غشابی آن است . در 


چنین حالتی Ad‏ تنش معمولا به صورت تابعی از یک تنش معادل oe‏ به شکل زير بیان می شود 
Oe = f(cij) < ۰ (4. V. Y)‏ 

مثلاً در حالت تنش صفحه‌ای؛ تنش وان میزز" برای یک ماده همسانگرد عبارت است از : 
o = o + 0 - 06+ 312, > ۰. (4.3. Y)‏ 


[opo (4.3. Y) 
do 


1) Von- Mises 


۶ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
وقتی تنش خحمشی وجود دارد» معادله تغییر اندازه پیچیده تر است . این موضوع تمرین ۳ است . 

هنگامی که فرض ثابت ماندن نیروهای هر عضو قابل قبول نیست» فن نسبت تنش به GAS‏ همگرا 
می شود و طراحی FSD‏ ممکن است بهینه نباشد . این شرایط هنگامی اتفاق می افتد که سازه دارای 
عضوهای زیادی است (به عنوان مثال مرجع آدلمن" و دیگرا10[۵] را ببینید) و یا وقتی که بارها به اندازه ها 
بستگی دارند (مانند بارهای حرارتی یا ماند) . این روش می تواند برای بارهای وابسته به اندازه» تعمیم 
یابد (برای مثال مرجم آدلمن و نارایا ناسوامی" [11] برای بار حرارتی)؛ ولی برای مسائلی که دارای 
اعضای زیادی هستند کار چندانی نمی توان انجام داد. ترکیب FSD‏ و فن نسبت تنش عملا برای طراحی 
سازه‌هایی که از مواد مرکب ساخته شده اند» غير قابل استفاده است . از آن جا که مواد مرکب 
ناهمسانگردند» طراحی FSD‏ ممکن است از نقطه بهین دور باشد و به دلیل حصوصیات ذاتی مواد مرکب 
که ماده" اضافه دارند» همگرایی می تواند بسیار کند باشد . 

موفقیت FSD‏ سبب توسعه آن در بهینه سازی با قیدهای تغییر مکان شد که زیر بنای روش های معیار 
بهینگی مدرن است . و US‏ [12] یک روش دقیق معیار بهینگی را بر اساس چگالی انرژی کرنشی سازه 
بنا نهاد . این معیار بیان می کند که در طرح بهین» نسبت انرژی کرنشی هر عضو به ظرفیت انرژی کرنشی 
آن ثابت است . این معیار آغاز پدید آمدن معیار بهینگی عمومی تری بود که به شرح آن خواهیم پرداخت . 

معیار چگالی انرژی کرنشی در بعضی شرایط دقیق است. اما در مسائلی که برای آنها معیار بهینه سازی 
دقیقی وجود ندارد نیز مورد استفاده قرار می گیرد. به عنوان مثال سیگل" [13] آن را برای طراحی هایی که 
مقید به قیدهای لرزشی اند به کار برده است . سیگل پیشنهاد می کند که چگالی انرژی کرنشی مربوط به 
مود لرزش Lb‏ در تمام سازه ثابت باشد . در هر دو مرجع[12] و [13]معیار بهینه سازی با یک قاعده ساده 


تغییر اندازه مشابه قن نسبت تئش همراه است. 


Y‏ .1 .43 سار روشهای شهودی 
همچنین فرض می شود که مودهای شکستی که در بهین (یا در سبکترین طرح) فعالند از پیش شناخته 


1) Adelman 2) Adelman and Narayanaswami 3) Venkayya 4) Siegel 


بخش ٩.۲‏ :روشهای دوگان PEY‏ 


N اسب‎ I— وا‎ 


x 


شده اند . 

برای مثال استراود" [14] توجه کنید که چگونه می توان این روش را برای طراحی یک صفحه. که با 
تیغه هایی سختی آن افزایش بافته و سطح مقطع تیغه ها مانند شکل ۱۰۳ ٩۰‏ است» به کار برد . چهار متغیر 
طراحی عبارتند از و۲ tr,‏ ,من by,‏ ابتدا با استفاده از تجربه ‏ تناسبهایی مانند نسبت عرض به ضخامت صفحه 
را تعریف می کنیم . تعریف این تناسبها دو متغیر طراحی را حذف می کنند . آن گاه دو متغیر باقيمانده با 
مساوی قرار دادن بار کمانش کلی و بار کمانشی محلی با بار اعمال شده محاسبه می شوند . بدین ترئیب دو 
معادله برای دو متغیر مجهول به دست می آید . موفقیت این روش در گرو تجربه و آگاهی مهندسانی است 
که تناسبها را تعریف کرده و مودهای شکست را شناسایی می کنند . برای سازه‌های فلزی که شکلهای 
معمول دارند» با انجام آزمایشهای فراوانی این تجربه حاصل شده است . محدود کردن این تناسبهادو 
هدف را دنبال می کند : تعداد متغیرهای طراحی را کاهش می دهد و از مودهای شکست که تحلیل را 
مشکل می سازد اجتناب می شود . بنابراین» این روش ساده سازی شده با توانایی تحلیل ساده سازگار 


است . 


۳ روشهای دوگان 
همان گونه که در مقدمه" این فصل عنوان شد» روشهای دوگان برای آزمایش زیر بنای نظری بعضی از 
روشهای معیار بهینگی مورد استفاده قرار می گرفته است . از نظر تاریخی» روش معیار بهینگی از روش 


1) Stroud 


۸ مباني بهینه سازی سازهها(فصل :٩‏ روشهای معیار بهینگی و QU p»‏ 
دوگان در بهینه سازی طراحی سازه ها قدیمی تر است ‏ اما به دلیل اهمیت نظری «Of‏ بر حلاف روند 


تاریخی ابتدا به بحث روش دوگان می پردازیم . 


1 ۲۰ ۰ رابطه سازی عمومی 

ضربگرهای لاگرانژ معمولا متغیرهای دوگان یک مسأله بهینه سازی مقید نامیده می شوند . برای مساشل 

خطی رابطه سازی اولیه و دوگان در فصل سوم گفته شد و به آسانی می توان نقش متغیرهای OUS ys‏ به 

عنوان ضربگرهای لاگرانة را درك کرد (مثال۱ را ببینید). اگر مسأله اولیه به صورت زیر نوشته شده باشد 
cx‏ رانسبت به 


Ax-b20, 
مینیمم کنیل‎  x»0. 


رابطه سازی دوگان مسأله به صورت ضریگرهای لاگرانژ به شکل زیر است 


Ab‏ رانسبت به 
ATA - <0,‏ 
X20.‏ ماکزیمم کنید 
چندین روش برای تعمیم رابطه سازی دوگان خطی به مسائل غير خطی وجود دارد. در بهینه سازی 
سازه ها موفقترین آن منتسب به فالک" است که توسط فلوری[16] در مسائل جدایی پذیر به کار گرفته 
شد . مسأله بهینه سازی اصلی به شکل زیر است : 
f(x)‏ رانسبت به 
g(x)20, g=l,...,my.‏ مینیمم کنید 
شرایط لازم برای یک مینیمم محلی مسأله Y. V‏ .4( در نقطه ”× این است که بردار L) A*‏ مولقه های 
,2۱۰۰۰۱ ) به گونه ای وجود داشته باشد که 


g(x)290, Jj-21....n, (4. Y. Y) 
Ajg;(x") = 0, j=l,...,My, (4.Y.Y) 
Aj >0, jz1,..,ng, (4. Y. *) 


1) Falk 


F4 :روشهای‌دوگان‎ ٩.۲ بخش‎ 
= - E =0 Plan, (4.1.0) 


معادلات )٩ ۰۲ Y)‏ تا (۵ Y‏ .4( شرایط کان تاکرند (فصل ۵ را ببینید) . اگر تابع £ به نام تابع 


: لاگرانژین را به شکل زیر تعریف کنیم‎ 
L(x, A) = f(x) - ٩۰ Ag). 700 (4. Y.) 
j=l 


معادله (۵ ۰ CA. Y‏ می تواند به عنوان شرایط ایستا نسبت به × تابع لاگرانژین در نظر گرفته شود. 
رابطه سازی دوگان فالک عبارت است از : 


Lm AÀ) (‏ را مشروط به 
4.Y.v)‏ ; ۱ 
۲ و و << [ ,0 < Aj‏ ماکزیمم کنید 
در حالی که 
Em(A) = min L(x, ۸), (4.1.۸)‏ 


و یک مجموعه محدب بسته است که برای خوش خیم سازی مسأله تعریف می شود . به عنوان مثال اگر 
بدانیم که جواب مسأله کراندار است» می توان © را این گونه انتخاب کرد : 


C={x: رکه کج‎ isl... n},  (3.Y.9 


T y‏ یک عددبه اندازه کافی بزرگ است. در شرایط خاصی جواب LY LV)‏ با جواب مسأله اصلی 
CL Y 1)‏ یکسان خواهد بود و مقدار بهینه £ با مقدار بهین f‏ یکسان‌است . یک دسته از شرایط برای این 
است که مسأله بهینه سازی محدب باشد ( f(X)‏ محدب و کراندار» و (x)‏ ز9 مقعر) f‏ و زو تا دو مرتبه 
پیوسته و مشتق udo‏ باشند» و ماتریس مشتقهای دوم £(K, A)‏ نسبت به × در X*‏ غير منفرد باشد . 

با این شرایط » تحدب همچنین تضمین می کند که تنها یک مینیمم داشته باشیم . برای حالت خطی « 
دوگان فالک به رابطه دوگان بحث شده در بخش ۷ ۳۰ می انجامد (تمرین OO‏ 

در حالت کلی» حل (A Y Y)‏ که یک بهیته سازی متداخل است» به جای (۱ ۲۰ )٩۰‏ که یک dU‏ 


بهینه سازی معمولی است تو جيه ندارد . اما ماکزیمم سازی Y. V)‏ .4( و مینیمم سازی Y. A)‏ .4( هر دو 


gle — ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
نامقیدند . در بعضی از شرایط این گونه بهینه سازی ها بسار ساده است . یکی از این موارد ساده هنگامی 


است که تابح هدف و تابع قید هر دو توابع جدایی پذیرند . 


r.r‏ ۰ کاربرد در مسائل جدایی پذیر 
هنگامی مسأله بهینه سازی جدایی پذیر نامیده می شود که توابم هدف و قید هر دو جدایی پذیر باشند» 
یعنی : 


F(x) = V^ fs). )٩.۲.۱۰( 


i=} 


glx) = YJ gilt), 391528. Y 


i=] 
نیز یک تابح جدایی پذیر است و بنابراین می توان آن را با‎ L(x, A) | سازنده ای دارد زیر‎ mi جدایی پذیری‎ 


تعدادی از مینیمم سازی‌های یک بعدی مینیمم ساخت و در نتیجه محاسبه" (A)‏ 2 آسان خواهد بود . 


٩.۲۰۱ مثال‎ 


ee‏ تابح وت + 23 + ± = f(x)‏ را نسبت به دو قید 


g(x) = rı + و2‎ - 10 20. 
g(x) = rg + 273 - 8 > 0. 


بیابید. حل از روش دوگان : 


L(x, A) = 22 + z2 + 2$ - A (z; + 24 — 10) - (2 الف )8 — و22 + وت2)‎ 
= ور‎ + Li(zi) + Lo(z2) T La(za3) " 
در حالی که‎ 
Liíz)z zl = Àt, 
La(z2) = z3 - (ài + M)22, T 


r? = 2À273 ;‏ = (وتد )وا 
Lo = 10A, + ۵ .‏ 


برای به دست آوردن مینیمم (x, A)‏ نسبت به × باید مینیمم توابع Li Lo, Ls‏ را به طور جداگانه به 


۳۷۱  ناگود‌یاهشور:‎ ٩.۲ بخش‎ 


دست آورد. مینیمم Ly‏ با صفر قرار دادن مشتق اول آن به دست می آید 
Ài =0,‏ - ;22 


بنابراین ۸۱/2 = رت2. به همین ترتیب و با روش مشابهی داریم A2)/2‏ + ۸1) = و2 وود = ود. با 
جایگزینی آنها در £(x, A)‏ داریم 


L(A) = —0.54? — 1.2523 — 0.544 A + 10A + ۰ 


اکنون باید ماکزیمم (۸) S‏ رانسبت به فیدهای0 < ,و0 < وبيابیم . با دیفرانسیل گیری Lal A)‏ 


: داریم‎ 
Ol 3 
ALm 
dX. z -2 ول(‎ — 0.5۸, + 8 = 0, 
b 


T 15, L(A) = 52.‏ ,95= ۳ 
باید در امتداد مرز 0 = OLA‏ = ول نیز ماکزیمم را بیابیم . اگر 0 = ۸ باشد 
C, (A) = —1.2522 + 8X9,‏ 
و اين تابع در 3.2 = ود ماکزیمم می شود 12.8 = Lal A)‏ . اگر 0 = ود باشد داریم 
Lm{X) = —0.5A? + ۰ |‏ 


که ماکزیمم آن در 10 = ,۸ اتفاق می افتد و 50 = ,رم . نتیجه می گیریم که ماکزیمم در داخل فضای قابل 


قبول است . از مقادیر و2,و2:,2 که به دست آمد داریم : 


2 
Ti 242, حق < و2‎ , B=! f(x) = 52. 


: 
3 , 


۳ مانی بهینه سازی سازه‌ها(نصل :٩‏ ررشهای معیار بهینگی و درگان) 


یکسان بودن ماکزیمم Eml A)‏ و مینیمم f(x)‏ یک آزمون مفید از صحت جوابهایمان است . ۰ ۰ ۰ 


۳ متغیرهای طراحی کسسته 

از آن جا که روش دوگان تنها به مینیمم سازی یک بعدی در فضای متغفیرهای طراحی می پردازد» این روش 
برای حالتهایی که بعضی از متغیرهای طراحی گسسته باشند. به کار می رفته است (مرجم اشمیت و 
فلوری [17] را ببینید) . برای تشریح این روش فرض می کنیم تمامی متغیرهای طراحی گسسته اند . یعنی 


مسأله بهینه سازی به صورت زیر است . 


f(x) = $. fix) 
=1 
رانسبت به‎ gx) = V gu(m)20,  jel..n, 79 
i=l 
مینیمم کنید‎ rj€ X, i=l usns 
مجموعه از مقادیر گسسته است که امین متغیر طراحی می تواند آن مقدار‎ X; = (di, di, ..., [ مجموعه‎ 
: را داشته باشد . تابع لاگرانژین عبارت است از‎ 


L(x, à) = yeas (4, Y, W) 
i=] 
در حالی که‎ 
Lií(zi,A) = fi(zi) - S us PEL. (1.۲.1۴) 
jzl 
را به‎ C ( A) erm es به آزای تمامی‎ Ti نسبت به‎ Li برای هر با مینیمم سازی هر‎ 
. دست می آوریم‎ 
Lm(X) = Y mip Li(zi). (4. Y. 30) 


i=] 
یک تابع قطعه به قطعه‎ X; نسبت به‎ Li یک تابع خطی از است . مینیمم‎ Là ۰2: توجه کنید که برای هر‎ 
حطی است که این قطعات دو نقطه' با :× متفاوت را با یک خط با یکسان به هم وصل می کند . اگر‎ 


1) Schmit and Fleury 


بخش ٩.۲‏ : روشهای دوگان ۳۷۲۳ 
مجموعه × به طور یکنواختی مرتب شده باشد و مقادیر گسسته :2 نزدیک به هم باشند» می توان انتظار 
داشت که این خطوط در محل تقاطعها باشند» جایی که 


Li(dij) = Lild). (4.Y. M5) 


معادله )٩۰ ۲۰ VP)‏ مرزی را در فضای ۸ تعریف می کند که این فضا را به ناحیه هایی xU‏ ثابت که یکی از 
مقادیر گسسته اند تقسیم می کند . کارپرد این مرزها در حل مساله دوگان در مثال زیر که از مرجع[18] 


است تشریح می شود . 


منال ۹.1.4 





شکل ٩.۳۲.۱‏ حریای در میله ای 


برای حرپای نشان داده شده در شکل۱ ۳۰ ٩۰‏ لازم است وزن سازه با انتخاب مساحتهای سطح مقطع 
Aj, i= 1,2‏ از مجموعه" گسسته مساحتهای 


A= {1,1.5,2},‏ 
مینیمم شود در حالی که قیدهای تغیبر مکان زیر نیز برآورده شوند . 
u<O.75(FL/E), v<0.25(FL/E).‏ 


خرپا از نظر ایستایی معین است و تغییر مکانها به شکل زیر به دست می آیند : 


PYP‏ میانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
)2- )ان .TL(1,1l‏ 
US 2E\A, A) “EFA A‏ 


بهتر است از yi — 1/A;‏ به Ol pe‏ متغیر gla‏ طراحی استفاده شود . اگر وزن رابا W‏ و چگالی وزنی را با 
p‏ نشان دهیم» مسأله بهینه سازی را می توانیم به شکل زیر رابطه سازی کنیم : 


w l,l 
pL y Ww ۱ 

را با قیود , 0 < -y‏ روز 1.5 
J‏ ,75220 0.5—45 


1 2 
ASS میئیمم‎ Se m 
n -e TRE 3° ap 
تابع لاگرانژ به شکل زیر است‎ 


L(y, A) = 1/yı + 1/ ya — ۸, )1.5 — yı — ye) — (0.5 — yi + 39). 


Li(yy à) = ~1.5A; - 0.5239 + 1/1۷ + (Aa + ro), 
Li(ys, À) = 1/2 + Ar — 22( ول‎ ۰ 


lo. +A) = + FOA TAX), 


1 
M 2 i 


25 + 2)1 +») = + ` +o. 
و این معادلات به شکل زیر خلاصه می شوند‎ 
و‎ + ۸2 =3, 3 Ait 4221.5. 


به شکل مشابهی مرزها برای تغییر پں عبارت است از : 


۸ - و۸‎ =3, 3 Ay - à = 1.5. 


بخش ٩.۲‏ :ررشهای دوگان ۴۷۵ 





)1/2,1( 


شکل ۲۰۲ ٩.‏ نواحی در فضای Aa)‏ ,:2) برای مسأله حرپای دو میله ای 


این خطوط ربع مثبت صفحه" (A1, Ag)‏ را به ۶ ناحیه تقسیم می کند که مقادیر Vi‏ و ولا در هر ناحیه در 
شکل (A. Y.Y)‏ نشان داده شده است . جست و جو برای ماکزیمم بر در ناحیه را از نقطه مرکز 
)0,0( = ۸ شروع می کنیم . در این نقطه £(x, A) = 1/yy + 1/y‏ و در نتیجه À)‏ ,)2 با انتخاب 
مقادیر گسسته 1 = ررر = ررومینیمم می شود همان گونه که در شکل نیز دیده می شود . برای ناحیه ای که 
این مقادیر ثابتند» تابع دوگان عبارت است از : 


Lm = 2+ 0.53; — 0.59. 


مرز ناحیه در (1.5,0) برسیم که 2.75 = Lon‏ است . اکنون می توانیم به ناحیه ای برویم که مقادیر (yi, y2)‏ 
برابر )1 ,2/3( است» یا به ناحیه‌ای که مقادیر (2/3,2/3) است. در ee‏ قبلی» eU‏ دوگان عبارت 


است از : 
Lm = 2.5 + 2۱/6 - 6,‏ 


و در ناحیه" بعدی : عبارت است از : 


gle ۷۶‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
2۰ - ۸۱/6 - 3 = ۲ 


در هیچ کدام از این نواحی نمی توانیم برع را افزايش دهیم . از آن جا که م در نقطه (1.5,0) ماکزیمم 
می شود که به هر سه ناحیه تعلق دارد» برای مقادیر Lay‏ سه امکان وجود دارد. با این وجود. تنهایک 
انتخاب )2/3 ,2/3( = ”ر قیدها را نقض نمی کند . برای این انتخاب. مقدار تابع هدف برابر 3 است که 
با ماکزیمم Ln‏ که 2.75 بود متفاوت است. این اختلاف که فاصله تهی" دوگان نامیده می شود» یادآور 
این نکته است که مسأله گسسته محدب نیست و بدین سبب مطمتن نیستیم که یک مینیمم برای تابع هدف به 
دست آوردیم . برای این مثال» در واقع یک مینیمم را به دست آوردیم و مینیمم دیگر (1/2,1) است ۰۰۰ ۰ 

برای تشریح این که این روش ممکن است گاهی جوابی که مینیمم نیست بدهد » مثال )٩ ۰۲۰ D‏ را با 
شرط این که متغیرها Jul‏ صحیح باشند؛ بار دیگر حل می کنیم . 


مثال ٩.۳۰۳‏ 
رابطه سازی مسأله عبارت است از : 


f(x) =z} +z + z3 


رابا شرایط ,0 > 10 - و2 + g(x) = zı‏ 
۰ 82 - 213 + ود = g(x)‏ 
و این که 1,2,3 i‏ 2 اعداد صحیح باشند مینیمم کنید . 


لاگرانژین» معادلات(الف) و (ب) مسأله (۱ LY.‏ است و جواب بیوسته عبارت بود از 


, z;-lz, f(x) =52. 


, L(A) = 52. 


برای جواب صحیح در همسایگی جواب پیوسته جست و جو می کنیم . بنابراین سرزهای ارائه شده در 
معادله (۱۶ Y.‏ .4( برای مقادیر صحیح UL zi‏ نز دیک بهین بیوسته باشند . برای ,± محدوده بین 3 ,4و 
بین 4 ,5 را در نظر می گیریم . با این محدوده» معادله (۱۶ Y.‏ راکه برای ر[ به کار می بریم به شکل 


1) Gap 


بخش ٩.۲‏ :روشهای دوگان ‏ ۳۷۷ 


زیر در می اید : 


9- 3A, = 16 - 4X, و‎ . 16-421 < 25 - 5), 


C 


برای و2 محدوده ای بین 4 ,5 و بین 5 ,6 در نظر می گیریم . معادله (۱۶ . ۲ راکه برای Ls‏ په کار 


می بریم به شکل زیر خواهد بود : 
à + ۸۵ =9, à +2 = 11.‏ 


به همین ترتیب برای (Z3‏ معادله Y. V)‏ ۰) را که برای و به کار می بریم با محدوده ای بین 0 ,1 و 1 ,2 
به شکل زیر خواهد بود : 


Ag = 0.5, à = 1.5. 


این مرزهاء و مقادیر L(x, A)‏ در بعضی از نواحی نزدیک بهین پیوسته در شکل ۲۰۳ ٩۰‏ نشان داده 
شده اند . جست و جو را از بهین پیوسته با مقادیر 12 = و۸ ,91 = ۵ شروع می کنیم . برای این val‏ 
مقادیر Lazy‏ که بر را ماکزیمم می سازد برابر است با (5:5,1)» و ود + 51 = cul. La‏ عبارت نشان 
می دهد که Ag‏ باید افزایش یابد . در 1.5 .= »1 به مرز ناحیه می رسیم و .52 = Ly‏ مقادیر برای تمامی 
مرز احیه در شکل۳. ٩۰. Y‏ با خط بر مشخص شده است. شش ناحیه همسایه در آن مرز وجود دارد و با 
استفاده از عبارت مب که در شکل داده شده» می توانیم مقدار ماکزیمم 52.5 = Lm‏ رابه دست آوریم . 
اکنون برای مقادیر Lez;‏ شش انتخاب داریم که با شش ناحیه ای که قطاع Lm‏ ماکزیمم را در بر می گیرند 
نشانداده شده اند . دو ناحیه ای که در چپ ترین قسمت قرار دارند قید اول و سه ناحیه" پایین قید دوم را 
نقض می کنند . از yo‏ ناحیه ای که در ناحیه طراحی قابل قبول قرار دارند؛ (5,5,2) تابح هدف کمتری دارد 
که برابر است با 54 = ۶. اما بهین در (4,6,1) J|‏ دارد با 53 f=‏ ۰۰۰ 


هر چند این مثال گویای این مطلب است که روش استفاده شده همگرا شدن به بهین را تضمین نمی کند » 


۸ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل :٩‏ روشهای معیار بهینگی و دوگان) 





L= 42 + Ay +2 
)4, 5, 1( 





Al 


8 9 10 -— 11 


q ۰ Y ۰ Y JU. صفحه( بر ای‎ 4. rr شکل‎ 


ولی در بسیاری از کاربردها مفید واقع شده است . این روش به شکل گسترده ای توسط گرایرسون" و 
همکارانش در طراحی قابهای فلزی با مقاطع استاندارد به کار گرفته شده است[19-21]. برای اطلاع 
بیشتر از چگونگی پیاده سازی جست و جوی خودکار در فضای ۸ برای یافتن ماکزیمم و همچنین برای 
حالت آمیختگی متغیرهای گسسته و پیوسته» خواننده را به مطالعه مرجع[18] توصیه می کنیم . 


٩۰ ۲۰ ۳‏ کاربرد در تقریبهای مرتبه اول 


تقریب وارون و برای تابع هدف تقریب خطی به کار گرفته شده است . یعنی مسأله بهینه سازی تقریبی 


: عبارت است از‎ 
f(x) = ول‎ + iTi 
(9 = fo Ls (4. Y. AV) 
n 
. مینیمم کنید‎ g(x) = ej - (  هز/2:‎ > 0, J=l,...,ng. را ہا شرایط‎ 
i=l 


1) Grierson 


بخش ٩.۲‏ : روشهای دوگان fv4‏ 


ابتهای ززه در معادله (۱۷ ۰ ۲ .4( از مقادیر f‏ و g‏ مشتقات آنها در نقطه Xo‏ محاسبه می شوند. بعنی : 


fo = faa) - 3 mwt), بر‎ S a), (4. Y. YA) 


izl Or; 


و از معادله Y. V)‏ .4( 


a a ; 
coj = gj(xo) + $ zu و‎ (6), (4. Y. V4) 
i=l] 1 
2 99; 


Cj = Zo, Be, 0):‏ 
اگر همه" ون»‌ها مثبت باشند این مسأله تقریبی محدب است . به همین شکل اگر همه :ها مثبت باشند 


مسأله بر حسب وارون متغیرهای طراحی محدب است . در هر دو حالت یک بهین تکی داریم . تابع 


: لا گرانژین عبارت است از‎ 
£(x, A) = fot fiti- ود‎ (= Doula) )٩.۲۰۲۰( 
ات‎ jal ix] 


اولین گام در روش دوگان این است که با مینیمم کردن L(A) cuo £(x, A)‏ را بباييم . بامشتق گیری 


از A)‏ ,)2 نسبت به X‏ داریم : 


n, 
fi - YJ 27/زنه ود‎ =0, (4. Y. Y) 
j=l 
: بنابراین‎ 
1 at 1/2 
I, = DX à (4.Y.YY) 
nm 


با جایگزینی معادله YY)‏ ۲۰ 4( در )٩۰ Y ۲۰( dato‏ داریم : 


Lm(A) = fo + >> 2:)( ود‎ (s = u/s) , (4. Y. YY) 
i=l j=l im} 

که (2:)2 از معادله (۲۲ . ۰۲ )٩‏ به دست می آید : 

ماکزیمم سازی (A)‏ مرت می تواند به کمک روش عددی انجام شود آن گاه به مشتقات (A)‏ مه نیاز داریم . 


با استفاده از معادله (۲۱ Y.‏ داریم : 


۸۰ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (نصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 





06 _ n 
(ADU وم‎ + 2 nif), (4. Y. YY) 

2 3 
atc = a On; 
San " eal tar 4. Y. YO 
83,02. 2 cul Ja, ( ) 

یا با استفاده از معادله YY)‏ ۰۲۰( داریم : 

P Lm = 1c CijCik 
OO, — 24. NA) (4. Y. YF) 


اکنون که مشتقات دوم به راحتی در دسترسند» بهتر است برای ماکزیمم سازی از روش نیوتن استفاده 
در حالت c IS‏ هنگامی که بعضی از Ciz‏ هامنفی اند معادله (A ۰۲ ۰ YY)‏ ممکن است به مقادیر 
موهومی بینجامد . cpl ple‏ برای اطمینان بیشتر › بهتر است از تقریب محافظه کارانه- محدب استماده 


شود. این کار هنگام کاربرد روش دوگان معمولاً انجام می شود[22] . 


مثال ٩.۳۲۰۴‏ 
خریای سه میله‌ای شکل ۴ . ۲ ٩۰‏ تحت SE‏ دو بار افقی و عمودی قرار دارد. برای این مثال» فرض 
۱ می کنیم که بار عمودی دو برابر بار افقی c py = p, Py = 2p cc‏ بار افقی می تواند هم از طرف راست 
و هم از طرف چپ اعمال شود» و به این سبب یک طراحی منقارن را دنبال می کنیم . خرپا باید با قید تغییر 
مکان در نقطه اعمال بار که نباید از مقدار 4 چه در جهت افقی و چه در جهت عمودی بیشتر شود 
طراحی شود . متفیرهای طراحی مساحتهای سطح مقطع اعضای خرپا یعنی Acs Ag, Ap‏ است . به خاطر 
تقارن فرض می کنیم Aa = Ac‏ تابح هدف h‏ انتخاب شده برای این مثال به نوعی مصنوعی است و 
عبارت است از : 
, و2۸4 + بر h=‏ 
که بر اساس این فرض که هزینه عضو 8 بیشتر است. نوشته شده است . قیدها عبارتند از : 
0 < 1/8 - 21 9۱ 
,0 < ۷/0 - 1 < چو 


بخش ٩.۲‏ : روشهای دوگان PAN‏ 





۷:۷ Py=2p 


شکل Y. Y‏ .4 خرپای سه میله ای 


که ۲ و « به ترتیب تغییر مکانهای افتی و عمودیند . با فرض این که تمامی اعضا ضریب ارتجاعی £ یکسانی 


- 4pl : دارند» داریم‎ 
` 3EA,4' 

MEE P 
- E(As +0.25A,) ` 


یک مساحت مبنا به شکل Ay = Apl/3Ed‏ تعریف می کنیم و متغیرهای طراحی رانرمال سازی می کنیم . 
متغیرهای طراحی نرمال سازی شده عبارتند از : Ap/ Ag‏ = و2 ,۸۵۸/۸0 = 2 و در این صورت مسأله 
بهینه سازی به شکل زیر نوشته می شود : 

و22 + ر2 = f(x)‏ 


را مشروط به قود ,0 < ;1/2 — 1= a(x)‏ 
go(x) = 1 — 1.5/(£2 + 0252,( > ۰‏ مینیمم LS‏ 


اکنون برای تقریب go(x)‏ حول یک نقطه" طراحی اولیه )1,1( = از تقریب وارون استفاده می کنیم . 


ga(Xo) = —0.2 , 
09 0.375 
Br, 09) ` (a + 0.2521) |." vehi 
O92 1.5 
82, = (2, 0.25) سا‎ OP 





در نتبجه» تقریب وارون gon‏ عبارت است از : 


gon(x) = —0.2 + 0.24(2, -1(/2 + 0.96(z2 — 1)/re 
= 1~0.24/2, — 0.96/29. 


PAF‏ میانی بهینه سازی سازه ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 


مسأله تقریبی عبارت است از : 


f = ±1 + 229‏ 
را مشروط به 359 ,0 2 g(x) 21—1/zi‏ 
gan(x) =1 — 0.24/2; = 096/22 >0.‏ مینیمم کنید 


با علایم استفاده edu‏ در معادله VY iv)‏ ^( داریم 


1۱ 21, و‎ < 2, eu ,1ع<‎ cı =0, عون‎ 0.24, c= 0.96, co = co 2۰ 


در این جا L(A)‏ با استفاده از روش نیوتن و با حدس اولیه (1 ,1) = AT‏ ماکزیمم سازی می شود . از 
معادله ë Y $ Y Y)‏ ( داریم : 


ay = (1.24)? = 1.113, ود‎ = (0.48)? = 0.693. 


از معادله (۰۲۴ ۰۲ )٩‏ داریم : 











,0.1015- = مسب + 1- = = 
gas 7095‏ کے +[ ہے س 
و از معادله (۲۶ . ۲ . 4( داریم : 

2 3 
ae 7 -5 (r = —0.3626 , 

2 
is (8) um 

2 2 2 
or = ~3 ens * Seago) 7-002 


با استفاده از روش نیوتن برای ماکزیمم سازی (Ca‏ داریم : 


a = f1} _ ] -0:3626 -0.0870] f -0.1015| _ f 0.503 
1711 -0.0870 —0.7132 060 [ 11903[" 


14D) در‎ 


بخش ٩.۳‏ : روشهای معیار بهینگی برای یک قید FAT‏ 
zı = (0.503 + 0.24 x 1.903)? = 0.980, z3 = (0.48 x 1.903)? = 0.956.‏ 

یک چرخه" دیگر از روش نیوتن 4 43 0.356 = 1 2.05 = dey gq = 1.17 +21 = 1.02, Àz‏ 
همگرایی را می توانیم با توجه به مثبت بودن ضربگرهای لاگرانژ بررسی کنیم و انتظار داشته باشیم که هر 
دو قید بحرانی باشند . اگر 0 = (x)‏ و 0 = gan(x)‏ قرار دهیم» بهینه مسأله تقریبی به شکل 1 «pom‏ 
f = 3.526 ۰2 = 1.263‏ دست می آید . به نظر می رسد که روش نیوتن به سرعت همگرا می شود . 
بهین مسأله اصلی با قرار دادن 0 = (») رو و 0 = g0(x)‏ به دست می آید که عبارت است از 1 = :ده 
tre = 1.25‏ 3.6 < ,۰۰۰ 

از آن جا که روش دوگان در فضای ضربگرهای 2E SN‏ عمل می کند» به حصوص هنگامی که تعداد قیدها 
به نسبت تعداد متغیرهای طراحی کم است؛ روش توانمندی است . روشهای معیار بهینگی که در بخش 


بعدی بحث خواهند شد نیز بدین گونه اند. این روشها هنگامی که تنها یک قید بحرانی داریم بسیار مناسبند . 


۳ روشهای معیار بهینگی برای يك قید 

روشهای معیار بهینگی با کارهای پراگر' و همکارانش a)‏ عنوان مشال» [23]) برای سیستمهای 
پارامتر توزیعی و کار و LIS‏ خات و ردی" [24] برای سیستمهای گسسته پایه ریزی شد . آنها معیار 
بهینگی را مانند معیار توزیع یکنواخت انرژی که پیشتر بحث شد» رابطه سازی کردند . پعدها معیار بهینگی 
گسسته توسط برك› و نکایا» خات" و دیگران (به عنوان مثال ]27[ - [25]) گسترش یافت تا قیدهای تغییر 
مکان را به طور کلی در بر گیرد. بحث ما در این جا محدود به معیار بهینگی گسسته می شود و به میزان 
زیادی پراساس مراجع ]28[ و ]29[ است. خوانندگان علاقمند به معیار بهینگی پیوسته را به ES‏ آقای 
رضوانی" ]30[ که در این زمینه سهم بالایی دارد؛ ارجاع می دهیم . 

روشهای معیار بهینگی نوعاً بر اساس یک معیار بهینگی صریح که از شرایط کان تاکر به دست می آید» 
و یک قاعده تغییر اندازه که در عمل به طور خودجوش شکل می ca eS‏ قرار دارند. معمولاً می توان نشان 
داد که قاعده تغییر اندازه بر اساس این فرض شکل می گیرد که بارهای داخلی سازه نسبت به فرایند تغییر 
اندازه حساس نیست. این مانند همان فرضی است که اساس روش FSD‏ و قاعده تغییر اندازه نسبست- 
تنش مربوط را تشکیل می داد . این فرض در بسیاری از موارد معادل فرض مناسب بودن تقریب وارون 


1)Prager 2) Venkayya, Khot, and Reddy 3) Berke, Venkayya, Khot 4) Rozvany 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل :٩‏ روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
برای قیدهای تغییرمکان است . شناخت ارتباط بین روشهای معیار بهینگی و تقریب وارون برای داشتن 
یک درك بهتر از رابطه بین روشهای معیار بهینگی و برنامه ریزی ریاضی سودمند است و در پبخش بعدی 


بحث می شود . 


٩. |‏ تقریب وارون برای بک dab‏ تغییرمکان 
بحث را با این مطلب آغاز می کنیم که نشان می دهیم در بعضی از مسائل طراحی سازه؛ فرض ثابت بودن 
بارهای داخلی معادل کاربرد تفریب وارون برای تغییر مکانهاست . معادلات تعادل سازه به شکل زیر 


نوشته می شود : 


Ku=f, (4.۳.1) 


که K‏ ماتریس سختی ca jhe‏ س بردار تغبیر مکان» و f‏ بردار بار است . 

از آن جا که در زیر از تقریب وارون به طور گسترده ای استفاده می شود» یک بردار y‏ از متغیرهای 
واروت ۲ ,...,1 = : ,1/2 = yi‏ معرفی می کیم . قید تغییر مکان بر حسب متغیرهای طراحی وارون به 
شکل زیر نوشته می شود : 

g(u,y) 2 2 - 271 < 0, ٩. ۳ ۰. Y) 


که 7 یک تغییر مکان مجاز: و وه 27 یک ترکیب خطی از مولفه های تغییر مکان است . برای گروه خاصی 
از سازه ها که ماتریس سختی یک تابع همگن خطی از متفیرهای طراحی است (به عنوان مثال؛ سازه های 
خرپایی که مساحتهای سطح مقطم اعضا متغیرهای طراحی اند) ۰ تقریب وارون بسیار مناسب است . 


K = Y Kai = Y Kin. (4.Y.Y) 


izl i=l 
همچنین فرض می کنیم که بار مستقل از متغیرهای طراحی است . با شرط بالا نشان خواهیم داد‎ 


(u) = 2+ ور‎ (4.۳.۴) 


i=) 


یعنی چیزی که یک تفریب مرتبه اول و به نظر می رسد» در واقع دقیق است . معادله )٩۰۳ ۰ Y)‏ گواه بر 


بخش ٩۰۳‏ : روشهای معبار بهینگی برای یک AS‏ ۴۸۵ 
تابع خطی بودن متغیرهای طراحی نیست زیرا برو29/8 به متفیرهای طراحی بستگی دارد . برای اثبات 
معادله (۰۴ ۰۳ )٩‏ از معادله (۰۸ ۲ . (V‏ برای مشت یک قید استفاده می کنیم و به جای T‏ کمیت ی را 
می گذاريم . از آن جا که بردار بار مستقل از متغیرهای طراحی است» معادله (۲۰۸ ۰ ۷) به شکل زیر در 


: خواهد آمد‎ 
0g r (OK 
ay mE «s 
By, À (SS) a, (4.7.0) 


که ۸ از حل معادله (۰۷ ۲ . ۷) به دست می آید (اما توجه کنید که z‏ در معادله Y V)‏ . ۷) برداری با 
مژلفه های :29/86 است» در حالی که 2 در این جا منفی این بردار است» معادله (۲ .۳ .) را پبینید» 
بنابراین باید در جواب ۸ء 2 را با < - جایگزین کنیم) . همچنین از معادله )٩۰ Y. Y)‏ داریم : 


OK K; 


o cum (4.۳.۶) 


با استفاده از معادلات )٩۰۳ 06) CAT FD (VY V)‏ و )٩۰۳۰۶(‏ و تقارن K‏ داریم : 


= ê n K; ^" 
z ay 2 zu (Ex) u-ATKu--zTu. (4.Y.V) 


i=) ix] 

از معادلات )٩۰۳۰۲( (4 Y V)‏ می توان فهمید که معادله (۴ . ۳. )٩‏ صحیح است . 

معادله (۴ . (A LY‏ انگیزه استفاده از تقریب وارون برای قیود تغییر مکان است . برای سازه هایی که از 
نظر ایستایی معینند با فرضهایی که در اثبات معادله (A Y. Y)‏ بیان شد» یک نتیجه" قوی‌تری داریم که 

شتقات 29/2 ابتند. در نتیجه تقریب وارون دقیق است. این ادعا را با نشان دادن این که اگر بارهای 

داخلی سازه مستقل از متغیرهای طراحی باشند» آن گاه Og/ dy;‏ ها ثابتند. ثابت خواهيم کرد. بارهای 
داخلی در یک سازه‌ای که از نظر استاتیکی معین است قطعاً مستقل از متغیرهای طراحی اند که سختی را 
کنترل می کنند ولی از هندسه و بارها مستقل نیستند . 

فرض می کنیم Ki /yi‏ در معادله (A ۰۳ T)‏ سهم آن بخش از سازه در ماتریس 16 باشد که با :امین متغیر 
طراحی کنترل می شود . نیرویی که روی آن قسمت از سازه اعمال می شود عبارت است از f;‏ 


fes. (4.۳.۸) 


yi 


PAF‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ٩‏ : روشهای معبار بهینگی و دوگان) 
اگر جزء آام سازه در مقابل حرکت جسم صلب مقید شده باشد » از ماتریس سختی کاهش Ki «3l‏ نیروی 
یکسانی به دست می آید و یک بردار تغییر مکان کاهش abl‏ 17" وجود خواهد داشت به شکلی که 


(4.۳.4) 


حرکت جسم صلب از بخشی از ږا که مربوط به جزء ام سازه است . با این شرایط K;‏ تبدیل پذیر است » 


در نتیجه : 

uj = yiui. (4. Y. i\e) 
که‎ 

u; = (Ki) ۰ (4. Y. V) 


با استفاده از معادلات (۰۶ Y.) (4 Y A) ۰ (A Y‏ .4( معادله CATO)‏ رابه شکل زیر 


: می نویسیم‎ 
— = Aiu = ر‎ = ATu. (4. Y. yY) 
OY; y? fy g” 


ATK Sya‏ بردار نیروی داخلی در اثر بار (مجازی) z‏ (معادله ۰۷ ۷۰۲ را ببینید) است و اگر فرض 

شود نیروی داخلی مستقل از متغیرهای طراحی اند ثابت است . همچنین :]از معادله A)‏ ۰۳ ٩)و‏ نت از 

معادله (۱۱ . (AY‏ ثابتند . بنابراین» در نهایت از معادله (A. ۳۰ NY)‏ مقدار Og / By;‏ ثابت است. 
اکنون کاربرد روشهای معیار بهینگی برای یک قید تغییر مکان را بر اساس تقریب وارون مورد مطالعه 


قرار می دهیم . 


به سیب حواص odes‏ تقریب وارون برای SEAS‏ تغییرمکان» مسأله بهینه سازی را بر حسب متغیرهای 


بخش ٩.۳‏ : روشهای معیار بهینگی برای یک نید ۳۸۷ 
(۱۳ .4.7( 


برای این cea‏ شرط کان- تاکر عبارت است از : 


Of 89 . = (4.4. V 
dy; AR : dcin 


در بسیاری از موارد تابع هدف بر حسب متغیرهای طراحی اصلی خطی است یا د تقریباً حطی است» و جون 
ty; = 1/2‏ معادئه VY)‏ ۰ ) می تواند به شکل زير نوشته شود : 





Of Og 
2 — 4.¥. M 
ae Oa 9s ( 
در نتیجه‎ 
۱2/۸ l 
i= i ESSI ox Ta D 
(- MARY" i=] n (4 7) 


ضربگر لاگرانژ ۸ از این اصل به دست می آید که قید فعال باقی خواهد ماند (با یک قید تغییر مکان 
نامساوی» معمولامی توان فرض کرد که قید فعال است) . با برابر صفر فرار دادن تقریب وارون 43 داریم 


n 8g n 89 1 
= + را تست‎ — j= — —— = 1 (4 ۰ Y. ۱۷( 
gr = (Yo) 3 3 «(y Voi) = co + 7 aes 0 
که‎ 


(4.۳. MA) 


co = 9(yo) - کر(‎ = one Yea 


با جایگزینی از معادله (۱۶ ۳۰ .4( در معادله Y. VV)‏ داریم 


n 1/2]? 
-5 C2) | (4. Y. M4) 


معادلات (۱۹ ۰ )٩۰۳‏ و )٩۹۰۳۰۱۶(‏ اکنون می توانند به عنوان یک الگوریتم تغییر اندازه چرخه ای برای 
سازه مورد استفاده قرار گیرند . 


فرایند با محاسبه قید تغییر مکان و مشتقات آن شروع می شود و Of‏ گاه ۸ از معادله V4)‏ ۰ محاسه 


PAA‏ مانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل :٩‏ ررشهای معیار بهینگی و دوگان) 
می شود و اندازه های جدید از معادله (۱۶ ۰ )٩۰۳‏ به دست می آیند . چرخه تکرار می شود و اگر :0/82 
و :00/2 خیلی ناپایدار نباشند» فرایند همگرا می شود. 

در پیشتر موارد طراحی افزون بر قید تغییر مکان» حد بالا و پایین روی متغیرهای طراحی نیز داریم و 
الگوریتم تغییر اندازه باید کمی بهبود یابد . اپتدا معادله (۱۶ ۰ LY‏ 4( معرفی کرانهای VE‏ و پایین کامل 
می شود که اگر این حدود را نقض کند» متغیر طراحی مربوط را برابر آن حد قرار می دهیم. آن گاه» 
مجموعه متغیرهای طراحی که در حدود بالا ule‏ خود قرار دارند را مجموعه pad‏ فعال" نامیده و با I;‏ 
OUS‏ می دهیسم و مجموعه متغیرهای باقی مانده را مجموعه فعال نامیده و با م] OUS‏ می دهیم . معادله 


(A. Y ۰ ۱۷(‏ به شکل زیر در می آید : 


$435 9T ug (4. Y. Y») 
ier, 09i Ti 
4S 
ôg 1 
E + ———. )٩ . ۳ ,۲۱( 
E j 2 سر‎ 
. طور مشابهی به شکل زير بهبود می یابد‎ e ۸ برای‎ C ۰۳ ۰ ۱۹( معادله‎ 
2 
1 8f E)" 
A=|— -— (4.Y.YY) 
EE àz, OY; 


فرایند تغییر اندازه ای که در این بخش تشریح شد کنترلی از نظر اندازه" گام ندارد. یعنی در محاسبه 
مشتقات f‏ و و معادله (۱۶ ۰ (AY‏ ممکن است به تغییرات بسیار زیاد متغیرهای طراحی نسبت به مقادیر 
اولیه شان بینجامد . فرایند را می توان برای داشتن کنترلی روی میزان تغییرات طراحی بهبود بخشید که در 
بخشهای بعدی بحث می شود . خات[28] با اعمال چنان کنترلی نشان داد که روش معیار بهینگی بحث 


شده در این tbe‏ دقیقاً معادل روش تصویر گرادیان است که با تقریب وارون به کار رفته باشد . 


مثال ٩.۳.۱‏ 
مثال ۲ ۰ JU ٩۰۲‏ دیگر با تنها یک قید روی تغییر مکان عمودی تکرار می کنیم . با استفاده از متفیرهای 


1) Passive 


بخش ٩.۳‏ : روشهای معیار بهینگی برای یک I‏ ۴۸۹ 
طراحی نرمال cout‏ رابطه سازی ریاضی مسأله به صورت زیر خواهد بود : 


و22 + f(x) = x,‏ رانسبت به 
۰ > )0.2571 + و1.5/)2 — 1 = g(x)‏ مینیمم کنید 


همچنین حد پایین 0.5 > 0.5521 > وت را نیز در نظر می گیریم . 
مشتقات مورد نیاز در فرایند تخییر اندازه عبارت است از : 


3f , f, 89 89 8 
Ox, ' ðn 7 Oy, x, o - (x9 + 0,252)? ` 
99 _ d og 1.523 
Oy CN (m +0. 257)? 
Lm 
co = o{y) + sn + 
p 5 0.3752; 1.5z4 


~ (z*0352) (e + 03255) ° a+ 03253) — 


با طراحی اولیه "(1,1) = Xo‏ شروع می کنیم . فرایند چرخه در جدول ۱ ۰ .4 خحلاصه شده 


- 


است . 


٩.۳۰۱ جدول‎ 

٩۰۳۰ ۱۶( معادله‎ 
T T2 09/8 /و0‎ 2y c 71 12 
1.0 1.0 -0.24 -0.96 1.0 3.518 0.92 1.30 
0.92 1.30 -0.136 -1.083 1.0 3.387 0.68 1.35 
0.68 1.35 -0.0751 -1.183 1.0 3.284 0.496 1.39 
0.50 1.39 -0.0408 -1.263 0.918 2.997 0.350 1.376 
0.50 1.376 -0.0416 -1.261 0.917 2.999 0.353 1.375 


طراحی به سرعت به 0.5 = (2(کران پایین) و 1.375 = 2 همگرا ge‏ شود؛ هر چند مشتق A‏ نسبت 
به و از ثابت بودن فاصله دارد . تخییرات زیاد مشتقات نسبت به لا به این حقیقت بر می گردد که خرپای سه 
میله ای بسیار زیادتر از اندازه عضو دارد. این که یک عضو زیادی باشد تا اندازه ای مورد قبول است ولی 
آنچه در این جا داریم این است که سازه ۵۰/ پیشتر از نیاز عضو دارد. * * * 

همچنان که در مثال دیدیم › روش معیار بهینگی برای مسائل تک قیدی خوب کار می کند . در واقع» 


یافتن روشهایی مناسبتر برای این گونه مسائل دشوار است . 


۰ مبائی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : ررشهای معیار بهینگی و درگان) 
٩ Y. Y‏ عمومیت دادن برای قددهای نوع دبکر 
روش معیار بهینگی که در بخش گذشته بحث شد. بسیار شببه روش دوگان است. به ویژه معادله 
)٩.۲۰.۲۲(‏ حالت خاصی از معادله (۱۶ ۰ )٩۰۳‏ است . هر چند انگیزه تدوین و به دست آوردن آن 
هماهنگی بین یود تغیبر مکان و نقریب وارون co‏ ولی بدیهی است که این روش برای هر قیدی که بتوان 
آن را با تقریب وارون به شکل قابل قبولی تقریب زد مناسب خواهد بود. در این بخش ما روش بخش 


قبلی را تعمیم می دهیم و کاربرد روش را برای حالات عمومی تر قیود بحث می T‏ معیار بهینگی برای 


یک Ad‏ تکی 
Of 809g _ €"‏ 
gg =0, deben )٩ ۰.۳ ۰۲۳(‏ یو 
را می توان به شکل زیر نوشت 
Of ; 09‏ 
al AD Bid = ٩ . ۳ Yf‏ 
n. ( )‏ کته و Bz,’‏ 22 2 


طرف راست معادله (۲۴ ۰ ۳ )٩۰‏ معیاری است از هزینه ali LAU‏ متغیر طراحی در متأثر ساختن قید . 
صورت کسر میزانی از اثر :2 روی قید است» و مخرج کسر میزانی از هزینه مربوط به آن . معادله (۲۴ ۳۰ 
۰ ) به ما می گوید که در بهین تمامی متغیرهای طراحی در تغییر قیود به طور یکسان اثر هزینه ای دارند . 
دورتر از بهین» بعضی از متغیرهای طراحی ممکن است اثر هزینه ای بیشتری نسبت به دیگران داشته 
باشند . یک فن تغییر اندازه باید به گونه ای باشد که میژان استفاده از متغیرهای موثرتر را افزایش داده و 
متغیرهای کم اثرتر را کاهش دهد . به عنوان مثال در حالت ساده ای که «t‏ ,9۴/82 و :09/82 همه مثبت 


باشند » یک قاعده تغییر اندازه عبارت خواهد بود از : 


z^ md (e), (4. Y. YO) 


ei = (0g/02)/(0f/82,) , (4.۳. Y9) 


اثر امین متغیر و 7 پارامتر اندازه گام است . مقدار بزرگ 7 تغییرات کوچکی در متفیرهای طراحی را به 


بخش ٩.۳‏ : روشهای سمیار بهینگی برای یک si‏ ۴۹۱ 
دنبال خواهد داشت › که برای مسائلی با تغییرات سریم مشتقات مناسب است . مقدار کو چک 7 می تواند 
در هنگامی که مشتقات تقریباً ابتند همگرایی را شتاب بخشد. برای تخمین ضربگر لاگرانژ می توانیم 
بگوییم که قیود باید در طراحی با اندازه های جدید بحرانی باشند . با استفاده از تقریب وارون» معادله 
۰4٩۰.۳۰ ۱۷(‏ و جایگزینی :2 از معادله )٩۰۳ ۰ YO)‏ در «of‏ داریم : 


n f 
1 Og -i 
Azz" , )4 ۰.۳ ۰۲۷( 
- rz bd | 


که co‏ از معادله )٩ ۰۳ ۰ VA)‏ به دست می آید . از این فاعده تغییر اندازه در برنامه۳۸۵۹0۳ ]31[ برای 


طراحی سازه بال تحت قید لرزش استفاده شده است . 


مال ٩.۳۰۲‏ 
یک مخزن رو باز باید دست کم "2570 1حجم داشته باشد . قیمت تمام شده دیواره های جانبی مخزن 
۰دلار به ازای هر متر مربع است؛ در صورتی که قیمت تمام شده" دیواره های جلو و عقب و کف ۱۵ 

دلار به ازای هر متر مربع است . اندازه های بهین مخزن را پیاپید . 
عرض» طول و ارتفاع مخزن را به ترتیب or‏ وت و و2 می نامیم آن گاه مسأله طراحی به شکل زیر 
رابطه سازی می شود : 
و152 + 30273 + وعرع20 = f‏ رانسبت به 
g= 2223 - 125 0.‏ مینیمم کنبد 


:‌های سه متغیر طراحی به شکل زیر خواهند بود 


e = z2z3/(3073 + 15z2), 

zyz3/(2073 + 1571),‏ = دع 

ty = 229/(20r2 + 307i). 
شروع می کلیم و مقادیر زیر را به دست‎ f = $1625 ۰2, = وت‎ = ra = SM مکعب‎ ell با یک طراحی‎ 
۵9/۵2 = ۵9/82 = 89/82 x 25*60 = 375۰621/9 e = 1/7« می آوریم . 1/10 وه‎ 
: داریم‎ )٩ ۰ Y . YO) داریم 8,62 = 3( و با استفاده از معادله‎ )٩۰۳ . ۲۷( با انتخاب 2 = و از معادله‎ 


zı x:5(8.62/9)!/* = 4.893, 
22 =5(8.62/7)'/? = 5.549, 


le ۳‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل :٩‏ روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
.4.642 = ?/')5(8.62/10== و2 
با متغیرهای طراحی جدید داریم 0.1053 = «ei = 0.1158 «e; = 0.1366«e3‏ 1.04 = و »1604 = sf‏ 
8.413 = ۸. آن گاه چرخه بعدی عبارت است از : 
zı =4.893(8.413 x 0.1158)! ? = 4.829,‏ 


x 0.1366)? = 5.949,‏ 5.549(8.413= و27 
x 0.1053)? = 4.370.‏ 4.642(8.413— 73 


سرانجام در این مقادیر متفیرهای طراحی» تأثیر پذیری ها عبارتند از 0.1089 = eg = 0.1320 «eg‏ 
«e; = 0.1180‏ 4 = و و 1584 = .می بینیم که بیشترین احتلاف بین Lae;‏ که از 43 درصد شروع 
می شد اکنون21 درصد است . با ادامه فرایند چرشه » به طراحی بهین 4.8075 = (zo = 7.2112 «z4‏ 
3.6056 = و2 ر 1560 = f‏ دست می یابیم . در بهین 0.120 = وه = وه = ,6. گرچه متغیرهای طراحی 
از آن چه بعد از دو چرخه به دست آمد تغییر بسیاری کرده اند ولی تابع هدف کمتر از دو درصد تغییر یافته 


و این قابل انتظار coy‏ زیرا مقادیر اولیه ,»ها بسیار نزدیک به هم بودند . 


٩ . ۳۰ ۴‏ تغدیر اندازه مقیاس Quo‏ 

همان گونه که در بخش قبل پادآوری شد. معادله CAT Y Y)‏ بیانگر این است که در بهین تمامی متغیرها 
(که در کرانهای بالا و gal‏ خود نیستند) از نظر اثر هزینه ای یکسانند و اثر هزینه ای آنها پرابر 1/۸ است . 
بنابراین » این امکان وجود دارد که A‏ را به عنوان یک مقدار متوسط از وارون اثر هزینه ای تخمین زد. 
ونکایا[۰]29 ۸ را به شکل زیر تخمین زد : 


= Dist i (4. Y. YA) 


که laa;‏ ثابت های وزنی اند (مانند (Of Oz,‏ آن گاه معادله YA)‏ 4( را می توان همراه با یک قاعده 
تغییر اندازه مانند معادله (۲۵ ۰ )٩ . Y‏ به کار برد . 

متأسفانه» ترکیب )٩ ۰۳ ۰۲۸( daba‏ با یک قاعده تغیبر اندازه» هیچ گونه ساز و کاری را برای فعال 
نگه داشتن قیود در بر ندارد و در نتیجه فرایند چرخه ممکن است به ناحیه قابل قبول یا غير قابل قبول هدایت 
شود. بنابراین» تخمین ۸ از معادله(۲۸ .۰ )٩۰۳‏ باید با یک گام دیگر همراه باشد. تا این اطمینان حاصل 


بخش ٩.۳‏ : روشهای معیار بهینگی برای یک AI‏ ۳۹۳ 
شود که طراحی در مرز قید باقی می ماند . یک ساز و کار ساده که به طور وسیعی در رابطه سازی معیار 
بهینگی به کار می رود مقیاس بندی متغیر طراحی است . یک دلیل شهرت مقیاس بندی این است که برای 
حالت ساده ای که توسط معادله (۳. ۰۳۴ 4) نشان داده شود» به راحتی قابل انجام است . به راحتی 
می‌توان از معادلات (۱ ۰ 4۰۳) و (۳. ۰۳ )٩‏ دریافت که مقیاس بندی بردار متغیر طراحی با یک عدد 
اسکالر a‏ هرن بردار تغییر مکان را به شکل (1/a)u‏ مقیاس بندی می کند . ونکایا[29] روش زیر را برای 
حالتهای کلی تر پيشنهاد کرد. قید و را به شکل زیر در نظر بگیرید 


g(x) = 2 -z(x)20, (4. ۳ . Y4) 


که z(x)‏ یک نوع کمیت پاسخ است مانند مولفه تغییر مکان» y‏ 2 کران بالای 2 است. اگر در طراحی 
جاری 0 E‏ و باشد. می خواهیم به را چنان انتخاب کنیم که : 


z(ax) = 7 (.۳.۳۰( 

با تقریب خطی z(ox)‏ حول ج داریم : 

z( EO» Fala Day ez. (4.۳.۳1) 

پا 

-1+ مس‎ = )٩ ۰۳ .۳۲( 
a= oF Se gia, l- ae 


اگر برای معادله Y LY)‏ 8( تقریب وارون را به کار ببریم» خواهیم داشت 
"TRECE TAN Din be (a.v. YY)‏ 
TM gis;‏ 
برای حالت خاصی مانند معادله LY Y)‏ 8( اگر کمیت پاسخ 2 یک مولفه تنش یا تغییر مکان باشد» 
مقیاس وارون دقیق است . افزون بر این cz(ax) = (1/a)z(x)‏ در نتیجه معادله (۰۳۳ ۰۳ )٩‏ می تواند با 
عبارت زیر جایگزین شود. 


0 < 2/2 21 - ۰. (4.Y.YY) 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : ررشهای معیار بهینگی ر درگان) 


ونکایا پیشنهاد کرد که معادله (۳۲ ۰۳۰ (A‏ وفتی استفاده شود که : 
e Arti 2< 0, 44٩ . ۳ . ۳۵(‏ 


در غیر این صورت Lb‏ معادله (۳۰۳۳. 4( استفاده شود . به سادگی می توان دید که معادلات مقیاس بندی 
برای بم بر حسب و برای 3 کران پایین به شکل 0 < 2 - 2 نیز معتبر است . 

در ترکیب مرحله تغییر اندازه » معادله LC ۰.۳ YO)‏ با مرحله مقیاس بندی بايد توجه کنیم که آیا 
برای این دو عمل مشتقات جدید را محاسبه می کنیم . اگر مشتقات را محاسبه می کنیسم» آن گاه تعداد 
بارهابی که مشتقات محاسبه می شوند په ازای هر چرخه دو برابر افزایش می یابد . در موارد بسیاری این 
کار ضرورتی ندارد. می توان با استفاده از مشتقات به دست آمده قبل از مقیاس بندی؛ ضربگر لا گرانژ را 


محاسبه کرد» مگر این که مقیاس بندی به تغیبرات زیاد در متغیرهای طراحی پینجامد. 


منال q.v. Y‏ 
بار دیگر مسأله مخزن مشال (۲ . )٩۰۳‏ را در نظر بگیرید . این مسأله را با استفاده از معادله Y . YA)‏ .4( 
برای تخمین ۸ و به کارگیری مقیاس بندی بار دیگر حل می کنیم . 

با همان متغیر اولیه ای که در مشال CA LY LY)‏ شروع کردیم» یمنی 57 = و2 = ود = 11 شروع 
می کنیم . برای این طراحی 0 = cg‏ نتیجه به مقیاس بندی نیاز نیست . داریم 1/10 = cez = 1/7 ceg‏ 
1/9 = ,6 » در نتیجه معادله SL LCA. ۳ ۰ YA)‏ قرار دادن تمامی وزنهاء رابطه زیر را به دست می دهد . 


3 


à = — - 
1/9 + 1/7 + 0 


,8.475 
«al ol‏ با استفاده از معادله 2V (4 .Y.YÓ)‏ = و داریم : 


x, —5(8.475/9)!/? = 4.852, 
T2 =5(8.475/7)!/? = 5.502. 
13 =5(8.475/10)'/? = 4.603. 
۰09/02, = 25.325»09/82 = 22.334:Ag/Azs = 26.695 طراحی‎ Gls 5 برای مقادیر جدید‎ 


z = TiTa رم 2.12- = 187759 = ۶. در مسأله‎ = 0.1148«e; = 0.1355 sez = 0.1044 


بخش ٩۰.۴‏ :قیدهای‌متعدد ‏ ۳۹۵ 
و به راحتی می توان دید که معادله (A. Y. Y)‏ برآورده شده است e‏ در نتیجه برای مقیاس بندی از معادله 
(AF. FY)‏ استفاده می کنیم . 


—2.12 


7 25.395 x 4.852 + 22.334 x 5.502 + 26.695 x 4603 ^ 150276. 


a zl 


با مقیاس بندی متغیرهای طراحی داریم 4.630 = و۰2 5.533 = و۰2 4.880 = ر2. برای این متفیرهای 
مقیاس شده. 0.015 = و که نشان دهنده" این است که مقیاس بندی کار می کند . برای این طراحی مقیاس 
شده 1595 = رکه یک میزان واقعی تر از بهبود است نسبت به 1577 = f‏ طراحی مقیاس نشده؛ زیرا قید 
Yr‏ نشده . اکنون A‏ را به دست می آوریم 


3 


A = anas F 0.1355 roion ^ 5197. 


zı  4.880)8.457 x 0.1148)? = 4.808. 


z} = 5.533(8.457 x 0.1355)? = 5.923, 
T3 = 4.628(8.457 x 0.1044)! = 4.351. 


0g/[013- 28.481«0g/0227:20.921.0g/02,—25.772« f = 1570«g = —1.08 برای این طراحی‎ 


«e; = 0.1315 ۰6, = 0.1175‏ 0.1084 = وم. ضریب مقیاس بندی a‏ عبارت است از 


—1.08 


.10029 = سس 
x 4.808 + 20.921 x 5.923 + 28.481 x 4.351‏ 25.772 


6 < 1 


با مقیاس oy‏ متغیرهای طراحی داریم 4.822 = ‘Tı‏ 5.941 < و2 و 4.304 = -T3‏ برای این yu‏ 
f = 1579‏ و 0.018 = .g‏ توجه کنید که همگرایی از مثال (۲ ۰ (A LY‏ سریعتر است . 


۴ قیدهای متعدن 


٩۰۲۰ |‏ روش مبتنی بر تقردب وارون 


بار دیگر با مسأله بهینه سازی بر حسب متغیرهای وارون شروع می کنیم 


PAF‏ مانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 


fly)‏ رانسبت په 
)٩. ۴ ۰ ۱(‏ ۱ 
gy) > 0, J2l...,n,,‏ مینیمم کنید 


در نتیجه, شرایط کان- تاکر عبارتند از : 


Y)‏ .* .4( ره A=‏ سے 


مانند حالت تک قیدی فرض می کنیم که f‏ بر حسب :2 تقریباً خطی است» بنابراین مشتق نسبت به لظ را با 


مشتق نسبت به T‏ جایگزین می کنیم و داریم : 


rife- Y ر(زیه‎ =0, ۱ )٩ ۰.۴ ۰۳( 
j=l 
aS 
_ of 99; ۳ 
h= ao “ki = By! kel. (4.*. Y) 
. این معادله را می توان برای به دست آوردن م استفاده کرد‎ 
DA 1/2 
27 = CX i k=1,...,n. (4. ۴ . ۵( 


با این وجود برای استفاده از معادله (۰۳ . )٩‏ روشهای مختلف دیگری پیشنهاد و استفاده شده است . 


یک قاعده تغییر اندازه» که قاعده نمایی نامیده می شود بر اساس بازنویسی معادله Y)‏ ۴۰ .4( به شکل زیر 


: قرار دارد‎ 
n, 1/9 
x" = m | ی‎ Y 9 k=1,...,n, (4.۴.۶) 
Tite c 3 R7 1 , yI*, 


که مقدار قبلی 2 در طرف راست استفاده می شود تا یک تخمین جدید برای 2 به و جود آید . با استماده 
از بسط بینم می توان یک شکل خطی از معادله (۶ ۰ ۴ . )٩‏ به دست آورد 


ry = ay, + ÂT, kl, n; (4.*.V) 


۰ که 


1( Binomial 


بخش ٩۰.۴‏ : فیدهای متعدد FAY‏ 


if 1 
Ar = - | سس‎ « Ac 11 2, k=1,...,n. (4. *.A) 
i و‎ P T n 


از شکل دو معادله احبر روشن است که 7 یک استهلاك با پارامتر اندازه“ گام است . مقادیر بالای 7 تصحیح 
فعلی را کاهش می هد و از نوسان جلوگیری می کند» ولی نزدیک شدن به طراحی نهایی را ممکن است 
LS‏ سازد. در معادله )0 . Y‏ .4( در واقع 2 = اسست. 

مشکل اصلی در مورد قیدهای چندگانه محاسبه" ضربگرهای لاگرانژ است . این امکان وجود دارد که 
روش دوگان را به کاربرد و ضربگرهای BUSY‏ را با استفاده از روش نیوتن محاسبه کرد. thy‏ دیگر 
محاسیه آنها از شرط بحرانی ماندن قیدهای بحرانی است. شبیه معادله (۱۷ ۰۳۰ .)٩‏ به «JU Ol ye‏ 


فرض کنید که تعداد و قید همگی بحرانی اند . آن گاه ضربگرهای لا گرانژ از شرایط زیر به دست می آیند . 


g(x" ( ۶0,  lz1,...,ng, )٩ . ۴ . ٩( 


TN- pears = 4) + An =0, l=1,...,ng. (4.۴.1۰) 
Fk 


با استفاده از معادله (۸ . ۴ .5( برای ۵2 داریم : 


"ne n n 
CkiCk; s _ CH 5 
2 2. 3 = بر‎ O, | s. (a.f.i) 


jal eal TEJ 





معادله (۰۱۱ )٩۰۴‏ یک دستگاه معادلات خطی بر حسب ۸ است . گاهی جواب بعضی از 
ضربگرهای لاگرائژ مقدار منفی است که نشانگر OT‏ است که قید مربوط نباید فعال در نظر گرفته می شد . 
شاید برای یافتن یک مجموعه ضربگرهای لاگرانژ مثبت چندین چرخه از مجموعه های قیدهای فعال باید 
در نظر گرفته شده و آزمایش گردد. برای مقادیر شروع در حل به روش دوگان نیز از معادله )٩۰۴۰۱۱(‏ 
می توان استفاده کرد . 

در مورد قیود تنش نیز می توان از روش بالا استفاده کرد . با این وجود در بسیاری از روشهای معیار 
بهینگی» برای این کار فن نسبت تنش را به کار می گیرند . آن گاه اندازه" اعضا که از فن نسبت تنش به دست 


می آید برای چرخه بعدی معیار بهینگی به عنوان حد پایین در نظر گرفته می شود . دو روش در مثال زیر با 


۳4۹۸ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : ررشهای معیار بهینگی و د وگان) 


هم مقایسه می شوند . 


مثال ٩.۴۰۱‏ 
خرپای شکل ۱ ۴۰ ٩۰‏ را به گونه ای طراحی کنید که جرم آن مینیمم باشد و تغییر مکان عمودی FAS‏ 
!)0.0012 و تنشها کمتر از م0 باشند . متغیرهای طراحی مساحتهای سطح مقطع اعضا Ag‏ ,۸ و 
Ac‏ است که به سبب نقارن Ag‏ = 4 است . تمامی اعضا از یک نوع مصالح ساخته شده اند با ضریب 
ارتجاعی CE‏ چگالی p‏ و تنش تسلیم 0.00217 = م٥‏ . بعد از به دست آوردن طراحی بهین می خواهیم اثر 


افزايش تغبیر مکان مجاز به 1.258 را حدس بزنیم . 





شکل ٩.۳۰۱‏ خریای سه میله ای 


خرپا در مثال ۲ ۱۰ ۶۰ تحلیل شد و تخییر مکان عمودی و تنش اعضا به شکل زیر به دست آمد : 


8pl 
E(Ag + 0.2541) 


EUN ee ee 
TAE 3A4 Ag -0.25AA , 
ENSE. 

z Ag + 0.25A4 ` 


3 2 
oc = p| -> + سس‎ | - 
344 Ap +۸ 


TB 


2543 رات نسبت به‎ m = pl(Ag + 4A4) 


v 
A ee ae 
5 0-001; = ° 


۳۹۹  ددعتم‌یاهدیق:‎ ٩۰۴ بخش‎ 


QA = eA Sg. 
=1 Z20, 93 1 00 7 


= =14 2 5], 
AS ہو مینیمم‎ ۶1 - 20, 9s AE 


که قید د 2 ۲ 2 . 
وم روی UIC‏ این خاطر لازم است که ممکن است OC‏ منفی باشد . با تعریف متغیرهای طراحی 


Tı = ۸۸00/۲, و‎ z= ۸00/۵ 


و2 + ,47 = f(x)‏ را با فیود زیر 
16 


E 20, 
g(x) =1 (z2 + 0.252;) a 
v3 : 20, 


e) 717 gy 7 (2 +0252) > 


TS تست ی‎ NN TR 
gx) = 1 (za + 0.251;) ^ 


۷5 2 ig 
32, (xo + 0.252) 
V3 2 


"n dpa i sg 
Wurer یت‎ 0287) 


gi(x) = 1+ 


بدیهی است که همواره ,9 از چو و go‏ از نی تر است؛ در نتیجه ت 

ioe Wr‏ و از و9 وچو از بو یا وو بحرانی تر است. در نتیجه تنها لازم است رو و بو را در نظر 

بگیریم . ابتدا مسأله را با استفاده از فن نسبت تنش همراه با معیار بهینگی برای قید تغیبر مکان حل می کنیم . 
با استفاده از فن نسبت تنش» مساحتها را به شکل زیر تخییر می دهیم : 


(Ag) yun = (2) (Aa)ota » 


(Ag). = (2) (As)ad ; 


یا پر حسب متغیرهای بی بعد 


(St) جب‎ = [1 5 ga(x)]zi ; 
(Za) aie = [1 — es(x)]zo. 


۵۰۰ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
اکنون این مقادیر به عنوان مقادیر حداقل در روش معیار بهینگی به کار می روند که تنها در مورد رو و در 
رابطه های )34 Y. ۱۶( (A.Y.‏ .4( اعمال می شود. برای محاسبات مشتقات زیر را نیاز داریم : 


on - _ 290 T 42 
oy " Oz, 5 (z2 + 0.2571)? , 
Og, FS 2n m 1672 
Ow r ` (29 + 0.252)? : 
OE nq: f cog 
ax, Oz» 
E NECI 
co = g(y) By 7 Sys 
1622 42 163 


— م 


5 (T2 + 0.2511) i (x2 + 0.2574)? F (z2 + 0.257) 1 
: می کیم و داریم‎ olal x3 T e(l, 10) از‎ 


On On 
= 0.2275, = 0.2195, نتب‎ = —0.038 — = 15. 
g2 : 93 9 By; 07, Bun 23. 


با کاربرد فن نسبت تنش داریم 0.7725 = بب. )21( 7.805 = جب )22( . به سبب اختلاف زیاد در مشتقات 
1 نسبت به رل و ولا انتظار داریم که روش معیار بهینگی ,2 را بیشتر کاهش دهد در نتیجه مقدار dy‏ دست 
آمده از فن نسبت T‏ تنش په یک قید حداقل خواهد انجامید . بنابراین ؛ ± به عنوان یک متغیر طراحی غير فعال 
(یعنی م1 > :2) در نظر گرفته می شود . OF‏ گاه از معادله (۲۰ ۰ )٩۰۳‏ و )٩۰۳۰۲۱(‏ داریم : 


2 
2) "m 


A= ( S618‏ ,0.9619 = 0.03807 - 1 = وه 


در نهایت از معادله )39 ۰ (A Y‏ داریم 0.356 = cz,‏ 15.83 = وت $c‏ فرض این که ر با قید تنش کنترل 


می شود را تأیید می کند . چرخه ها در جدول ۱ Y.‏ ۰ آمده است . 


٩.۲۰۱ حدول‎ 
چرخه‎ Tı T2 (z).. (22) 6 À Ti aa 
1 1. 10. 0.7725 7.805 0.9619 16.46 0.356 15.83 
2 0.7725 15.83 0.6738 7.904 0.9880 16.00 0.193 15.81 
3 0.6738 15.81 0.6617 7.916 0.9894 16.00 0.169 15.83 


اکنون این مسأله را با فن معیار بهینگی برای هر دو قید حل می کنیم . برای محاسبه ضریگرهای لاگرانژ 


بخش ٩.۴‏ :قیدهای سعدد ۰ ۵۰1 
از معادله (۱۱ .۴ و برای به روز کردن متغیرهای طراحی از معادله )٩۰.۴۰۸(‏ با 2 = استشاده 


٩.۴۰۳۲ حدول‎ 
A x Xi T2 gı 92 Ay AQ Ar, A22 
1 1. 10. -0.5610 0.2275 11.70 0. -0.4443 6 
2 0.5557 13.906 -0.1392 -0.1814 15.00 2.648 0.0897 1.694 
3 0.6434 15.600 -0.0152 -0.0243 15.63 2.826 0.0160 0.231 


ترجه کنید که جدولهای ۱ ۴۰ ٩.‏ و ۲ ۴۰ ٩۰‏ همگرایی به یک طراحی یکسان را نشان می دهند» که A‏ 
در جدول ۱ ۴۰ ٩.‏ و در جدول ٩۰ ۴۰ Y‏ به 16همگرا می شود. این مقدار اهزینه» :9 است . در 
طراحی بهین0 = m dig‏ ن. اگر تغییر مکان مجاز را به 2 1.25 افزایش دهیم؛ 0.2 = «gy‏ و میزان 
کاهش مورد انتظار در تاع هدف تقریباً 3.2 = 16 × 0.2 خواهد بود. ۰۰ ۰ 


٩۰۴۰۲‏ روش مقیاس- مبنا 


شرایط کان- تاکر c‏ معادله ۵ ۲۰ ۰٩۹۰‏ را می توان به شکل زیر نوشت : 


ny 
$xejz1, islen, (4.۴.1۳ 
B 


A 


. 29; ,0f. 


Pipe Bet Be, t= از مر عم‎ list (4.*. 11) 


پارامتر تأثیر متغیر طراحی pli‏ نسبت به j‏ امین قید است . معادله (۱۲ ۴۰ . (A‏ نشان می دهد که در بهین» 
تمامی متغیرهای طراحی که با ضربگرهای لاگرانژ وزن دار شده اند» تأثیر یک‌سانی دارند. این نوع 
وزن دی منطقی به نظر می رسد زیرا ضربگرهای BEY‏ میزان اهمیت قیدها از نظر اثرشان روی مقدار 
بهین تابع هدف را بیان می کند . ونکایا[29] معادله (۲۵ ۳۰ )٩۰‏ را برای تغییر اندازه متغیرهای طراحی به 


شکل زیر تعمیم داد : 


n, 1n 
Eu) » dmlLlean, — (Y. 
j=l 





۳ — مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 


معادله ۰4٩ . Y ۰ YA)‏ که مقدار زیر را به دست می دهد : 


2 ور‎ ti . 
رد‎ = SO JE., Ng. (4. ۴ . 0) 
i Miei aie i 


ضربگرهای لاگرانژ تنها برای بحرانی ترین قیود محاسبه می شوند» و برای سایر قیود مقدار آن ها را صفر 
در نظر می گیرند . در نهایت باید یادآور شد که مقیاس بندی بر اساس بحرانی ترین قید طراحی استفاده 


می شود. این روش با تکرار مثال قبلی تشریح می شود. 


a. f. Y مثال‎ 


و2 + 42 = f(x)‏ را با فیود 
16 
USE‏ تست یت 
(z2 + 0.2571) -=‏ 
J/3 2‏ 


3r; (2202531) ^ 


g(x) = 1‏ 
go(x) = 1 -‏ 0 مینیمم کنید . 
این مسأله را با فرض این که 43 در صورتی بحرانی در نظر گرفته می شود که مقدار آن بعد از مقیاس بندی 


کمتر از 0.15 باشد» حل می e‏ باشروع از 0 = litz:‏ = 71“ داریم» 0.2275 = و 
0.5610— = رو « در نتیجه باید بر اساس اولین AS‏ مقیاس بندی کنیم . برای این Ad‏ داریم 





09 1 . 89 16 
سس = ۰ .0 = — = لش‎ = 0.1523, 
Or, (ro + 0.257, poset! و22‎ ro {72 + 0.25 
._ gz 09/02 
— 0.009518 ss = 0.1523. 
6۱1 = 2702 : 095 و‎ £n 0f ðr 0.1523 


برای این حالت و - 1 = 2 و آزمایش مقیاس بندی معادله (۰۳۵ CALY‏ به شکل زیر است . 


1 ۵ 02 —-] E Og 
P اج سود‎ a = (0.03807 x 1 + 0.1523 x 10) > 0. 


بنابراین مقیاس بندی وارون را استفاده می کنیم» معادله ALY TT)‏ 


بخش ۹.۴ :قیدهای adau‏ ۵۰۳ 


ee: 0.03807 x 1 + 0.1523 x 10 aca) 
~ ~0.561 + 0.03807 x 1 + 0.1523 x10 7 


متغیرهای مقیاس بندی شده عبار تند از 1.561 = ,۰2 15.61 = or,‏ اگر قیدها را بررسی کنیم می بینیم که 
ega = 0.5051 ۰9, = 0‏ در نتیجه مقیاس بندی دقیق است . دلیل دقیق بودن آن این است که سازه 
معادله )٩ ۰۳ LY)‏ را برآورده می سازد و می توانیم معادله CAT TF)‏ را استفاده کنیم که در این جا به 
شکل و -1 = » ساده می شود. اکنون ۸ رااز معادله )٩۰۳۰۲۸(‏ با استفاده از 1 = وه = ره به دست 
می آوریم : 


2 


A= 90005184 0.1823 123° 


سپس متغیرهای طراحی را با استفاده از معادله )٩ ۰۳ VF)‏ با2 = و تغییر اندازه می دهیم و داریم : 
x-0.009518)!/? = 0.5354 «z2 = 15.61(12.36 x 0.1523)? = 21.42‏ 1.561(12.36 = 21 . 
تغبیر زیاد در متغیرهای طراحی نشان می دهد که مقدار 2 = ۶ را که استفاده کرده ایم بسیار پایین toa y‏ در 
نتیجه آن را به 4 افزایش داده و تغییر اندازه را تکرار می کنیم 18.28 = 0.1523)!/4 x‏ 15.61)12.36 = وه» 
ox = 1.561)12.36 x 0.009518('/ = 0.9142‏ برای این مقادیر جدید متغیرهای طراحی داریم 
0.2604 = .0.135769 = رو. انتظار داریم که بعد از مقیاس بندی ړو زیر 0.15 باشد» در نتیجه هر 


8 
29 _ 9.01167, 2 = 0.04669, «0.00292, en = 0.04669, 
Oz, Or, 
3 
8g, V3 0.5 8g 2 


,0.00584 = ,0.6923 = سس + — = 


Or; (tq + 0252۳‏ 0252۶ + و2( ` 323 Oz,‏ 
.0.00584 = £32 ,0.1731 = 610 
ابتدا تغییر اندازه می‌دهیم و مقادیر زیر را به دست می آوریم : 
.15.80 = و2 ,0.7901 = ,2 ,0.8643 = رو - 1 = به 
آن olf‏ ضربگرهای BUSY‏ را محاسبه می کتیم . 





۴ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها (فصل :٩‏ روشهای معیار بهینگی و دوگان) 
A, = 2/(0.00292 + 0.04669) = 40.32, Az = 2/(0.1731 + 0.00584) = 11.18,‏ 
و با استفاده از معادله (۱۴ )٩۰ Y‏ با4 = ((بر اساس تجربه از چرخه قبلی) تغییر اندازه می دهیم 


zı =0.7901(0.00292 x 40.32 + 0.1731 x 11.18)!/* = 0.9457, 
T2 =15,80(0.04669 x 40.32 + 0.00584 x 11.18)!/^ = 18.67. 


چند ax‏ اول در جدول oe A. Y. Y‏ شده است . جواب از مثال ۱ .۴ ۰ بیشتر نوسان می کند» و 
به نظر می رسد که وقتی به بهین 15.83 = ۰22 0.6598 = Ty‏ نزدیک می شود مشحرف می شود. 
ضربگرهای لاگرانژ به مقادیر صحیح خود همگرا نمی شوند. زیرا آنها بر اساس تقریب یک قیدند .۰۰۰ 





٩.۳۰۳ حدول‎ 

outs شده مقباس بندی‎ ashy تفس اندازه‎ 
Tı £2 o 92 Ai À2 71 T3 
1.5610 15.61 0 0.5051 12.36 0 0.9142 18.28 
0.7901 15.80 0 01443 40.32 11.18 0.9457 18.67 
0.8004 15.80 0 0.1537 42.04 0 0.4688 18.51 
0.6277 24.78 0.3584 0 0 3.017 0.7448 9.000 
1.2974 15.68 0 0.4300 9.927 0 0.7598 18.36 
0.6593 15.93 0.006 0 40.49 7.807 0.7910 18.77 
0.6672 15.83 0 0.0096 42.34 8.453 0.8003 18.66 
0.6789 15.83 0 0.0246 41.85 8.646 0.8143 18.66 


۳ 4 رابطه سازیهای دیگر 
برای روش های معیار بهینگی رابطه سازیهای متعدد دیگری نیز وجود دارد. اغلب آنها برای فیدهای 
ویده‌ای به و جود آمده اند . به عنوان مشال حات در ]32[ قیدهای بایداری را در نظر گرفته است . JU‏ 
مقدار ویژه پایداری معمولاً به شکل زیر نوشته می شود : 

[K - ;4 Kc]u, = 0, (4.۴.۱۶)‏ 
که × ماتریس سختی ؛ Ko‏ ماتریس سختی هندسی ۰ tt‏ مقدار ویژه کمانش » ودا بردار ویژه مربوط پا 


ufKgu, =1, (4. ۴ ۰ ۱۷( 


و آن گاه مقدار ویژه ۾ عبارت است از : 


۵۰۵  ددمتم‌یاهدیق:‎ ٩.۴ بخش‎ 
Ux = uc Ku,. (4. ۴ ۰ NA) 


فیدهای مقدار ویژه در مرجع[32] به شکل زیر است : 


9; = ون - ول‎ 20, JE legy (4. ۴ ۰ 44) 


مشتق رو نسبت به متغیر طراحی :5 از معادله )6 . (V. Y‏ به شکل زیر به دست می آید : 


Bg; ے‎ uj ے‎ IP | w. )٩.۴۰۲۰( 


جمله دوم طرف راست معادله )٩۰۴ ۰ Y)‏ در صورتی که بارهای داخلی کمانش» و بنابراین «Kg‏ به 
متغیرهای طراحی وابسته نباشند» صفر است . حتی وقتی جمله دوم صفر نیست » موارد زیادی وجود دارد 


که می توان از آن چشم پوشی کرد. خات عبارت زیر را تعریف می کند . 


On; OK 
< = ged = py? —u,. are 
b = f; 23 zuj js; (4.۴.۲۱) 


اگر ماتریس سختی یک تر کیب خطی از متغیرهای طراحی باشد» 


n bi; 
w=, (4. v. YY) 
iml ~! 
داریم:‎ (4. Y Y معادله‎ jl و‎ 
09; Ou; bij 


42-3. (4. Y. YY) 


معادلات (۲۳ .۴ . )٩‏ و )٩۰۴۰۲۴(‏ با هم نشان می دهند که ر۵ نمی تواند به طور تقریبی ثابت باشد (اگر 
می توانیم به همان روش که در قیدهای تغیبر مکان عمل شد. عمل کنیم . شرایط بهینگی به صورت زیر 


خواهد بود: 





gle ۵۰۶‏ بهینه سازی سازه‌ها (نصل ٩‏ : روشهای معیار بهینگی و دوگان) 


a ورد‎ = oF - ya so (4. Y. YO) 
Er c iz? ’ Pan 
J= 
azai در‎ 
pA 12 
= (ae) ۹ (1.۴.۶) 
RX 


که :0/02 :۶ . می توانیم با توجه به معادله )٩۰۴۰۶(‏ از یک شکل کلی تر استفاده کنیم 


1/n 
zi EIE: 9 J (4. f. Yy) 


j=l 
. آن گاه برای محاسبه ضربگرهای لاگرانژ از یکی از روشهای ارائه شده در این بخش استفاده می شود‎ 
می انجامد استفاده شده است . برای مثال خریا در[32]» روش‎ (4. ۴۰ V) در [32] روشی که به معادله‎ 
. با تغیبر طراحی تغیبر عمده ای داشته باشند‎ big به خوبی همگرا می شود» گرچه انتظار می رود ضرایب‎ 
برای پایان دادن به این فصل یادآور می شویم که این فصل روی ارتباط بین روشهای معیار بهینگی؛‎ 
روشهای دوگان و مفاهیم تقریب تأکید داشت . روشهای دیگر معیار بهینگی نیز هم برای قیدهای خاص و‎ 
هم برای قیدهای عمومی وجود دارد. برای مروری بر کارهای دیگر: در زمینه روشهای معیار بهینگی؛‎ 


. را به مراجع ]32-34[ ارجاع می دهیم‎ atil p> 


۵ تمرینها 

۱ . ثابت کنید برای حالت خحطی c,‏ دوگان فالک به رابطه سازی دوگان مطرح شده در فصل Y‏ می انجامد . 

ch > ۲‏ شکل ٩. ۲۰ Y‏ باید برای قیدهای تنش و HLS‏ اولری با دو شرط بارگذاری زیر طراحی 
شود: یک بار افقی به میزان cp‏ و یک بار عمودی به میزان 22 . تنش تسلیم عبارت است از OE‏ = وج که 
E‏ ضریب ارتجاعی و م یک ثابت نسبت است . فرض کنید گشتاور ماند هر عضو BST = BA?‏ یک 
عدد ثابت و مساحت سطح مقطع است . برنامه ای بنویسید که برای خرپا یک طراحی تمام تنیده را به 
ازای مقادیر مختلف D, p, E‏ ,» وا بدهد. با فرض این که عضو ۸ و ٤‏ یکسانند. طراحی رابا فرض 
1073 2 1.0 = 8 1055 = ۲2/0 بدست آورید. 


Y‏ قاعده تغییر FSD ul‏ را برای یک صفحه با ضخامت ؛ وتحت تأثیر بارهای صفحه‌ای 


بخش 4.0 lg:‏ ۸۵۰۲ 
nes Ny, May‏ گشتاورهای خمشی my, May‏ :۳۶2(تمامی آنها بر واحد طول) ‏ با استفاده از معیار تسلیم 
ترسکا! (تنش برش ماکزیمم) به دست آورید . 

۴. با استفاده از روش دوگان مینیمم 2 + وتو + رت = را با فهدهای 1,...,4 = 0,۶ < :2و 
0 > 1/24 - 22523 — 1/27 — 10به دست آورید . 

۵ برای حل مثال ۴ ۲۰ ٩۰‏ یک برنامه رایانه ای بنویسید . چرخه‌ها را تا به دست آوردن طراحی بهین 
تا سه رقم اعشار دقت dalal‏ دهید . 

۶ مثال ۳ ۲۰ ٩۰‏ رابرای حالتی که ,= و ر تنها مقادیر صحیح زوج را بتوانند داشته باشند و 2 بتواند 
تغییرات پیوسته داشته باشد» تکرار کنید . 

Y‏ برنامه ای رایانه ای بنویسید که مشال ۱ ۳۰ ٩۰‏ را با فرض قرینه نبودن حل کند . بنابراین سه متغیر 
طراحی وجود خواهد داشت . عضو C.‏ تحت قید مینیمم اندازه نیست» Jy‏ اعضای A‏ و 8 قید مینیمم 
اندازه دارند. 

۸ ببینید تا چه اندازه می Ol gd‏ مقدار در ٩۰. ۳۰ Y Ja‏ را کوچکتر در نظر گرفت. بدون این که 
باعث al Sly‏ جواب گردد. 

٩‏ مثال ۱ ۴۰ .4 رابا اضافه کردن A‏ دیگری که تغیبر مکان افقی از 0.00051 = d‏ تجاوز نکند بار 

۰ برای مثال ۱ ۴۰ .4 جداول ۱ ۴۰ ٩.‏ و ٩. ۴۰ Y‏ رابه دست آورید . 

۱ خرپای شکل ۲ ۴۰ ٩.‏ رابا استفاده از روش معیار بهینگی چنان طراحی کنید که بسامد اصلی 


حدود ۱هرتز» و بسامد دوم بالای ۳ هرتز باشد. فرض کنید خواص مصالح اعضا یکسان است . 
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۱۰ سازی تجزبه ای و چند سطحی‎ ding 


۰۱ رابطه بین رابطه سازی تجزیه ای و چند سطحی 

معمولاً با افزایش ابعاد مسأله بهینه سازی منابع مورد نیاز برای حل آن با یک نرخ بیشتر از خطی افزایش 
می‌یابد . یعنی اگر تعداد متغیرهای طراحی را در یک مسأله دو برابر کنیم» هزینه؛ حل آن معمولا از دو 
برابر بیشتر می شود. مسائل بزرگ نیز به حافظه رایانه ای حجیمی JU‏ دارند . بدین سبب. ما اغلب به 
دنبال راههای شکستن یک مسأله بزرگ بهینه سازی به تعدادی مسأله" کوچکتر هستیم . 

یکی از روشهای مشهور نائل شدن به شکستن مسأله» تجزیه است . فرآیند تجزیه تشکیل شده از 
شناسایی رابطه های بین متغیرهای طراحی و قیدهایی که به ما این اجازه را می دهند تا آنها را به گروههایی 
تقسیم کنیم که گروهها ارتباط داخلی ضعیفی دارند. هنگامی که فرایند تجزیه انجام شد باید یک روش 
dings‏ سازی را شناسایی کنیم که از مزیت این گروه بندی استفاده کرده و طراحی کلی را با تعدادی از 
بهینه سازی های تک تک گروهها جایگزین LS‏ و به بهینه سازی کل سیستم بینجامد . 

فرایند جهت دهی به شکلی که بهینه سازی گروهها به بهینه سازی کل مسأله بینجامد اغلب توسط یک 
الگوریتم انجام می شود و آن گاه کل مسأله بهینه‌سازی یک فرایند بهینه سازی دو سطحی می شود . به سطح 
جهت دهی معمولاً سطح بالا و به مسائل بهینه سازی کوچک سطح زیر جهت ده می گویند . البته» شکستن 
هر گروه از سطح زیر جهت ده به زیر گروههای دیگر امکان پذیر است» و یک بهینه سازی سه سطحی 
خواهیم داشت و به همین ترتیب . ساختار چند سطحی که از فرایند تجزیه حاصل می شود» معمولاً با تعداد 
زیادی زیر مسأله در سطحهای gly‏ شناخته می شود. وقتی فرآیند تجزیه به شکل نمایشی نشان داده شود (به 
Ya Jes‏ . ۱ . ۱۰مراجعه کنید)» شکل حاصل یک ساختار درخت پهن (جند شاخه) خواهد بود . 


pl. ۴‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: بهینه سازی تجزیه ای و جند سطحی) 





(b)‏ ساختار درخت باریک (a)‏ ساختار درخت پهن 


شکل ۱۰۰۱.۱ ساختار مسائل چند سطحی 


بهینه سازی چند سطحی تنها از تجزیه به وجود نمی آید . بعضی از مسائل c‏ ساختار چند سطحی طبیعی 
با تنها یک یا چند زیر سطح دارند. یعنی آنها یک ساختار درخت باریک دارند (به شکل ۱0 ۰ ۱ ۰ ۱۰ 
مراجعه کنید). در این حالتها می توان تحلیل سازه را با مینیمم سازی انرژی پتانسیل کل سازه به عنوان یک 
فرایند بهینه سازی رابطه سازی کرد . در این حالت مسأله" طراحی رامی توان به عنوان یک مسأله" بهینه سازی 
دو سطحی در نظر گرفت که تحلیل یک زیر سطح منفرد است . مشال دیگر بهینه سازی با انواع 
مختلف متغیرهای طراحی است مانند متغیرهای اندازه ای و شکلی» که بهتر است آنها را در سطوح 
مختلف مورد بحث قرار داد. در نهایت» در بهینه سازی با موضوعها و زمینه‌های چندگانه ممکن است 
حالتهایی داشته باشیم که در آنها زیر سطحهای مربوط به هر زمینه بهینه سازی با هم تشکیل یک درخت 
بدهند . 

از آن جا که فنون بهینه سازی چند سطحی نیز نواقصی دارد )45 در زیر بحث می شود)؛ طبیعی است 
که دنبال روشهایی باشیم که بعضی از مسائل چند سطحی (به ویژه مسائل درخت باریک) را به یک ساختار 
تک سطحی تبدیل کند . به عنوان مثال. در مسائل طراحی که تحلیل به عنوان یک بهینه سازی سطح دو 
انجام می شود استفاده از یک رابطه سازی تک سطحی ممکن است بهتر باشد . این رابطه سازی تک 
سطحی تحلیل و طراحی همزمان نامیده می شود؛ و همراه سایر مسائل چند سطحی درخت باریک در 


بخش ۵ ۰ بحث می شود . 


بخش ۱۰.۲ :تجزیه ۵۱۳ 
۴۳ تجزبه 
فرایند تجزیه با شناسایی گروههایی از متفیرهای طراحی که در هر گروه با هم ارتباط قوی داشته و با 
بقیه" متغیرهای طراحی ارتباط ضعیفی دارند شروع می شود (فوت و ضعف ارتباط بین متغفیرها به زودی 
تعریف می شود) . فرض می شود که 5 تا از این گروهها داریم . بردار متغیر طراحی ‏ به شکل زیر نوشته 


می شود : 


x? = (xi,...,X,)7. )۱۰۰ ۲ ۰ ۱( 


وفتی تابع هدف بر حسب گروهها جداپذیر است؛ گروههای متغیرهای طراحی به هیچ وجه ارتباط 


f(x) = Te, Qi. Y. Y) 


i=l 
نع نشان‎ b و هر قید تنها به متغیرهای یک گروه بستگی دارد. پعنی» اگر بردار قیدهای مربوط به :× را‎ 


دهیم. قید را می شود به شکل زیر نوشت : 
gí(x;i) > 0, i=1,...,8. (3«.Y.Y)‏ 


این ساختار مسأله" ساده در شکل rules ۱۰۰ Y. Và‏ داده شده است . سطرهای نمودار نشانگر تابع 


هدف و فیدهایند » و ستونها نشانگر متغیرهای طراحی اند . Cate‏ × در جعبه نشانگر این است که تابع 





Us‏ ۱۰.۲.۱ ماعتارهای جعبه ای قطری و جعبه‌ای زاویه ای 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: بهینه سازی تجزبه ای و چند سطحی) 
هدف و یا قید مربوط به سطر جعبه به بردار متغیرهای طراحی مربوط به ستون آن جعبه بستگی دارند. برای 


یک مسأله جعبه ای قطری» حل به طور طبیعی به تعدادی مسأله به شکل زیر شکسته می شود . 


(۴. ۲ ۱۰۰) تابع fi(x;)‏ 
را با شرط ,۰ > glx)‏ مینیمم کنید 


که می تواند برای و ,...,1 = :به طور مستقل حل شود (یعنی مسأله جداپذیر است. به بخش Y‏ ۲۰ .4 
مراجعه کنید) . این یک موقعیت مطلوب است. زیرا حل یک مسأله بزرگ را با تعدادی مسأله کوچکشر 
جایگزین می کنیم بدون این که نیازی به جهت دهی زیر مسائل باشد . این ساده ترین مثال تجزیه مسأله نیز 
شستا ۰ 

به ندرت اتفاق می افتد که با مسائلی سروکار داشته باشیم که یک ساختار جعبه ای قطری ساده داشته 
باشند ولی در بسیاری از حالتها مسائل بهینه سازیی داریم که ارتباط بین گروههای متغیرها بسیار ضعیف 
است . ارتباط بین گروههای متغیرها یعنی این که بعضی از چهار گوشهای غیر قطری خالی در شکل 
Y. v)‏ ۱۰۰) پر باشند . یک ارتباط ضعیف یعنی مشتقات داخل مربعهای غیر قطری در مقایسه با مشتقات 
داخل مربعهای قطری کوچکند . در حالتهایی که ارتباط ضعیف است» می شود مسأله را جعبه‌ای قطری 
پنداشت و به پیش رفت . اما به جای این که هر گروه از متغیرها تنها یک دفعه بهینه شوند» باید فرایند را به 
ble‏ ارتباط ضعیف بین گروهها چندین بار تکرار کنیم . به عنوان مثال» طراحی سازه‌های خرپا را که 
مقید به قیدهای تنش و کمانش موضعی هستند در نظر بگیرید . با فرض ثابت ماندن نیروی اعضا می توانیم 
پارامتر سطح مقطع هر عضو خرپا را به طور جداگانه طراحی کنیم چنان که قیدهای تنش و کمانش موضعی 
برآورده شده باشند . البته در حریای از نظر ایستایی نامعین » نیروهای اعضا تغییر می کنند و ما باید فرایند را 
تکرار کنیم . این رویکرد یک حالت تعمیم یافته فن اندازه نسبت تنش برای طراحی تمام تنیده است که در 
فصل ٩‏ بحث شد و آن را می توان برای تک تک اعضا و زیر سازه ها به کاربرد (به مرجع گیلز [1] و 
سوبیتزسکی " و لوثندورف " مراجعه کنید) . افزون بر اين» مانند فن نسبت تنش» ممکن است فرایند به 
یک طرح غیر بهین (هر چند معمولاً نزدیک بهین) همگرا شود . 

یک حالت معمولتر دیگر» هنگامی است که زیر مسائل تنها با تعداد کمی از متفیرهای طراحی با هم 
ارتباط دارند . بردار متفیر طراحی که در ارتباط بین گروههاست را با y‏ نشان می دهیم . بنابراین مسأله 


1) Giles 2) Sobieszezanskt 3) Loendorf 


818 ape ۱۰.۲ بخش‎ 


بهیته سازی به شکل زیر نوشته می شود : 


foly) + 2. fios) eo 00) 
gy) < 0, رانسبت به لیود‎ 


AGS part gi(x;,y) > 0, EIDEM A 

که در آن مچ بردار قیود فراگیر است . ماتریس ارتباط در شکل ۲۰۱۵ .۱۰۰ نشان داده شده است. و به آن 
شکل جعبه ای زاویه ای می گویند . متغیرهای زیر سیستم؛ 6 را اغلب متغیرهای محلی نامیده» در 
حالی که متغیرهای ارتباط ۷ »را متغیرهای فراگیر می‌نامند . افزون بر مسائل سازه‌ای جعبه ای فطری و 
جعبه ای زاویه ای حالتهای دیگری نیز وجود دارد که برای تجزیه مناسبند . برای بحث کاملی از مسائل 

ممازه ای که تجزیه در موردشان به کار می رود خواننده را به مرجم بار ثلمی ! [3] ارجاع می دهیم . 
یک حالت که در آن ساختار مسأله جعبه ای زاویه ای به طوری طبیعی به دست می آید» طراحی حد 
سازه‌های تحت با رگذاریهای مختلف است ( به بخش ۱ ۳۰ مراجعه کنید) . یک خریا با عضو را در نظر 
بگیرید که از یک جنس ae La‏ شده و تحت اثر s‏ حالت بارگذاری است که به صورت پردارهای بار گره ای 


و ,... ,1 = p’, i‏ داده شده است . معادلات تعادل برای این بار گذاری په شکل زیر نوشته می شود : 
Ení = * , £2 1,...,8, )۱۰ ۰.۲ .۶(‏ 


که در آن n'‏ بردار نیروی عضو برای culi‏ حالت با رگذاری» و E‏ ماتریس کسینوسهای هادی است . برای 

مسأله طراحی حد خرپا لازم است قیدهای تسلیم برای هر بارگذاری را به شکل زیر تعریف کنیم : 
Ajoc Suis Ajar, fleet, t21,...,8, ۷(‏ 

که در آن OT‏ و OC‏ به ترتیب تنشهای تسلیم در کشش و Aj (QU‏ مساحت سطح مقطع عضو زام» و ni‏ 

نیروی عضو در حالت بارگذاری ام است . مسأله طراحی حد برای طراحی کمترین وزن خرپا را می توان 


m = V pA;L; da; )۱۰ ۰ YLA) 
j=l 
En'- p', رامشروط په‎ 


Ajac S ni < Ager,‏ مینیمم کنید 


1) Barthelemy 


۶ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۰: بهینه سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
که در آن p‏ و ] به ترتیب چگالی و طول رامین عضوند . در این مسأله نیروهای اعضا و مساحتهای سطح 
مقطع متغیرهای طراحی اند . در این حالت نیروهای اعضا برای :امین حالت بار گذاری» emt‏ نقش 
بردارهای متغیرهای محلی :× را بازی می کنند زیرا "9 تنها در فیدهای امین حالت بار گذاری ظاهر 
می شود . مساحتهای سطح مقطع نقش la‏ جفت کننده" y‏ را بازی می کند زیرا آنها در تابع هدف و 


قیدهای تمامی شرایط بار گذاری ظاهر می شود . 


مثال ۱۰۰۲۰۱ 
ish‏ سه میله ای شکل Y‏ ۲۰ ۱۰۰ باید برای داشتن مینیمم جرم چنان طراحی شود که در اثر دو سیستم 
بارگذاری : یک بار عمودی به مقدار Bp‏ و یک بار افقی به مقدار ‏ فرو نریزد. فرض می کنیم که خرپا نه 
تنها در اثر تسلیم بلکه در اثر کمانش اویلری عضوهای فشاری نیز فرو می ریزد . فرض می شود رفتار بعد 
از کمانش یکدست باشد (یعنی بار ثابت با تغییر شکل فزاینده)» بنابراین در معادله Y)‏ ۲۰ ۱۰۰) برای 
اعضای فشاری » تنش کمانش را می توان به جای تنش تسلیم جایگزین کرد . متغیرهای طراحی مساحتهای 
سطح مقطع و گشتاورهای ماند اعضایند AS)‏ فرض می شود مستقلند) . 

بار افقی هم می تواند به طرف راست باشد و هم به طرف چپ بنابراین یک طراحی متقارن مورد نظر 
است. و داریم A = Ac‏ و م = ,ا . فرض می کنیم خواص مصالح Lael‏ یکسان است و در اثر بار انقی » 
عضو 8 در کشش بحرانی نخواهد بود. اگر دو بار گذاری را با اندیسهای بالایی H‏ و V‏ نشان دهیم. مسأله 
طراحی حد را به شکل زیر رابطه سازی می کنیم : 





هندسه کلی 


شکل ۱۰۰۲۰۲ خریا سه میله ای لوله ای فشاری 


بخش ۱۰.۲ :تجزیه ۵۱۷ 

















m = pl(444 + Ag) n رابطه"‎ 
a | 
0.866(n7 — në) =p. m 
n5 + 0.۵) + n) =0. 
EI x? 
af «opA,. =n < m ae -në < a : 
0.806) — nb} =0, 3 
ny + 0.0) ne) = - ۰ 
PIT 3 4 . ر‎ S Eln + _ TEI 
بل - مینیمم کنید‎ < JF ~n < Hoc -ni < 3 


نمودار جعبه ای مسأله در شکل ۱۰۰۲۰۳ نشان داده شده است که در (A)‏ نمودار متغیر به متغیر و در 
(b)‏ نمودار گروهی متغیرها آمده است. نمودار OUS‏ می دهد که مسأله بهینه سازی یک شکل جعبه ای 
زاویه ای دارد که خواص سطح مقطعها متغیرهای جفت کننده و یروهای اعضا برای هر بارگذاری متغیرهای 
محلی اند .۰۰۰ 

یک شکل جعبه ای زاویه ای را می توان از راههای مختلفی به کار برد که در آینده بحث می شود نا 
مسأله بهینه سازی کلی را با تعدادی از مسائل کوچکتر جایگزین کرد. یک شکل جعبه ای زاویه ای افزون 
بر ارزشی که در تجزیه دارد» از نظر محاسباتی نیز مزایایی دارد. مزیت اصلی این است که محاسبات 
مشتقها پر هزینه نیست» زیرا قیدها تنها به تعداد محدودی از متغیرهای طراحی بستگی دارند . بنابراین» 
انتخاب مناسب متغیر های طراحی به شکلی که یک ساختار جعبه ای زاویه ای به وجود بیاید په نوبه خود با 
ارزش است ‏ حتی اگر برای حل مسأله از یک الگوریتم بهینه سازی استاندارد استفاده کنیم . این موضوع 


در مثال بعدی تشریح می شود. 


مٹال ۱۰۰۲۰۲ 

اکنون خربای سه میله ای شکل ۲ ۰ ۱۰۰ باید با تغییر شعاع و ضخامت اعضا در محدوده ارتجاعی 
چنان طراحی شود که وزن آن مینیمم شود . فرض می شود دو بار به طور همزمان اعمال می شوند » بنابراین 
ما تنها یک حالت بارگذاری در نظر می گیریم . به سبب وجو د تقارن فرض می کنیم اعضای ۸ و AILS C‏ 
بنابراین متغیرهای طراحی عبارتند از tly er,‏ و و وا. فرض می کنیم ضخامت لوله ها در مقایسه با شعاع 
کوچکند. بنابراین مساحتهای سطح مقطعها به شکل زیر تقریب زده می شوند . 


41A‏ مبانی dings‏ سازی سازء ها (فصل ۱۰ : dings‏ سازی نجزیه ای و جند سطحی) 


H ۲! 1.۷ | ۷ Y 
An | 1a [Ap] Ta [rk [ns [n fax |p nc | 


(a) 















c: 
dioc ۷ 


a a eae 





(b) 


شکل ۲۰۳ ۱۰۰ نمودار جعبه ای مثال ۱ . ۲ . ۱۰ 


۰ 8 ح< Aa = Ac = Barats. Ap‏ 
قیدهای تغییر مکان» تلش و کمانش اعمال می شوند . تغییر مکان عمودی LL v‏ کمتر از 0.0011 باشد. 
تنش در هر عضو باید کمتر از 0.0021 = 00 باشد که در آن E‏ ضریب ارتجاعی t‏ و 00 تنش تسلیم در 
کشش و فشار است و داریم 103/12 = og‏ افزون براین» اعضا نباید کمانش کنند . این محدودیت یعنی 


تنش در هر عضو باید کمتر از تنش کمانش پوسته ای Et / r‏ 360.603 که در آن r‏ شعاع عضو ty‏ ضخامت 


بخ ۱۰.۲ :تجزیه 814 
است و همچنین تنش باید کمتر از تنش کمانش اویلری *27/ a? E72‏ باشد که در آن L‏ طول عضو است . 
خرپا در مثال Y‏ ۱۰ ۶۰ برای یک نیروی کششی عمودی تحلیل شده است و به راحتی می توان علامت 
آن نیرو را عوض کرد و داریم 


E 8p! 
^. E(Ag + 0.25A4) ' 


۷3 2 ۱ 


E ^ Ap 0.2544‏ 2 ۶ م0 


Op = 8p 
BU. An + 025A." 


oc = EORR : 
C= ۳۱22, Agt0.25Aq] ` 


فرض می کنیم که تنش تسلیم در فشار و کشش یکی است» و عضو C‏ همیشه بحرانی تر از عضو ۸ خواهد 


بود» بتابراین مسأله طراحی به شکل زیر نوشته می شود : 








m = pl( Ag + تابع (رش4‎ 
vU Of d. 
1+ —— >), 1+ > 0; |چنان مینیمم کنید که‎ 
+ joo 2° te a 
2 2 
۱۵0۰۵ E وی‎ Tigy UE sou. 
۳ 00 oo ` 200 9 
0.60 
14 2€ >0, MALLA NOTE 
و0‎ TATO 90 
2p42 
E Sa € >0. 
311070 oo — 


همچنان که دیده می شود مسأله به طور fal‏ جفت شده است زیرا هر قید به تمامی چهار متغیر طراحی 
وابسته است (تو جه کنید که تنشهای اعضا به مساحت ها بستگی دارند و بنابراین به ضخامت ها و شعاعهای 
اعضا وابسته اند) . با این همه با تعویض متغیرهای طراحی. جداسازی Lael‏ و ساختن یک ساختار 
جعبه آی زاویه ای کار ساده ای است . مساحتهای سطح مقطع را به عنوان متفیرهای جفت کننده (Y)‏ 
انتخاب می کنیم» آن گاه شعاع یا ضخامت اعضا می توانند متغیرهای محلی یا سیستم فرعی باشند . در این 
مثال» تنها دو شعاع را به عنوان متغیرهای محلی استفاده می کنیم . آن گاه ضخامتها را می توان از شعاعها 


و مساحتهای سطح مقطع به دست آورد . متغیرهای مساحت بی بعد را به شکل زیر تعریف می کنیم . 


are‏ مبانی dings‏ سازی e) Lo‏ ها (فصل ۱۰ : بهینه سازی نجزیه ای و جند سطحی) 
y= Agoo/p, 3 ya = Ag0o/P:‏ 
آن گاه جرم» تغییر مکان» و تنشها را می توان تنها بر حسب 1ل و ولا نوشت . قیدهای کمانش نیز به شعاع 
نیاز دارند. شعاع بی بعد را به شکل زیر تعریف می کنیم : 
tı = raffl Ta = ۷۰۱‏ 
می توانیم حدود تنش کمانش برای عضو B‏ را به شکل زیر بنویسیم : 


0.605 Et 0.605E A 0.605 E 
e HS AOI og. 
rn 27 2x Og dl? rj t3 


21.42 2 
n*Er "E و‎ 2 
oP = Oo? = 24670925 . 





با استفاده از عبارت مشابهی برای عضو LC‏ اکنون می توانیم مسأله طراحی را به شکل زیر بنویسیم : 


m = (plp/oo)(4y1 + ya) 


t 
aly) =1- — 5 < i ر (تغیرمکان)‎ 
nly) = 1 - س‎ 29. (B (تنش در‎ 
ay) =1- سوت‎ t (C (تتش در‎ 
gu(ti,y) = 4814 x 1015 = £ = Tt > 0 , )6 (کمانش پوسته ای‎ 


v3 2 >0, (C (کمانش اویلری‎ 


fi, = 616.92? مس‎ — —____ 
91 py) 1 3 yo + 0.95 ^ 


gn(12, y) = 4.814 x 197425 = a 20, (B (کمانش پوسته‌ای‎ 
z$ Ya + 0.25% 
8 
Ta, y) = 246722 — —— — —— > 0. (B | (کمانش‎ 
gna y) oan نش اویلری‎ 


اکنون مسأله ساختار جعبه ای زاویه ای لازم را دارد. ese‏ 
اکنون حالتی را در نظر بگیرید که سازه خرپا پیچیده تر باشد و از S‏ عضو لوله ای تشکیل شده باشد که 


باید برای مینیمم شدن جرم طراحی شود در حالی که مقید به قیدهای تنش» تغییر مکان ؛ و کمانش محلی 


بخش ۱۰.۲ :تجزیه Af!‏ 
است . تنشها از یک مدل اجزای محدود محاسبه خواهند شد . برای بهینه سازی به مشتقات تنشها نسبت به 
متغیرهای طراحی نیاز داریم که محاسبه' این مشتقات هزینه" اصلی فرایند بهینه سازی است» به ویژه اگر 
این مشتقات از روش تفاضل محدود محاسبه شوند. اگر شعاع و ضخامتهای اعضا به عنوان متغیرهای 
طراحی به کار روند» آن گاه مسأله کاملاً جفت شده است که در آن تغییر در یکی از متغیرهای طراحی 
ممکن است تنشهای تمامی اعضارا تحت تأثیر قرار دهد . مشتقات تنشهای اعضا نسبت به 25 متغیر طراحی 
باید محاسبه شود . از طرف دیگر» اگر از رهیافت تجزیه که در خرپای سه میله ای به کار گرفته شد استفاده 
tos‏ مساحتهای سطح مقطع و شماعها متغیرهای طراحی اند . مشتفات جزئی تنشها نسبت به شعاع اعضا 
با ثابت در نظر گرفتن مقادیر سطح مقطعهای مربوط به دست می آید (اين کار به سب این که ضخامتها 
مشخص نشده اند امکان پذیر است) . بنابراین مشتقات تنشها نسبت به شعاعها صفر است . و ما تنها به 
محاسبه S‏ مشت جزئی تنشها نسبت به مساحتها نیاز داریم . 

از یک رهیافت مشابه می توان برای سازه‌های قاب شکل استفاده کرد . به عنوان JU‏ قاب سردری 
نشان داده شده در شکل ۴ ۲۰ .۰ ۱۰ توسط سوییسکی" و دیگران[4] برای تشریح مفاهیم بهینه سازی چند 
سطحی ارائه شده است . هر سه تیر سطح مقطع 1 شکل دارند که با ۶ متغیر طراحی تعریف می شود. روی 


E—————— — 1000 cm ——————4 
| M 220 X 106 ۳ -cm 





gs‏ ۲۰۳ ۰ تجزیه قاب سردری 


1( Sobieski 


۳ مسانی بهینه‌سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: dingy‏ سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
تنشها و تغییر مکانهای ایجاد شده در اثر بارهای GL‏ داده شده در شکل فیدهایی اعمال می شود. اگر 
متغیرهای طراحی جزثی (محلی) استفاده شوده قیدهای تنش و تغییر مکان کاملاً جفت شده اند که در آن 
همه" آنها با هر یک از ۱۸متغیر طراحی متأثر می شوند. اما اگر مساحت سطح مقطع ۸ و گشتاور ماند آ هر 
تیر را به عنوان متغیر طراحی انتخاب کنیم می توانیم از هر تیر ۲متغیر طراحی محلی حذف کنیم . اکنون 
تمامی قیدها به مساحتها و گشتاورهای ماند بستگی دارند و چهار متغیر دیگر برای هر تیر تنها روی تنشهای 
همان تیر تأثیر می گذارند . به کار بردن رهیافت مشابهی برای قابهای صفحه ای SL‏ عضو امکان پذیر است 
که در آن صورت 25 متغیر طراحی جفت کننده (Y)‏ و S‏ سیستم فرعی خواهیم داشت . 

در مسائل خرپا و قابی که ارائه شدند. با توجه به این که اثر یک عضو روی بقیه" سازه می توانست 
برحسب تعداد کمی از پارامترها (سطح مقطعها برای خرپاء سطح مقطمها و گشتاورهای ماند برای قاب 
صفحه ای ) بیان شود کار تجزیه انجام شد . این پارامترها افراگیر» با متغیرهای جفت کننده می شوند؛ 
و برای حذف همان تعداد متغیر محلی به کار می روند . 

ثار جا و هفتکه [5] برای یک تابلو ساخته شده از مواد مرکب یک رهیافت مشابه به کار بردند که سختی 
غشای تابلو را به عنوان متغیرهای فراگیر در نظر گرفتند . با این همه» برای سازه‌های معمولی دیگر» 
انتخاب متغیرهای فراگیری که مسأله" طراحی را تجزیه LS‏ ممکن است آسان نباشد . 

مشکل دیگر در رابطه باتجزیه حذف متغیرهای محلی و بیان آنها بر حسب متغیرهای فراگیر است . 
برای مسأله تابلو» و همچنین خرپاها و قابهای با شکل سطح مقطع پیچیده» پیدا کردن عبارت تحلیلی بیان 
متغیرهای محلی بر حسب متفیرهای معمولی ناممکن است. می شود متغیرهای محلی و فراگیر رانگه 
داشت و قیدهای تساوی که ارتباط بین متغیرهای محلی و فراگیر را بیان می کند به مسأله اضافه کرد . اما 
این رهیافت اغلب مسأله بهینه سازی را بدخیم تر می سازد و تعداد متغیرهای طراحی را افزایش می دهد 
(به عنوان مثال به مرجع [6] مراجعه کنید) . در بسیاری از حالات حذف متغیرهای طراحی محلی و بیان 
آنها بر حسب متغیرهای فراگیر امکان پذیر است» حتی اگر عبارت تحلیلی برای این حذف و جود نداشته 
باشد . 

به عنوان مثال» حالتهای کلی خرپا و قاب را در نظر بگیرید که هر سیستم فرعی مجموعه ای از متغیرهای 
فراگیر دارد و برای حذف تعدادی از متغیرهای سیستم فرعی به کار می روند . برای سادگی بحث یک 


1) Thareja and Haftka 


بخش ۱۰.۲ :تجزیه Aff"‏ 
سیستم فرعی در نظر می گیریم و اندیس آن را حذف می کنیم . یعنی فرض می کنیم × بردار متفیرهای 
سیستم فرعی (مانند شعاع و ضخامت اعضای وله ای شکل خرپا) و لا بخشی از بردار متفیر فراگیر 
مربوط به آن سیستم فرعی (مانند مساحت سطح مقطم اعضای خرپا) باشد . 

فرض می کنیم می توانیم یک زیر مجموعه از × را شناسایی کنیم که می تواند بر حسب y‏ بیان شده 
وحذف شود و آن را با ع× نشان می‌دهیم» و بقیه" متغیرهای محلی 4S)‏ نگاه داشته می شوند) را پا «نشان 


می دهیم . ارتباط بین Xe cy‏ و ۸× به شکل زیر خواهد بود. 


h(y.Xr.xg) 2 0. (*.Y.4) 


این رابطه نمی تواند هميشه به شکل تحلیلی حل شود و برای X‏ عبارتی بر حسب لاو Xn‏ بدهد اما به 
شکل عددی (به عنوان مثال» روش نیوتن) می تواند حل شود. یافتن جواب عددی Xr‏ معمولاً پر هزینه 
نیست زیرا ٩( sta‏ ۲۰ . ۰) یک سیستم کوچک از معادلات جبری است . با این همه انتخاب ‏ < 
چنان که سیستم دارای جواب باشد یعنی ژاکوبین 02/3 غیر منفرد باشد از اهمیت بالایی برخوردار 
LM‏ : 

اگر × را با y‏ و Xn‏ جایگزین کنیم که این متغیرهای طراحی برای متغیرهای حذف شده عبارت تحلیلی 
نداشته باشند» مشکل اصلی ما محاسبه مشتقات تابع هدف و قیدها نسبت به مجموعه جدید متغیرهای 


طراحی است . به عنوان مثال یک تابع قید مانند زیر در نظر بگیرید . 
g(x) = g(Xg.Xz) = g(Xn.y). (ve Y.)‏ 


می خواهیم مشتقات 3 را بدون داشتن عبارت صریحی برای آن محاسبه کنیم . این کار به سادگی با 
دیفرانسیل گیری ضمنی امکان پذیر است . با دیفرانسیل گیری از معادله (۱۰ ۰ ۱۰۰) داریم : 
Og Oxr‏ , 29 _ 93 
OXr Oxp‏ م0 ~~ OXRn‏ 
0g E‏ .99 
Oy Oxre dy `‏ 
به اختللاف بین 30g/OX n‏ 07/0 توجه کنید . اولی مشتق قید با ثابت در نظر گرفتن 2 nel‏ در 


حالی که دومی مشتق قید با ثابت بودن y‏ است. 


(y. ۲ ۰۱۱( 


۴ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها(فصل ۱۰: بهینه سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
برای ol‏ که بتوان از معادله Y. VV)‏ .۱۰) مشتقها را ارزیابی کرد XS‏ به مشتقاأت 0/0 و 
0/0۲ داریم . این دو با مشتق گیری از معادله )4 ۰ (Ve.‏ به دست می A‏ داریم : 
Due Oh Ox u‏ 
MEO ae Qi Ya‏ 


dh, Oh Ox, _ 
OXR OXp ÖXR 5 





IXE 5 | oh | Əh 


ey xe] oy 6۰۰۲ .۱۳( 
رد‎ — ۳ dh ]^! Oh 
Oxy — جر ال‎ 0 


۱۰۰۲۰۳ Ue 
این بار نیز قاب سردر شکل (۴ ۲۰ ۱۰۰) را در نظر بگیرید . متغیرهای فراگیر طبیعی مساحتهای سطح‎ 
مقطع و لنگرهای ماند هستند . اگر مساحت و لنگر ماند مقطع هر عضو را به ترتیب با ۸ و[ نشان دهیم و‎ 

فرض کنیم ضخامت نسبت به سایر ابعاد بسیار کوچکتر است. از معادله ٩(‏ ۲۰ ۱۰۰) دایم : 


hi = biti + boty + Ht3— Az 0, 


7 (a) 
ho = t3H?/12 + (bif; + bat) H? /4 -= (bit, = byte)? H?/4A = I zu 


فرض می کنیم یک قید محلی داریم که (برای غیر منطقی نبودن هندسی) ایجاب می کند مساحت چان 


: حداقل ۲۰ درصد سطح کل باشد؛ یعنی‎ 
g= Ht, —0.24 = 0.8Ht; = 0.2(b,f, + bata) = 0. (b) 


همچنین فرض می کنیم بتوان از مساحت و لنگرماند برای حذف متغیرهای f,‏ و ,ا استفاده شود. یعنی » 


بخش ۱۰.۲ :تجزیه ۵۲۵ 
در cul‏ جا 1 aal pe Ly‏ های EA 6b, cb, y X,‏ ملفه های × محسوب می شوند. بعد از حذف دو 


9). رت‎ 05,3, H) > ۰ 


می خواهیم این مطلب را گوشزد کنیم که لازم نیست برای ارزیابی 7 و مشتق آن شکل صریح آن را داشته 
باشیم . برای ارزیابی 8 برای مجموعه ای از شناسه هایش c‏ ابتدا از معادلات f, «(a)‏ و hy h‏ دست 


می آوریم و آن گاه از ()» و را ارزیابی می کنیم و توجه داریم که : 
ba, ta. H) = gis ti bo to. H. t3).‏ روا GA.‏ 


به عنوان مثال به مشتق ق نسبت به مساحت ۸ توجه کنید . 


dg Oy Ot Og Ot; Ot; et, 
OF A 90 93 nay op i. 
8A 08A tz ðA d OA 13A 


۸ و 0/0/2۸ را با مشتق گیری از معادله (a)‏ نسبت به ۸ به دست می آوریم 


(c) 
G ~ 2(bitı - bzt2)H?/A\ Oty HOt | (bti = GGY H? _ 0 
4 ðA 120A 44? = 
را در نظر بگیرید . برای این‎ bi = by =H ot, << و < و۲‎ =f به عنوان مثال یک طراحی نمونه با‎ 
(c) در شروع کار از حل معادلات‎ ۰ = 04 gl E 7t H3/12 ‘A= 3Ht طراحی اولیه داریم‎ 


4 و 0/04 را به دست می آوریم . 


وآن گاه 
0j‏ 


به عنوان یک آزمایش می‌توانیم مساحت را به اندازه" کوچک AA‏ تغییر دهیم . بدون آن که شناسه‌های 


gle ۵۴۶‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: dingy‏ سازی تجزیه ای و جند سطحی) 
دیگر 7 را تغییر دهیم . این کار می تواند با تخییر ٤|‏ به /0A)AA =—O.5AA/H‏ 06( تغییر by‏ به 
(3t3/3A)AA = 1.54A/H‏ انجام شود . آن گاه می بینیم که لنگر ماند [ تغییری نمی کند (با مرتبه" اول 
(^A‏ و و تقریباً به ميزان 1.324 تغییر می کند ۰۰۰ ۰ 

هنگامی که حذف متغیرهای محلی با استفاده از متغیرهای فراگیر مشکل است» ممکن است بخواهیم 
از هر دو نوع متغیر استفاده کنیم . همچنان که پیش تر گفته شد» استفاده از قیدهای مساوی برای ایجاد 
سازگاری بین متغیرهای محلی و فراگیر ممکن است به شرایط بدخیمی بینجامد . به جای این کار اسمیت! 
استفاده کرده اند . آن تابع هدف چنان ساخته شد که معیاری از اختلاف بین متغیرهای سطح پایین و سطح 
بالا باشد . این رهیافت (مانند استفاده از قیود تساوی). مسأله سازگاری بین متغیرهای سطح پایین و 
سطح بالا را از مرحله" رابطه سازی یا تجزیه به مرحله" حل انتقال می دهد . حل یک مسأله" تجزیه شده در 


بخشهای بعدی بحث می شود . 


۳ جهت دهی و ding?‏ سازی چنل سطحی 

هنگامی که یک مسأله تبدیل شده یک شکل جعبه ای زاویه ای داشته CSL‏ می‌پینیم که صرفه جویی 
قابل توجهی در هزینه محاسبات مشتقات حساسیت به وجود آمده است . با این وجود؛ اگر از روش 
بهینه سازی خاصی که برای مسأله مورد نظر تدوین شده استفاده S‏ 23« ممکن است صرفه جویی بیشتری 
نیز حاصل شود . 

یک رهیافت طبیعی برای مسأله استفاده از یک روش بهینه سازی تودرتو؟ یا دو سطحی است که در آن 
بهینه سازی متغیر سیستم :۰2 داخل یک بهینه سازی سطح بالایی متغیر فراگیر» y‏ است . در بعضی از 
موارد دو سطح بهینه سازی می تواند بدون جهت دهی باشد» به این صورت که فرایند بهینه سازی بین 
بهینه سازی سطح بالا و پایین رفت و برگشت نماید . اگر تغییرات متغیرهای فراگیر قیدهای محلی را به 
میزان کمی متأثر کند» این فرایند می تواند به سرعت همگرا شود (ولی نه لزوماً به بهین) . به عنوان «Ji‏ 
کیرش " یک روش بهینه سازی سه سطحی برای سازه‌های بتن مسلح ارائه کرد که بر اساس رهیافت 


جر حه اي قرار داشت . 
Schmit 2) Nested : 3) Kirsch‏ )1 





بخش ۱۰.۳ : جهت دهی و بهیه سازی جند سطحی ۵۳۷ 
با این وجود» در بسیاری از موارد» فرایند بهینه سازی در دو سطح بايد جهت دهی شود . برای مسائل 
خطی دانتزیگ و ولف" ([9] و ]10( و روزن" [11] و [12] برای مسأله" شکل جعبه ای زوایه ای » معادله 
(۵ ۲۰ .۰)۱۰۰ الگوریتمهای دو سطحی تدوین کردند. برای مسائل غیر خطی یک رهیافت دیگر به نام 
روش جهت دهی مدل به کار می رود. در این جا شکلی از آن را که بر اساس مشتقات بهین های سیستم 
فرعی نسبت به متغیرهای سطح بالاست شرح می دهیم . مسأله" جعبه ای زاویه‌ای معادله (۵ ۲۰ ۱۰۰) را 
در نظر بگیرید . آن را با مسأله دو سطحی زیر جایگزین می کنیم . 


foly) + fr) cia 
gy) » 0, را چنان مینیمم 355 که‎ 
fily) = min fixy) که در آن‎ 
g(x,y) > 0. آن چنان که‎ 


این مسأله می تواند در دو مرحله حل شود. ابتدا یک مقدار حدسی برای y‏ در نظر گرفته می شود. و هر 
یک از زیر سطح ها برای :× خودش بهینه می شود. آن گاه» حساسیت بهینه های هر یک از زیر سطح ها 
نسبت به تغییرات y‏ محاسبه می شود ( آن چنان که در پبخش ۴ ۵۰ شرح آن داده شد) . در نهایت» در یک با 
چند چرخه از این حساسیتها برای تغییر جفت ها یا متغیرهای سطح Cy) SVL‏ استفاده می شود . 

یکی از مشکلات مربوط به چتین رهیافت دو سطحی این است که برای بعضی از مقادیر y‏ ممکن است 
جواب قابل قبولی برای بعضی از مسائل سطح پایین وجود نداشته باشد . برای مسائل برنامه ریزی خطی ‏ 
الگوریتم روزن[12] با یافتن یک جواب قابل قبول شروع می شود . برای مسائل غیر حطی c‏ اطمینان از این 
که برای یک مقدار مشخص از بردار y‏ تمامی مسائل فرعی جواب قابل قبولی دارند به سختی حاصل 
می شود» هر چند با افزودن قیودی به مسأله سطح بالا این امکان وجود دارد که از غير قابل قبول شدن 
مسأله سطح پایین جلوگیری شود (به مرجع کیرش[13] مراجعه کنید) . افزون بر ایین» استفاده از 
حساسیتهای سیستمهای فرعی به متغیرهای سطح بالا یک اشکال اساسی دارد: این حساسیتها ممکن 
است پیوسته نباشند (به مرجع بارئلمی و سوبیسک ی [14] مراجعه کنید) . این مطلب در مثال بعدی تشریح 


. می شود‎ 
1( Dantzig and Wolfe 2) Rosen 


she ۸‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰ بهینه سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
مثال ۱۰۰۳۰۱ 
دوباره خریای سه میله ای مشال ۱ ۲۰ ۱۰۰ را در نظر بگیرید. همان طور که در آن مثال نشان داده شده» 
مسأله یک شکل جعبه ای زاویه ای دارد که مساحتها و لنگرهای ماند متفیرهای طراحی فراگیر» و نیروی 
اعضا متغیرهای محلی اند . بهینه سازی سطح بالاتر در یک رهیافت دو سطحی برای این مسأله می تواند به 


شکل زیر رابطه سازی شود. 
عبارت m = pl(4A4 + Ag)‏ 
راچتان میتیمم کنید که ۰ < 2 - pi‏ 


Pe - و‎ < ۰, 


که در آن ار و pl‏ به ترتیب polis‏ فرو ریختگی p‏ برای حالتهای بار انقی و عمودی است . این مقادیر 
فروریختگی از حل مسائل بهینه سازی زیر سطحی به دست آمده اند . برای بار افقی » مسأله زیر را حل 


می کنیم : 





pe مقدار‎ 
08660۳ — nit) = pi ; ماکزیمم کنید که‎ oU را‎ 
ni + 0.5) +20) = 0, 
2 2 
7 Elz 7 El; 
n^ < GT.ÀA ۱ کرو‎ < TET m -në < ۳17 


به شکل مشابهی برای بار عمودی مسأله زیر را حل می کنیم : 








Pe مقدار‎ 
0.866(n* — nk) = 0, را چتان ماکزیمم کنید که‎ 
ny + 0.5(n + ne)  -8p* , 
2 mE] r? EI 
۷ مس‎ T 51A ۷ B ۷ ۸ 
— ۸ sz 412 ° و 2 < و1‎ nc < ^4? 


برای بهینه سازی مسأله سطح VG‏ به مشتقات دو بار فرو ریختگی نسبت به مساحتهای سطح مقطع و 
لنگرهای ماند نیاز داریم . تنها مشتقات بار فرو ریختگی افقی pË‏ را مورد توجه قرار می‌دهیم . مسأله 
بسیار ساده است» جواب بار فرو ریختگی می تواند با یک بررسی به دست آید . اگر و[ به اندازه کافی 
بزرگ باشد» که در D‏ سورت B‏ بحرانی نیست آن گاه زمانی فرو ریختگی به وجود می آید که اعضای ۸ 
و aC‏ ماکزیمم بار خود (تسلیم یا کمانش) برسند» و از معادله تعادل افقی داریم : 


بخش ۱۰.۴ : رهیافتهای تابع جریمه و پوش ۵۳٩‏ 





2EI 
H 0. 7 A 
D. 866 | eTA4 + in js 


آن گاه از معادله" تعادل عمودی می توانیم ببینیم که در این بار عضو 8 زیر بار شکست خود قرار دارد اگر 


0۸ I4 


USO ME Be 





از طرف دیگر « اگر 0و[ > و7 باشد. Of‏ گاه اعضای C‏ و B‏ ابتدا به ماکزیمم خود می رسند . و با استفاده 
از دو معادله" تعادل داریم 


pee cis E olg + 0.514). 


به راحتی می توان دید هنگامی که Ig = Ino‏ است دو عبارت بار فرو ریختگی نتیجه‌های یکسانی 
می دهند» of‏ چنان که pë‏ یک تابع پیوسته از م[ است. از طرف دیگر مشتق pP‏ نسبت به Ip‏ پیوسته 
نیست . هنگامی که رو[ > ۾[ است. این مشتق صفر است» زیرا وقتی عضو 8 بحرانی نیست. بار فرو 
ریختگی از خواص عضو مستقل است . برای Ip > Igo‏ داریم 

Op# 1.732: 


ülg ^u 
این ناپیوستگی در مشتقها در بیشتر الگوریتمهای بهینه سازی می تواند مشکل ساز باشد» به ویژه اگر طراحی‎ 
eee بهین در نزدیکی و[ = و پاشد‎ 





۴ رهیافتهای تابع جریمه و پوش 

یکی از راههای دوری جستن از مشکلات رهیافت دو سطحی که در بالا ببحث شد. استفاده از روش 
تابع جریمه خارجی با جریمه" داخلی تعمیم یافته (به بخش ۷ .۵ مراجعه کنید) برای تابع هدف در سطحهای 
پایین تر است . رهیافت تابع جریمه به ما این امکان را می دهد که سطح بالاترهایی (متغیرهای (y‏ را قبول 
کنیم که جوابهای قابل قبول سطح پایین تر (متغیرهای Qc‏ ندارند . در واقع» جریمه مربوط به نقض 4d‏ در 
سطوح پایین تر سبب می شود تا متفیرهای سطح بالاتر از ناحیه هایی که جوابهای قابل قبول سطح پایین تر 


ندارند استخراج شوند . همچنین» تابع جریمه تعمیم یافته» ناپیوستگی های مربوط به مشتقات بهینهای 


۰ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: بهینه سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
سطح ab‏ را هموار می کند» به ویژه زمانی که بهینه سازی سطح پایین تر با مقادیر فرین پارامترهای 
جریمه انجام نشده باشد . در نهایت ؛ استفاده از تابع جریمه مشکلی که هنگام عدم دخالت متغیرهای 
سطح پایین تر در تابع هدف به وجود می آید را حل می کند. 

مسأله جعبه ای زوایه ای تشریح شده با معادله (۵ ۲۰ ۱۰۰) را در نظر بگیرید. با استفاده از یک رهیافت 
تابع جریمه در واقع مسأله مقید را با مسأله زیر جایگزین می کنیم . 


By,x,r) = fo(y) + PolBoly). r] + 3J GG y) + pelgixo Y). 7] . 


i=] 


)۱۰ . ۴ ۰. ۱( 


که در آن Do‏ جریمه مربوط به بردار قیود است . به عنوان مثال» اگر چ یک بردار قید با m‏ مولفه باشد. ما 


اغلب از یک تابع جریمه تجمعی استفاده می کنیم . 
Pg. ۲( = D p.r), )۱۰ ۰.۴ ۰۲(‏ 


jal 


که در آن p‏ تابع جریمه ای مانند تابع جریمه داخلی تعمیم یافته است (به بخش ۷ ۰ مراجعه کنید) 


wu و9‎ for 9; > go, ۲ 
pln yee ee Pree for gj > 90. TED 


پارامتر انتقال go‏ به شکل زیر به م بستگی eagla‏ 


go = gogr”? 6۱۰ ۰. f.f) 


1 


که در آن gon‏ یک عدد ثابت است . مسأله ای که با معادله (۱۰۰۴۰۱) بیان شد. برای یک رشته از r palaa‏ 
به شکلی که r6‏ میل XS‏ حل می شود. یک شکل چند سطحی از این رابطه سازی عبارت است از : 
مقدار عبارت foly) + py [goly, r)] + S éty.7)‏ 

=1 


)۱۰۰ ۴ ۰۵( 
,)یه‎ r) = min (f(x; ¥) + Pel GX) ril} . رامینیمم کنید در حالی که‎ 


رشته" مقادیر بارامترهای جریمه سیستمهای فرعی ri‏ با پارامتر جریمه فراگیر T‏ به سمت صفر میل می کنند . 


روش تغییر پارامترهای جریمه سیستمهای فرعی الگوریتمهای چند سطحی خاصی را تعریف می کنند . 


بخش ۱۰.۴ : رمیافتهای تابع جریمه و پوش ۸۵۳۱ 
یک رهیافت جالب این است که هر بهینه سازی سطوح فرعی برای یک متغیر :7 انجام شود ؛ یادآور می شود 
که لزومی ندارد قبل از این که متغیرهای سطح بالاتر به مقادیر نهایی شان نزدیک شوند یک بهین سطح پایین 
دقیق به دست آید . آن مقدار تکین پارامتر جریمه برای هر سیستم فرعی می تواند با پیشرفت فرایند بهینه سازی 
به تدریج به طرف صفر کاهش ul‏ . مرجع ]15[ OLE‏ می دهد زمانی که تمامی سیستمهای فرعی پارامتر 
جریمه یکسانی استفاده کنند» بهینه سازی چند سطحی کاملاً معادل رهیافت یک سطحی است . 

این موضوع بدین معنی است که در راہ بهین نهایی» تعدادی طراحی میانی یکسانی به دست می آید و 
محاسبات می تواند آن چنان انجام شود که یکسان باشد . فرایند می تواند به عنوان یک بهینه سازی دو 
سطحی انگاشته شود» یا یک بهینه سازی یک سطحی که در آن از شکل جعبه ای زاویه ای برای ALS‏ 
محاسبات و عملیات موازی استفاده شده است . 

دقت کنید حتی زمانی که فنون دیگری برای حل مسأله بهینه سازی چند سطحی استفاده شود روش 
معمول این است که از حلهای تقریبی یا نیمه همگرا برای بهینه سازی های زیر سطحها استفاده شود . 


مثال ۱۰۰۴۰۱ 
رابطه سازی طراحی ارتجاعی خریای سه میله ای مثال Y‏ ۲۰ ۱۰۰ را در نظر بگیرید . برای این مثال ساده» 
راحت تر این است که از یک تابع جریمه برداری Po‏ که مساوی با جریمه مربوط به بحرانی ترین قید است 
استفاده گردد. 


P(g.) = p[min(g;). r]. 


در حالت کلی این رهیافت جریمه ممکن است زمانی که بحرانی ترین قید تغییر ماهیت می دهد مشکل 
gull‏ ستگی به ہار آورد؛ گر چه در مسأله ما این اتفاق نمی افتد. whey‏ این رابطه سازی RU‏ جریمه په د 
Lj‏ چه در ین GUA‏ نمی افتد. بنابراین راب بع جریمه ب 


: زیر خواهد بود‎ 
ه‎ = my) + psp) aly), gly) r] ty nr) Hoyr) ab 
Only.) = min polgu (zi y). ma(zi. y). 7]. را مینیمم کنید که دران‎ 
oX(y.r) = min pelga (£2, y). )و9‎ y).r]. )۱۰.۴۰.۶( 


و توابم جرم و قید در Y. Y QUA‏ ۰ داده شده است . نوجه کنید که متغیرهای محلی 2 و 23 در جرم 


gle ۴‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۰ بهینه سازی تجزیه ای و جند سطحی) 
دخالتی ندارند» بنابراین رابطه سازی معادله et )۱۰ ۰ ۳۰ D‏ هدفی در سطح پایین تر ندارد» و مسائل 
سطح پایین تر تنها لازم است که یک جواب قابل قبول بیابند. 

با این رابطه سازی تابم جریمه توابع هدف سطح پایین تر ره و وه هر یک با دو قید سر و کار دارند . 
از آن جا که جریمه بر اساس بحرانی ترین قید قرار دارد» بهین سطح پایین تر هنگامی اتفاق می افتد که هر 
دو قید به یک اندازه بحرانی باشند. برای اولین سیستم فرعی داریم 92 = 9,۱ و به موجب آن خواهیم 


داشت : 


zı = 0.029724. 


برای سیستم فرعی دوم داریم goo‏ = ,رو پا : 


0.02102y,"*.‏ = و2 


با این روابط اکنون می‌توانیم مسأله سطح بالاتر را به عنوان یک مسأله بهینه سازی تک سطحی حل 
کنیم .۰۰۰ 

به جای تابع جریمه» می شود از یک تابع پوش استفاده کرد که یک بردار از فیود را با یک قید پوش تکی 
جایگزین می کند . سوبیسکی و همکارانش برای رابطه سازی های چند سطحی از قیدهای پوش کرسل 
میر- استینهوسر" (KS)‏ (به فصل ۵ مراجعه کنید) به طور وسیعی استفاده کرده اند (به عنوان مثال به مرجع 
سوییسکی و دیگران [16] مراجعه کنید) . قید پوش KS‏ بردار Ad‏ چ را با KS(g)‏ جایگزین می کند در 
حالی که 


KS(g) = —Ümin < (1/p)log p ۳] ۵) 9min جح‎ 2 ۱ 


که در آن :9 مولفه های c g‏ م ضریبی است که نقشی مانند پارامتر جریمه را بازی می BS‏ و min‏ بحرانی ترین 
قید است . به آسانی می توان نشان داد که : 


Imin > KS(g) > gmin — (Y/p)og(m), (Ve. ۴ ۰۷( 


1) Kresselmeier- Steinhoauser 


بخش ۱۰.۵ : مسایل چند سطحی درخت باریک arr‏ 
که در m Of‏ تعداد قیدها (مؤلفه های چ ) است . با افزایش «p‏ (ع)75به مقدار :9 میل می کند . از منفی 
5 می توان به جای Pv‏ در رابطه سازی جریمه استفاده کرد . 


fluo ۵‏ چند سطحی در خت ei‏ 

در حالی که در بسیاری از موارد» هدف تجزیه تولید یک مسأله با چند زیر سطح است (شکل 
8 .۱ . ۰)۱۰ موارد بسیار دیگری وجود دارد که ما با یک ساختار درخت باریک با تعداد اندکی زیر 
سطح مواجهیم (شکل VD‏ ۱ . ۱۰). در بعضی از موارد بهتر است از بهینه سازی چند سطحی برای حل 
استفاده کرد . با این وجود» در حالتهای دیگر تبدیل مسأله چند سطحی به یک تک سطحی ممکن است 
بهتر باشد . 


۱ تحلیل و طراحی همزمان 
در زمینه" تحلیل و طراحی همزمان سازه ها اهمیت تبدیل یک مسأله بهینه سازی دو سطحی به یسک 
مسال تک سطحی به شکل ویژه ای نمایان می شود . رهیافت تحلیل و طر احی (SAND) OU ja‏ رهیافت 
تودرتوی معمول در بهینه سازی سازه ها را دگرگون می سازد. در رهیافت تودرتو» سازه برای یک طراحی 
آزمایشی تحلیل می‌شود. آن گاه حساسیت پاسخ نسبت به اندازه های سازه محاسبه می شود؛ و سپس 
اندازه ها بر اساس این حساسیتها بهبود می یابند و طراحی آزمایشی جدید به دست می آید . تحلیل سازه‌ای 
در داخل روش بهینه سازی گنجانده می شود و برای یک رشته از طراحیهای آزمایشی چندین بار تکرار 
می شود. رهیافت SAND‏ تحلیل و طراحی را به عنوان یک مسأله انجام می دهد . این کار با افزودن 
متغیرهای پاسخ به سایر اندازه‌های سازه به عنوان مجهول انجام می شود که با همه آنها به یک شیوه 
برخورد می شود . 

دو سطحی بودن رهیافت تودرتوی معمولی در مسائلی که تحلیل سازه می تواند به عنوان یک AU‏ 
بهینه سازی رابطه سازی شود بدیهی است . په عنوان مثال c‏ طراحی حد سازه ها را می توان به عنوان میئیمم 
سازی وزن که مشروط به قید بارهای فرو ریختگی است رابطه سازی کرد . این بارهای فرو ریختگی جواب 
مسأله ماکزیمم سازی است . در مثال Y‏ ۰.۰ یک شکل دو سطحی از یک مسأله طراحی حد را دیدیم 
که در مثال ۱ ۲۰ . ٠١‏ په عنوان یک مسأله تک سطحی رابطه‌سازی شده بود . در رابطه سازی تک سطحی 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: بهینه سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
مساحتهای سطح مقطع (اندازه های سازه) و نیروهای اعضا (پاسخهای سازه) به عنوان متغیرهای طراحی 
بودند. در حالت طراحی حد» رابطه سازی تک سطحی که رهیافت تحلیل و طراحی همزمان(5۸(۲) 
است ‏ روشی است که در کار مهندسی می توان آن را انتخاب کرد. اما در محدوده" ارتجاعی رهیافت 
تودرتوی معمول است. مسأله" طراحی کمترین وزن مشروط به قیدهای تغییر مکان و تنش در محدوده" 
ارتجاعی را می توان به شکل زیر رابطه سازی کرد : 


"E 


W(x) MET NS‏ را 
مشروط به gjí(ux)20, jocl....m,‏ مینیمم کنید 


سختی K‏ و بردار بار f‏ بیان می شود بدست آورد. 


U = (1/2)u7K(x)u - ۰ )۱۰۰۵ ۰ Y) 


رهیافت معمول این است که مسأله را به عنوان یک مسأله بهینه سازی دو سطحی حل کرد زیرا حل مسأله 
مینیمم سازی انرژی به سادگی از حل معادلات تعادل Ku = f(x)‏ به دست می آید . 

در سال ۱۹۶۰ رهیافت SAND‏ در استفاده از معادلات تعادل به عنوان قیدهای تساوی و در نظر 
گرفتن اندازه های سازه و تغییر مکانها به عنوان متغیرهای طراحی با استفاده از فن گرادیان مزدوج(00) 
بهینه سازی توسط فاکس و اشمیت" [17] به کار گرفته شد . با این همه» روش CG‏ نمی تواند به شکل 
موثری با قیدهای تساوی معادلات تعادل برخورد کند زیرا ماتریس سختی که توسط مدل اجزای محدود 
ساخته می شود معمولا بدخیم است. فنون حذفی گوسی وقتی در مورد معادلات پدخیم به کار روند 
دقت خود را از دست می دهند ؛ ولی این مسأله را می توان با بالا بردن تعداد اعشار در محاسبات رایانه 
جبران کرد (بیشتر محاسبات اجزای محدود با دقت مضاعف انجام می شود) . اثر بدخیمی در روشهای 
تکراری مانند CG‏ کاهش سرعت همگرایی است . 

بیشرفتهای اخیر در روشهای بهینه سازی مانند ارائه روشهای CG‏ پیش شرط دار کارایی رهیافت 


SAND‏ بهبود می بخشند و آن را برای مسائل سه بعدی که په ماتریسهای سختی از نظر پهنای نوار قطری 





1) Fox and Schmit 


بخش ۱۰.۵ : مسائل چند سطحی درخت AA b‏ 
ضعیف می انجامند قابل رقابت می سازد. در نتیجه» رهیافت SAND‏ مورد اقبال پیشتری قرار گرفته 
است (به مراجع هفتکه ]18[ شموی و اشمیت ]19[ رینگرتز "[۰]20 و هفتکه و کامات" ]21[ مراجعه 
کنید) . در مجموع» روش SAND‏ نیاز به تحلیل مجدد همزمان سازه را در ازای حل یک مسأله بهینه سازی 
بزرگتر (با در نظر گرفتن تغییر مکانها به عنوان متغیرهای طراحی) مرتفع می سازد. بنابراین» بهتر است که 
از SAND‏ در مسائلی استفاده شود که تعداد cle pate‏ طراحی سازه زیاد باشد و اضافه کردن متغیرهای 
طراحی تغییر مکان اثر کمی روی تعداد کل متغیرهای طراحی داشته باشد . 

هنگامی که حالتهای بارگذاری زیاد باشد از روش SAND‏ استفاده نمی شود زیرا در آن حالت تعداد 
متغیرهای طراحی تغییر مکان بسیار زیاد می شود. با این وجوده چیبانی [22] ۰ در این حالت نیز با استفاده 
از یک رهیافت دو سطحی و برنامه ریزی هندسی برای کاهش بار محاسباتی SAND (Ul;‏ را به کار 
گرفت . این روش در بهینه سازی ساختار نیز بسیار سودمند است» زیرا رهیافت تودرتوی معمول در 
هنگام حذف قسمتهایی از سازه که ممکن است ماتریس سختی سازه را منفرد سازد» مشکل پیدا می کند 
(به مرجع بندسو " و دیگران[23] مراجعه نمایید) . 

تبدیل یک مسأله" دو سطحی به تک سطحی همیشه امکان پذیر نیست . به عنوان مشال مسأله" 
ماکزیمم سازی پایین ترین بسامد س یک سازه که نباید وزن آن ۷ از یک حد Wy‏ تجاوز کند را در نظر 
بگیرید . رابطه سازی دو سطحی مسأله به شکل زیر است : 


w(x) af 6۰۰۵ ۰۳(‏ 
را مشروط به ,0 IV, - W(x) z‏ ماکزیمم کنید 
که در آن رس حل مینیمم سازی سطح پایین تر نسبت ریلی 
T‏ 
u Ku‏ , 9 
uj = min TRIG )۱۰۰۵ ۰. Y)‏ 


است و M‏ ماتریس جرم و له بردار ویژه مربوط به لا استا. جایگزین کردن این ML a‏ دو سطحی با 


الا تکانطتی 


T 
, wKu : . 

× و نارابرای ما یمم سازی سس = Ur‏ 
و لارا برای ماکز u" Mu‏ ` 1 


مشروط به ,0< W,- Wix)‏ بیابید. 


- 


)۱۰ ۰.۵۰. ۵( 


1) Haftka 2) Smaoii and Schmit 3) Ringertz 4) Haftka and Kamat 5) Chibani — 6) Bendsoe 


dF‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (نصل ۱۰ dingy‏ سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
ناممکن است ‏ زیرا در رابطه سازی بالا » بهینه سازی بردار ویژه مربوط به بالاترین بسامد را انتخاب خواهد 
کرد ونه پایین ترین بسامد. هر چند با استفاده از شرایط کان تاکر مسأله می توان مسأله ماکزیمم سازی 
بسامد را به یک رهیافت تک سطحی , SAND‏ تبدیل کرد[24] اما فرایند از رهیافت تودرتوی معادلات 
Y)‏ .۵ .۱۰۰) و(۴ .۵ .۱۰) بسیار بیچیده تر و از نظر هزینه‌های محاسباتی بالاتر است . 
Y‏ . ۰۵ ۱۰ کاربردهای phos‏ 

یکی از کاربردهای معمول رهیافت چند سطحی در مسائل به شکل درخت باریک عبارت است از 
ترکیب بهینه سازی اندازه و هندسی . معمولاً متغیرهای طراحی هندسی به عنوان متفیرهای سطح بالاتر 
انتخاب می شوند و متغیرهای اندازه ای به عنوان متغیرهای سطح پایین تر . انگیزه کاربرد این رهیافت این 
است که طبیعت این دو دسته از متغیرها متفاوت است و اگر با آنها به عنوان یک دسته منفرد از متغیرهای 
طراحی برخورد شود ممکن است مشکلات عددی به وجود آید . کاربردهای معمول در مسائل طراحی 
خرپاها (به عنوان مثال مراجم[25-28] و قابها (به عنوان مثال مراجع[29-31] ) بوده است . 


۶ نجزیه در محاسبات پاسخ و حساسیت 

سیستمهایی که از نظر مسائل بهینه سازی طراحی ساختار جعبه ای زاویه ای دارند: معمولا در مسأله 
تحلیل ساختار مشابهی دارند . یعنی » اگر پاسخ زیر سیستمها را با : .1.۰۰۰ = i‏ ,ره OUS‏ دهیم. اغلب 
می توانیم یک مجموعه از متغیرهای پاسخ فراگیر W‏ پیدا کنیم که محاسبات پاسخ (یعنی تحلیل) را از زیر 
سیستمها جدا سازد. یعنی معادلات حاکم بر پاسخ سیستم را می توان به شکل زیر نوشت : 

۳0)101۱۰۰۰ , ,یلا‎ W) =0, )۱۰,۶۰۱( 

۳:) ,یلا‎ w) =O, pelos. 

از مزایای این ساختار جعبه ای زاویه ای می توانیم در روش حل استفاده کنیم . به عنوان مثال» استفاده از 
روش نیوتن در حل مسأله را در نظر بگیرید. با فرض یک حدس اولیه برای جواب» یک تصحیح برای Of‏ 
حدس را از بسط سری تیلور مرتبه اول محاسبه می کنیم . 


Fo + 70, رتاش‎ + ۰۰۰+ To, AU, + ۷و2‎ =0, )۱۰۰.۶ . Y) 
T, + ri;Àu, + rigAw =0, i=l, s8 


بخش ۱۰.۶ :تجزیه در محاسبات پاسخ و حساسیت ۵۳۷ 
که در آن | با یک کاما قبل از آن OUS‏ دهنده" مشتق نسبت به بدا و صفر با یک کاما قبل از OF‏ نشان دهنده" 
مشتق نسبت به W‏ است . به عنوان مثال» ro;‏ نشانگر ماتریسی است که سطر el j‏ آن مشتقهای مزلفه‌های 
el j‏ و نسبت به مولفه های :دا است. تمامی کمیتها در حدس اولیه ارزیابی می شوند . بازنگری معادله 
OUS ۰۱۰۰.۶۰ Y)‏ می دهد که می توانیم ابتدا Au;‏ را بر حسب Aw‏ بیان wed‏ 


Au, = =r (T; + rigAw), )۱۰ ۰.۶ .۳(‏ 
و سپس آن را در معادله Y)‏ .۶ ۰) جایگزین کنیم . داریم : 


a a 
C = E) Aw = -r + X rr. (69. F) 
i=l i=l 


یعنی» مسأله می تواند به حل دستگاه معادلات (۴ ۰ ۶ . ۱۰) از مرتبه W‏ بینجامد و Of‏ گاه پاسخهای زیر 
سیستمهای» cU;‏ در صورتی که نیاز باشد» می تواند از معادله (V0 PY)‏ محاسبه گردد. 

روش مشابهی را می توان برای محاسبه حساسیتهای پاسخ نسبت به متغیرهای طراحی به کاربرد. 
اکنون فرض ABS‏ که سیستم به یک متفیر طراحی دیگر ± نیز وابسته باشد . یعنی داریم : 


۳0) 1۱۱۰۰۰۰ Ug, w,z) =0, (1۰.۶.0۵) 
ri(u;, w, r) =0. 1] 2 s. 


با مشتق گیری از سیستم نسبت به 2 داریم : 


Oro ou, ou, ow 
d. trong, 7 tfe + room =O, )۱۰.۶ .۶( 
ETE LTA =0, po Lee, 


Lu 


Or 


اکنون می توانیم Oui x‏ را بر حسب SL Ow/O‏ کنیم و مسأله را به یک دستگاه با مرتبه ای مانند Wag p‏ 
تبدیل کنیم . 

مثال نمونه" رهیافت فوق سازه‌های زیر مجموعه اند . در رابطه سازی اجزای محدود بر اساس تغییر 
مکانها» ۷ پردار درجه آزادی مرزها و U;‏ بردار درجه آزادی داخل celi‏ سازه" زير مجموعه است . مثال 
مهم دیگر در زمینه" طراحی چند منظوره ای است . هر سیستم فرعی ممکن است یک تحلیل خاص متفاوت 
از سیستم باشد . :ها ها پاسخهای زمینه" خاصی هستند که اثری روی تحلیل زمینه های دیگر ندارند در 


۸ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: بهینه سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
حالی که شامل کلیه کمیتهای پاسخ می شوند که بیش از یک زمینه" خاص را متأثر می کنند . در این حالت؛ 
مؤلفه های ۱۷ می تواند نشانگر یک زمینه یا زمینه های دیگر باشد؛ بنابراین بهتر است W‏ زیر بردارهای 
FE Ls‏ ,رها تقسیم کنیم که د آن W;‏ شامل متغیرهای پاسخ امین زمینه ای باشد که محاسبات پاسخ 
یک چند زمینه را متأثر می سازد . 

سوبیسک ی ]32[ روش زیر را برای محاسبه حساسیت سیستم ها چند منظوره ای نسبت به متغیرهای 
طراحی ارائه کرد و آن را معادله حساسیت فراگیر(08۴) نامید . در تشریح روش GSE‏ فرض می کیم 
محاسبات پاسخ در هر زمینه با چند جعبه تحلیل پانرم افزار (یا جعبه سیاه) یا حتی ابزار تجربی انجام 


Wi TW Wein Wig We, X), U; = (wi. Wa X). (V. f. v) 


یعنی » :۲روشی است برای محاسبه Wi‏ که پاسخ زمینه های دیگر را می دهد و × بردار متغیرهای طراحی 
است . به طور مشابه ty‏ روشی است برای محاسبه؛ پاسخ ,دا . معادله (۷ ۶۰ ۱۰۰) یک دستگاه معادلات 
جفت شده غیر خطی بر حسب و , 1.۰.۰ = d‏ ,س رانشان می دهد . این دستگاه را می توان به عنوان مثال 
از روش نیوتن حل نمود بنابراین با تخمین اولیه" Wi‏ برای EW)‏ می توان تصحیح :۵۷ رابا حل 


معادله" زیر بدست آورد. 


JAw = Ar, )۱۰ ۶ . ۸( 
که در آن‎ 
1 - i —Iia4 Ww Ar; 
—I34 I 7T2. W2 Ar 
J= ' : w= ` ۱ Ar -— : 
a xxr | w, Ar, 
)۱۰ ۶ . ٩( 
ودرآن‎ 


Ar = w? rdw wwe wx) EP) 


بخش ۱۰.۶ :تجزیه در محاسبات پاسخ و حساسیت  ۵۳٩4‏ 
بعد از همگرایی به جواب W‏ می توان از معادله (Of. V)‏ بدا را به دست آورد. محاسبه" حساسیتها 
نسبت به یک پارامتر طراحی نیز می تواند به شکل مشابهی انجام شود. با دیفرانسیل گیری از معادله 
(۷ .۶ ۰ نسبت به یک مولفه X‏ داریم : 


Ow _ Or )۱۰.۶,۱۱( 


ساختار خاص ژاکوبین J‏ به ما این امکان را می دهد که با حذف یکی از LAW;‏ مرتبه" دستگاه معادلات را 
کاهش دهیم. این کار در مثال زیر تشریح می شود . 

رهیافت GSE‏ به مشتقات پاسخهای هر زمینه نسبت به ورودی زمینه های دیگر نیاز دارد . هزینه" این 
محاسبات هنگامی که سطح تداخل بین زمینه ها بزرگ باشد بسیار زیاد است . در مقایسه هزینه های رهیافت 
GSE‏ و هزینه های محاسبات تفاضل محدود مفشتقهاء پارامتر کلیدی تعداد متغیرهای طراحی است . اگر 
تعداد متغیرهای طراحی زیاد باشد» روش GSE‏ کاراتر است و در صورتی که تعداد متفیرهای طراحی کم 
باشد. تفاضل محدود کم هزینه تر است . برای بحث بیشتر در مورد هزینه و همچنین نشخیص حالتهایی 
که در آنها ماتریس GSE‏ ممکن است منفرد شود خوانندگان می توانند به مرجع ]32[ مراجعه کنند . 

همچنان که قبلاً یادآوری شد» مشکل اصلی استفاده از فنون چند سطحی یافتن راهی برای تجزیه 
SL,‏ است به شکلی که ساختار سلسله مراتبی لازم را داشته باشد. تجزیه موفق» مسأله را به اجزایی 
می شکند که سطح تداخل پاریکی دارند . در تحلیل چند زمینه ای و حساسیت ما به دنبال یافتن راههایی 
برای باریک کردن سطح تداخل بین زمینه هاییم . در مثال زیر که تحلیل آثرودینامیکی یک JU‏ و محاسبه" 


حساسیتهاست. استفاده از یک روش کاهشی برای رسیدن به این هدف تشریح می شود. 


۱۰۰۶۸۱ dus 
JL بر اساس شکل‎ JG تحلیل آثرو الاستیکی یک بال هواپیما را در نظر بگیرید . میدان جریان اطراف‎ 
محاصبه شده است . آن گاه از سرعتهای جریان فشارها و بارها محاسبه شده اند و با استفاده از آنها تغییر‎ 
مکانهای سازه‌ای محاسبه می شوند که به نوبه" خود روی شکل بال نیز تأثیر می گذارند . حل این مسأله"‎ 
جفت شده اغلب به شکل چرخه ای انجام می شود با یک میدان جریان در اطراف بال صلب شروع کرده‎ 


و بارها و تغییر مکانهای مربوط به این میدان جریان محاسبه می شود و سپس بر اساس این تغییر مکانهاء 


gi ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۰: dings‏ سازی تجزیه ای و جند سطحی) 
شکل بار روز dal‏ می شود و این چرخه تکرار می شود. چنین رهیافتی. که چرخه ای نقطه ثابت نامیده 
می شود در صورتی که محاسبات زاکوبین پر هزینه باشد نسبت به روش نیوتن مزیت دارد . با این وجود» 
ثایت بهتر باشد . این که از روش نیوتن استفاده بشرد یا نشود به عرض سطح تداخل بستگی دارد. برای 
تمرکز روی سژال سطح تداخل ما بدون توجه به متغیرهای طراحی شروع به حل تعامل آثروالاستیکی 
می کنیم . 

فرض می کنیم که یک اجعبه سیاه» آثرودینامیکی داریم که با دادن شکل JU‏ که با بردار شکل 5 نشان 


داده می شود میدان جریان مثلاً بردار سرعت» ۷ رامحاسبه می کند . 


v = b,{s). (a) 


که در آن ba‏ نشانگر کاربرد جعبه سیاه آثرودینامیکی است. آن گاه فرض می کنیم یک جعبه سياه نیرو داریم 


که سرعتهای جریان را به نیروهای آثرودینامیکی f,‏ تبدیل می کند که می تواند در تحلیل سازه استفاده 


LS 


سود . 


f, = by(v). (b) 


جعبه سیاه بعدی بسته تحلیل سازه‌ای است که نیروهای آثرودینامیکی را با یروهای ماند ترکیب کرده و 


بردار تغییر مکان را محاسبه می کند . 
u = b(f,). (c)‏ 


و در نهایت فرض می کنیم یک جعبه سیاه میان یایی داريم که شکل بال را بر اساس میدان تغییر شکل 


. روزآمد می کند‎ 
s = b,(u). (d) 


در نگاه اول» سیستمی که با معادلات (a)‏ تا (d)‏ تشریح شد. کاملاً جفت شده به نظر می رسد . حل این 


دستگاه به روش نیوتن غير عملی به نظر می رسد زیرا ابعاد ژاکوبین بسیار بزرگ است . بردار میدان جریان 


بخش ۱۰.۶ :تجزیه در محاسبات پاسخ و API cie‏ 
« و بردار تغییر مکان نا معمولاً هزاران و یا دهها هزار مولفه دارند. اما پردارهای S sf,‏ می توانند تعداد 
کمی مؤلفه داشته باشند. و می eal‏ ابعاد مسأله را با ترکیب دو جعبه سياه اول و دو جعبه سیاه آخر بسیار 


کوچک کنیم . اولین ترکیب به ما نیروهای آثرودینامیکی را بر حسب شکل بال می دهد . 
ris) = by[b.(s)], (e)‏ = £ 

و ترکیب دوم به ما شکل بال را به عنوان تابعی از نیروهای آثرودینامیکی می دهد . 
P‏ [(م6)ءط رطع s = r(£)‏ 


به این نکته توجه داریم که متغیر fa‏ و 5 نقش ۷۱ و W,‏ را در معادله V)‏ ۶ . ۱۰) بازی می کنند» در حالی 
که ۷ و u‏ نقش yu‏ ر را بازی می کنند . 

در رهیافت YU‏ که تنها از f,‏ و S‏ به عنوان cla pare‏ تعامل استفاده می شود به کاهش قابل توجهی در 
تعداد مشتقاتی که باید محاسبه گردد می انجامد . با این همه تعداد ملفه های ,۶ و 5 اغلب چندیین 
دوجین می شود و محاسبه ژاکوبین هنوز می توان بسیار بر هزینه باشد . با استفاده از فن کاهشی در بيان 
تغیبر مکانها در تشریح تعامل آثروالاستیکی کاهش بیشتر تعداد مشتقات لازم امکان پذیر است . فرض 
می شود بردارهای تغییر مکان را بتوان با ترکیب خطی شکلهای مود (اغلب مودهای ارتعاشی) بیان کرد . 


u — Uq, (9) 


در حالی که ] ماتریس مودها و 4 بردار دامنه" مودهاست. مرتبه" بردار ٩‏ معمولاً به مراتب کوچکتر از u‏ 
و حتی ٤,‏ است . افزون بر این › برای تحلیل سازه ای کاهشی اکنون دیگر نیازی به ٤,‏ نداریم و به جای آن به 
بردار بار تعمیم یافته fr‏ که به شکل زیر است نیازمندیم )4 معادله (۳۰ Y.‏ ۰ ۷) مراجعه کنید). 


f? = UTf,. (h) 


اکنون جعبه oles‏ تحلیل سازه‌ای (مودال) کاهشی را می توان به شکل مجازی زیر نشان داد : 
a = b,(f). 9‏ 


اگر سلسله مراتب چهار جعبه سیاه را کمی تغییر دهیم تا :6 و ٩‏ را متغیرهای تعامل بسازیم کارآیی سیستم 


۳ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها (نصل ۱۰: dings‏ سازی تجزیه ای و چند سطحی) 
بسیار بالا می رود. یعنی نیروهای آثرودینامیکی تعمیم یافته بر حسب دامنه‌های مدال به شکل زیر بیان 


f = ri(q) = U"b,(b.[b;(Uq)]) , 9) 


و و۲ نیز برابر :0 خواهد بود. 

برای چرخه نیوتن › معادله (۸ ۶۰ ۱۰۰). نیاز به محاسبه 0۳1/0 = Jai = 0۳2/012 ,Ji»‏ داریم . 
این ها مشتقات دوسویی اند یعنی مشتقات نیروهای آثرودینامیکی نسبت به تغیبرات شکل در اثر تغییر 
مکانهای سازه‌ای» و مشتقات تغییرات شکل در اثر تغییر مکانهای سازه ای نسبت به نیروهای 
آثرودینامیکی . ور و ,رل ماتریسند و بهتر است که آنها را با A‏ و 8 نشان دهیم . درایه های زبه ماتریس A‏ 
مشتقات امین درایه‌های 1 fa‏ » نسبت به آرامین درایه dj ۰٩‏ می باشد . به طور مشابه» درایه Sij s Un‏ 
ماتریس ٩‏ مشتقات ٩;‏ نسبت ر است . این مشتقات اغلب به کمک تفاضل محدود محاسبه می شوند به 
عنوان مثال» اگر در ٩;‏ اختلالی ایجاد کنیم و از معادله J)‏ ( مجدداً و را محاسبه کنیم؛ می‌توانیم آرامین 
ستون ماتریس A‏ را برابر با اختلاف FT‏ تقسیم بر اختلال در ;0 حدس بزنیم . 


اکتون معادله (۸ ۶۰ ۱۰۰) را می توان به شکل زیر نوشت : 


I -A|fA&Y | ۵۳۱ Í[f£?-ri(aq) 
[s Tas} {an} (ê EY} ® 
Ti درایه‎ Af, مثال اگر‎ dt pe یا ۵۶۶ را حذف کنیم. به‎ Aq می توانیم‎ (k) به دلیل ساختار ویژه" معادله"‎ 


پیشتری از cjl Aq‏ شاید بهتر این باشد که با استفاده از اولین سطر معادله(۸)» ۵12 را حذف ees‏ 
Af; = AAq+ ۵, (I)‏ 

وبا جایگزین کردن آن در سطر دوم داریم : 
(I1-SA)Aq = Arg + ۹۵۲۲۰ — (n)‏ 


حل تعامن آثروالا نیک به روش نیوتن عبارت خواهد بود از حل (roles‏ برای به دست آوردن «Aq‏ 3 


مدا سید AF,‏ از معادله (D‏ و آن گاه روز آمد کردن ٩‏ و Af?‏ محاسبه" ۸و S‏ جدید برای تکرار چرخه. 


بخش ۱۰.۷ :تمرینها ۵۳۳ 
محاسبه حساسیت نسبت به پارامتر طراحی ‏ تقریباً شبیه محاسبه" قبلی است . معادله (۱۱ ۶۰ ۱۰۰) 

به شکل زیر در می آید : 

I -A of; âri 

r 

-S IJF D 
از آنجا که فن کاهشی تعامل آثروالاستیک را تقریب می زند» لازم نیست که در محاسبات هر زمینه" خاصی‎ 
تقریب به کار ببریم . بعد از یافتن و از تحلیل جفت شده» لازم نیست که برای محاسبه تغییر مکانها از‎ 


معادله(ع) استفاده کنیم . از آن طرف» می توانیم نبروهای آثرودینامیکی واقعی م٤‏ مربوط به تغییر مکاننهای 
0 را محاسبه کنیم؛ و آن گاه تغییر مکانها را از تحلیل کامل سازه معادله(6)؛ محاسبه می کنیم . » ۰ ۰ 


۷ تمرینها 

۱ خربای سه میله ای شکل Y‏ ۰ ۱۰۰ را در نظر بگیرید . ساحتهای سطح مقطع و لنگرهای ماند 
سه عضو داده شده است . می خواهیم هندسه خرپا را چنان بهینه کنیم که وزن آن مینیمم گردد» مشروط به 
این که سازه در اثر هیچ حالت بارگذاری (تسلیم و کمانش اولری را در نظر بگیرید) فرو نریزد. مسأله را به 
شکل جعبه ای زاویه ای رابطه سازی کنید . 

۲. قاب دروازه ای شکل Y‏ ۲۰ ۱۰۰ را در نظر بگیرید. طراحی کمترین وزن قاب را با در نظر گرفتن 
قیدهای تنش در حد تغییر مکان افقی ۱۰ سانتی متر رابطه سازی کنید . متغیرهای طراحی ابعاد سطح مقطع 
هر یک از سه تیر است . برای تبدیل مسأله به یک شکل جعبه ای زاویه ای متغیرهای طراحی فراگیر تعریف 

۳. مشتقات و را نسبت به پنج شناسه" دیگرش در مثال ۳ ۲۰ ۱۰۰ محاسبه کنید. 

۴ جواب مثال ۱ ۴۰ ۱۰۰ رابه دست آورید. 

۵. مثال ۱ ۴۰ ۱۰۰ را با استفاده از تابم KS‏ حل کنید . 

۶ . مسأله طراحی ارتجاعی خریای سه میله ای (مثال Y‏ ۲۰ ۱۰۰) را e‏ عنوان یک تحلیل همزمان و 
‘sl.‏ طراحی رابطه‌سازی کنید . 


arr‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل * dings if‏ سازی تجزیه ای و جند سطحی) 
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طراحی dings‏ سازه های ساخته شده از مواد مرکب 4X2‏ ۱۱ 





مواد مرکب لایه ای تقویت شده با الیاف به سبب دارا بودن خواص مکانیکی بسیار خوب» در مقایسه 
با مواد ساده» کاربرد وسیعی در طراحی سازه ها دارند» به ویژه در طراحی سازه‌های سېکی که در عین 
حال سختی و مقاومت بالای مورد نظر را نیز دارا باشند . از طرفی » طراحی با مواد مرکب برای طراحان 
یک چالش جدی به حساب می آید» زیرا پارامترهای بسیاری وجود دارد که قابل تغیبرند و همچنین وجود 
مودهای شکست چندگانه و پیچیدگی رفتار در چنین سازه‌هایی فنون تحلیل ویژه ای را طلب می کند . 
یافتن یک طراحی کارا برای سازه ای از جنس مواد مر کب که نیازهای کاربرد خاصی را برآورده سازد. نه 
تنها با تعیین اندازه مساحتهای سطح مقطع و ضخامت اعضا که با تعیین خواص مصالح در اعضاو کل 
سازه همراه خواهد بود که از طریق انتخاب جهت» تعداد و ترتیب چیدمان لایه‌های مواد مرکب» تأمین 
خواهد شد . افزایش تعداد متغیرهای طراحی برای طراح از طرفی سودمند و از طرفی باعث دردسر است . 
از این جهت سودمند است که طراح می تواند سازه خود را برای تأمین شرایط مورد نظر به خوپی طراحی 
LS‏ ولی این سودمندی خود در گرو این است که طراح بداند این متغیرهای طراحی را چگونه انتخاب کند . 
امکان به دست آوردن یک طراحی کارا که در مقابل مکانیزم های شکست چندگانه ایمن باشد با این دشواری 
گره خورده که باید مقدار یک مجموعه بزرگ از متغیرهای طراحی انتخاب گردد و همین حقیقت بهینه سازی 
سازه ها را برای طراحی سازه های مواد مرکب یک ابزار سودمند می سازد. 

به سبب نیاز به داشتن ابزار تحلیل حاص در بیشتر کاربردهای واقعی» طراحی مواد مرکب به ميزان 
زیادی به چگونگی ترکیب آن تحلیل گرها با جعبه سیاه بهینه ساز مربوط می شود . درك بهتر دشواریهای 
مربوط به بهینه سازی مواد مرکب. با مثالهای ساده حاصل می شود. در این فصل روی مثالهایی تأکید 


A۴۸4‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۱ : طراحی بهینه سازء های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 


می کنیم که مفاهیم اساسی را بیان می کنند . 


۹ پاسخ مکانیکی یك AY‏ 

هر چند مواد مرکب a‏ ای برای بسیاری از کاربردهای سازه که به نسبت سختی به وزن و مقاومت به 
وزن بالایی نیاز دارند» یک جایگزین مناسب است» اما تحلیل و طراحی این نوع مواد به مراتب پیچیده تر 
از سازه‌های فلزی است . یکی از دشواریهای رابطه سازی تحلیل مواد مر کب لایه ای په سبب ناهمسانگردی 
آنهاست . زیرا برای به دست آوردن ویژگیهای پاسخ مکانیکی (رابطه تدش کرتش) مواد مرکب لایه ای به 
تعداد زیادی ثابت ماده نیاز است . قانون عمومی هوك برای یک ماده ناهمسانگرد ۲۱ ضریب سختی مستقل 
دارد و دقیقاً همین ویژگی مواد مرکب است که آنها را برای یک طراحی بهین و ویژگیهای منحصر به فرد 
مناسب می سازد. برای یک سازه کلی که تنش در سه بعد وجود دارد» حل معادلات حاکم بسیار دشوار 
است . خوشبختانه بیشتر سازه‌های مواد مر کب سازه‌های صفحه ای اند که از لایه هایی از مواد که دارای 
سه صفحه تقارن عمود بر هم اند (اورتو تراپیک) تشکیل شده اند و بر حسب تعداد کمتری ثابت سختی 
رابطه سازی می شوند . در بخش بعدی. معادلات اساسی حاکم بر پاسخ مکانیکی یک «M‏ اورتوتراییک 
به اجمال مطرح می شوند . 









شکل ۱۱.۱.۱ یک تک لایه اورتوتراییک با جهتهای اصلی مواد زاویه دار 





aay ١ 201.1‏ های اورتوتراپنک 


برای یک ماده ارتوتروبیک که محورهای ارتوتروییک 1-2(جهت cla‏ اصلی ماده) در جهت محورهای 


بخش ۱۱.۱ :پاسخ مکانیکی یک لایه ۵۳۹ 
مختصات x-y‏ قرار گرفته است (0 = ودر شکل ۱ P ee‏ ۱) رابطه تنش“ کرنش در جهتهای اصلی ماده 
توسط معادلات زیر بیان می شود که ٩‏ ثابت مستقل دارد: 


1 Cu Ci Cua 0 0 0 €1 
02 Cia C32 C23 0 0 0 €9 
ده‎ | [Ci C3 C3 0 0 0 €3 
m (| 0 0 0 Cy 0 0 9% ا فد‎ 
T31 0 0 0 0 Css 0 ^Y31 
712 0 0 0 0 0 Ces ^Y12 


افزون بر اپن » با فرض حالت تنش صفحه‌ای در هر یک از لایه ها در صفحه اصلی ماده 1-2 داریم : 
Y)‏ .3.3( ,70 734 و ,0 = T23‏ ,0 = 65 


که رابطه تتش- کرنش را ay‏ شکل ساده زیر تبدیل می کند[1] . 


g) Qu Qz 0 €l 
0;  < | Q2 Qn 0 6: ۵ , )۱۱۰۱۰۳( 
712 0 0 Qs 412 
نامیده می شوند که بر حسب چهار ثابت مصالح مهندسی مستقل در‎ aio ها سختیهای کاهش‎ Qi; که‎ 
: جهات اصلی مواد به شکل زیرند‎ 
Ei Es 
اس جر(‎ M. Sey )۱۱۰۱۰۴( 
i: 1 - viva Qu 1 — vit 
_ mE vn Ei 
al jee 
1 — uae 1 - vix 
Qes = G2 . 


از آن جا که لایه های اورتوتراپیک معمولاً نسبت به محورهای مختصات مرجع در حالت زاویه دار 
قرار می گیرند » daly)‏ تنش- کرنش در جهات اصلی ماده خواص یکسان» معادله cO. Y)‏ باید به 


این محورها تبدیل شوند. این تبدیل رابطه زیر را به وجود می آورد: 


Or Qu Qu Qis Er 
(a [a Qo 2. | l Ey | : (3.3.0 
Try 16 Qos sa Yry 


که تبدیل سختیهای کاهش یافته Qij‏ توسط تساویهای زیر Qia‏ ها مربوط می شوند . 


۵۰ مانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی بهینه سازه‌های ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 


Qu = Qu cos* 6 + 2(Qq + 2Qss) sin? 8 cos? 8 + Qs, sin* , (33. y. 5) 
Qu: = (Qu + Qo» - 4Qas) cos? 0 sin? 0 + Q, (sin @ + cos*0), 
مرها‎ = Qui sin*8 + 2(Qj; + 2Qas) sin? 0 cos? + Q2» ,وم‎ 
Q16 = (Qui — Qu — 26g) sin 6 cos? 0 + (Qi; — Qa» + 2Q¢6) sin 0 cos 6 , 
Q26 = (Qui — Qiz — 2Q gg) sin? 0 cos0 + (Qi; — Qoo + 2Q66) sin 0 cos? 6, 
Qes = (Qui + Q22 — 2Q12 — 2Qoc) sin? 0 cos? 6 + Qee(sin* 8 + cos’ 4) . 
معادلات (۱۱۰۱۰۶) زیر بنای نظریه لایه بندی کلاسیک را تشکیل می دهند که بعداً مورد بحث قرار‎ 
تاه این معادلات را می توان بر حسب زاویه قرار گرفتن جهتهای اصلی ماده(۱-2) نسبت به‎ eS فی‎ 
محورهای مختصات سیستم 2-7 به شکل ساده تری نوشت. شای و پاگانو [2] خواص مصالح زیر را‎ 
. که نسبت به جهت قرار گرفتن لایه ها نامتغیرند تعریف کردند‎ 
1 
U = g39: + 3Q22 + 2Qi2 + 4Qac), 
1 
ولا‎ = ;(Qu — Q22), 
1 
Us = (Qu + Qn - 2Q2 - (مم46‎ , OY.) 
I 
U = g11 + Qo + 6Q12 — 4Q 66), 


Us = s (Qu t Q22 - 2Q1» + 4Q66) . 


با استفاده از روابط مثلثاتی» سختیهای کاهش eil‏ تبدیل شده معادلات (۱۰۶ ۰ ۱۱) را می توانیم به شکل 


: زیر بنویسیم‎ 
Qi = Ui + ولا‎ cos 20 + ولا‎ cos 40, 
Qu = U4, — ولا‎ cos 40 , 
Q22 = U) - Uz cos 20 + Uz cos 40 , 
۷ pe, 
Qis = - 5Us sin 20 — ولا‎ sin 40, QY. V. A) 


z l. 
Q26 = — 52 sin 20 + U;sin 40 , 
Qes = Us — U; 940 . 


نشان داده شدند ساده ترند و بنابراین» برای بهینه سازی سازه ها که به مشتقات این سختیها نسبت به 





1) Tsai and Pagano 


بخش ۱۱.۱ :پاسخ مکانیکی یک لایه 881 





نشکل ۱۱۰۱۰۲ قرارداد چیدمان e Y‏ ها 


fi ۱۱۰ ۱۰ ۲‏ کلاسیک daio‏ لابه ای 
نظریه کلاسیک لایه ای (CLT)‏ فرض می کند که ۸۷ لایه ارتوتراییک که در شکل ۲ .۱۰ ۱۱۰ نشان داده شده 
با لایه های بسیار نازك که تغیبر شکل برشی نمی دهند به طور کامل به هم چسییده اند . نظریه کریشوف! 


صفحه که تغییر خطی در ضخامت را برای Las‏ مکانهای در صفحه فرض می کند» در این جا استناده 


Qu, Qu, 
$0 وا لا‎ 2, 
Or Qy 








۾ = ول = ۲ 


در این clad ga cay Jo‏ کرنش در ضخامت صفرند یعنی 0 = Yr = Yy‏ = > ووس = W‏ .بنابراین 


توزیع کرنش به صورت زیر است : 


Er e Kz 
Gm 6 مد‎ 2 4 Ny >, (33.3.19) 
Fry Voy Kry 


که اندیس بالایی 0 نشان دهنده" کرنشهای صفحه میانی و انحنای ۸ انحنای صفحه میانی است . بنابراین › 
تنش در لایه" ام می تواند با جایگزینی معادله (۱۰ ۱۰ ۱۱۰) در رابطه تنش- کرنش(۱۰۵ و 


حسب سختیهای کاهش يافته آن a‏ خاص بیان شود . 


Tz Qu Qw Qc E Kz 
4 = | Q2 Qn à» | )) و‎ bef st). (33. 5.3) 
Tey À k Qiu Qoae. 2661 ۱۱ Yy Key 


1) Kirchhoff 


مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۱۱ : طراحی dings‏ سازه های ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 


aar 





شکل ۱.۳ Vi.‏ تنش وگشتاور نتیجه شده در یک لایه 


تنش‌های برآیند و گشتاورهای برآیند (زوج تنش) بر واحد طول سطح مقطم که در یک نقطه aY‏ اعمال 


می شود شکل ۰۱۱۰۱۰۳ از انتگرال در امتداد ضخامت تنش در هر لایه به دست می آید . 
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-2 Tzy kl Try 
M, Me Cz N "7 (o, 
M, zi ey s4 = 37 | oy p2dz. (1.1.1۳) 
Mz, - 2 Try 2k را‎ Try 


N: An A2 ۵ £s Bui By Bis Ky 
Ny ¿= | A42 Azz Ax € + | B2 B» Bw Ky Pp (14.3.0) 
Ney Ai Aæ Ass)! | Yzy Big Brg Besl \ Key 











J 
M, Bi By Bie e Dj Dy Dig] ۶ 

M, ?—|Bi Bo Bo E + | Diz Do Do Ky ۵ (OV. V. ۱۵( 
Mey Big Bog Bee Vey Dis D 





4S 
N 
Aij = رو‎ (Qi), (2 — 2-1); (313.3. 15) 
kzl 
RN 
Bij = 5 2, (Qu. GI — za ۱۱۰۱۰ ۱۷( 


بخش ۱۱.۱ :پاسخ مکانیکی یک لایه ۵۵۳ 


N 
3 (Qis) (22 - Ba) - Q3. VLA) 


۳ ۱۱۰۱۰ همبستکی خمشی» کششی و برشی 
4 و 1 به ترتیب ماتریسهای سختی کششی و خمشی اند . ماتریس 4 تنش صفحه ای برآیند را به کرنش های 
صفحه میانی و ماتریس D‏ گشتاورهای برآیند را به انحنا مربوط می سازند . از طرف دیگر» ساتریس KB‏ 
تنش های صفحه ای برآیند را به انحناها و گشتاورهای برآیند را به کرنشهای صفحه میانی مربوط می کند» و 
بدین سبب ماتریس همبستگی خمشی- کششی نامیده می شود . این ماتریس همبسته در طراحی eM‏ ها در 
کاربردهای سازه‌ای خاصی ابزار مفیدی است . اگر تمایل به استفاده از این ماتریس نبود» با قرار دادن متقارن 
لایه ها با جهتهای مختلف نسبت به صفحه میانی یک چند cu‏ می توان از ماتریس 8 اجتناب کرد . با این 
همه همچنان که کپرینو و کرپولی- ویسکانستی" [3]و گونینک"[4] بیان کرده‌اند؛ تقارن یک شرط کافی 
برای اجتناب از پیوند است . توسط کندیل و ورچری [5] نشان داده شد که گروه خاصی از چند لایه ها مانند 
چند لایه هایی که از دو زیر چند لایه متقارن دیگر تشکیل شده اند و تعداد تک لایه‌ها مساوی ولی جهت 
الیاف دلخواه ,8 و d‏ دارند و تعداد تک لایه‌ها حداقل هشت است ]02[ 0[ 02/05[ ,81/02/05/0[ » هیچ گونه 
پیوند حمشی - کششی ندارند . این موضوع از نظر بهینه سازی طراحی مهم است» زیرا چیدمان متقارن لایه ها 
ممکن است ترکیب مشخصی از سختیهای خحمشی صفحه ای را محدود کند. 

افزون بر همبستگی خمشی - کششی: درایه های مشخصی از ماتریس های BcA‏ و «D‏ پاسخهای 
همبسته می انجامند . هنگامی که جملات ۸16 و Ang‏ صفر نیستند» یک همبستگی برشی- کششی وجود 
خواهد داشت . وجود جملات Dig‏ و Dag‏ همبستگی خمشی- پیچشی ایجاد می کند و صفر نبودن 
جملات Big‏ و Bog‏ باعث همبستگی خمشی - پرشی و کششی- پیچشی می شود . باز هم با انتخاب مناسب 
لایه ها می توان این جملات پیوند را حذف کرد . به عنوان مثال» با استفاده از زاویه منفی لایه ها به ازای هر 
لایه ای با زاویه مثبت زیاد در چند لایه فرد می تواند همیستگی برشی- کششی را حذف کند . چنین لایه هایی 
را لایه های متوازن می گویند. در همین حال» جملاتی مشابه برای متناسب سازی پاسخ یک لایه در یک 
طراحی مشخص نیز به کار می رود مانند متناسب سازی آثروالاستیک" (بخش ۲ ۴۰ ۱۱۰ را ببینید). 

ماتریسهای cA‏ 8 و 10 در متون علمی Y pane‏ به شکل تعریف شده در معادلات (۱۱۰۱۰۱۶) تا 


1) Caprino and Crivelli- visconti — 2( ۷ 3) Kandil and Verchery 4) Aeroelastic 


(۱۱۰۱۰۱۸) با تعریف (Qj)‏ معادله (۱۱۰۱۰۶) به کار می روند . با این همه در بعضی از روشهای 
طراحی › استفاده از سینوس يا کسینوس چند برابر زوایا (معادلات ۸ . ۱.۱ ارابینید) مفیدتر است به ویژه 
برای به دست آوردن حساسیت این ماتریسها نسبت به متغیرهای طراحی جهتهای زوایه ها . به عنوان مثال 
با شروع از شکل انتگرالی معادلات (۱۱۰۱۰۱۶) تا (۱۱۰۱۰۱۸) 
h/2‏ 
(Ai Bi, Du] = f Quil ss ues (33.3.14)‏ 
-hj2‏ 


۸/2 1/2 
h3 
(An Bin Du} = Ui (7.0, 15] EU J cos 20{1,2,2"}dz+U3 f cos 48 (1.2, :7)dz . 
-/2 -/2 


(۱۱۰۱۰۲۰) 
عبارات مشابهی را می توان برای سایر جملات سختی یافت که در جدول ۱ ۰ ۱۰ خلاصه شده اند که 


Vaas  Viamp)  VABD)  FHAB.D}  VHABD)} 


(Au. Bu, Dir} Ui Uy 0 Us 0 
{ A22, B2, Da2} U; ولا‎ 0 Us 0 
Ais. By2, Di2} Ua 0 0 -U; 0 
Ags. Bes. Des} Us 0 0 ورب‎ 0 
2| A16, e 0 ۱ 0 —U, 0 —2U4 
21 A26, B26, D26 0 0 ور‎ 0 2Us 
Voss bU 
otamo) = {h.0. 75}. 
h/2 
Vi(AB.D) = J cos 26{1, 2, z?Mdz, 
~h/2 
h/2 
روهمج‎ = 1 sin 28(1. z, 22 , OY. Y. YY) 
-h/2 
h/2 


Vs(A,B.D) = | 500.2. 
—h/2 


بخش ۱۱.۲ :طراحی te‏ لایه AAA‏ 


h/2 
Vif a.B.D} = ] sin 48(1. 2, z2)dz . 


~h/2 


انتگرالهای بالا را می توان با علامت جمع نیز جایگزین نمود . 


۳ طراحی چند لابه 

ماتریسهای سختی چند eM‏ که در بخش قبل بیان شدند را می توان با تغییر تعداد لایه ها و جهتهایشان 
تغییر داد . بنابراین» استفاده از این کمیتها به عنوان متغیرهای طراحی ما را قادر می سازد که خواص مصالح 
چند لایه و ضخامت آن را تغییر دهیم . در بسیاری از کاربردهای عملی» همبستگی خمشی- کششی و 
برشی- کششی نامطلوبند. در casei‏ بیشتر چند لایه‌هایی که امروزه به کار می روند متقارن و متوازنند و 
هیچ گونه همبستگی ندارند . چند لایه های متفارن متوازن از نظر تحلیل نیز ساده ترند . به عنوان مشال» 
تحلیل یک چند لایه با همبستگی خمشی- کششی دشوار است زیرا تغییر شکلهای sab‏ صفحه ای مربوط به 
gla yh‏ صفحه ای ممکن است بزرگ باشند و در نتیجه باید تحلیل غیر خطی انجام شود. بنابراین؛ بیشتر 
کارهای بهینه سازی تاکنون در زمینه لایه های متقارن متوازن بوده است . در ادامه این فصل › تنها چجنین 
gla a‏ مورد نظر ند . 

بیشتر مواد مرکب تجاری در دسترس ضخامت تک لایه مشخص و ابتی دارند . افزون بر این بیشتر 
داده‌های در دسترس در زمینه عملکرد چند M‏ ها محدود به جهت های لایه های 90 ,0 و £45 درجه اند . 
بدین سب » طراحی چند لایه در اصل یک مسأله برنامه ریزی صحیح است . با این وجود؛ پیشتر نرم افزارهای 
بهینه سازی در دسترس برای متغیرهای طراحی پیوسته اند و کارهای قبلی در زمینه بهینه سازی چند لایه ها 
بر اساس استفاده از آن نوع متغیرها بوده است . ضخامت کلی تک لایه های کنار هم با جهت یکسان» به 
عنوان ضخامت تک لایه محسوب می شود که معمو Y‏ به عنوان متغیرهای طراحی استفاده می شوند . cm‏ 
تک لایه ها نیز گاهی به عنوان متغیرهای طراحی استفاده می شود که جهتها مقادیر بیین0 تا 90 درجه 
می گیرند . ضخامتهای (یا جهتهای) نهایی لایه ها را می توان به ضرایب صحیحی از ضخامتهای لایه های 
تجاری در دسترس ( پا جهتهای لایه های قراردادی) گرد کرد . با این وجود؛ هنگامی که تعداد متغفیرهای 


طراحی زیاد است. یافتن طراحی گرد شده که هیچ قیدی را نقض نکند غالباً دشوار است . همچنین مسأله 


۵۶ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی بهینه سازه‌های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 

باید برای یک ترتیب چیدمان حاص رابطه سازی شود و نه این که بهینه سازی بهترین تربیت چیدمان را 

بدست آورد . به این دلایل» روز به روز میزان کاربرد روشهای برنامه ریزی صحیح در طراحی چند لایه ها 

افزوده می شود . این فصل را با تشریح روشهایی که از متغیرهای طراحی پیوسته استفاده می کنند شروع 

می کنیم و توضیح روشهایی که از برنامه ریزی صحیح استفاده می کنند را به بخش ۱۱۰۳ موکول می کنیم . 
در بهینه سازی صفحات چند WY‏ بسته به نوع کاربرد آنها بايد به چند نکته طراحی توجه کرد. یکی از 

نکته های کلیدی از دیدگاه تحلیل و طراحی این است که آیا صفحه برای پاسخ صفحه ای یا خارج از صفحه 


طراحی می شود . برای سادگی بحث این دو حالت را به طور جداگانه مرور می کنیم . 


۲۰۱ ۱۱۰ طراحی UY‏ ها برای پاسخ صفحه ای (غشایی) داخل صفحه 

متغیرهای ضخامت تک لابه ها : یکی از کارهای اولیه در زمینه طراحی چند لایه برای مقاومت و سختی 
صفحه‌ای کار اشمیت و فرشی" [6] است که چند لابه‌های متقارن متوازن با جهت لایه های ثابت در نظر 
گرفتند. ضخامت هر لایه [ ,...,1 = tii‏ با جهتهای قرار گرفتن مختلف به عنوان متغیرهای طراحی در 
نظر گرفته شده اند . به سبب وجود محدودیت متقارن بودن M‏ ها تنها ضخامت نصف T‏ از تعداد کل 
لایه ها N‏ استفاده شده است . چند لایه تحت SG‏ برایندهای ثیرویی Nar Ny Ne k = 1...., K‏ 
قرار دارند که 75تعداد حالتهای باررگذاری است . 


مسأله بهیته سازی به شکل زیر رابطه سازی می شود : 


W = ۸ (1.۳.۱)‏ رابا فیود 
i=l‏ 

Ihe =1 = (PPer + Qoa + RP a) 21, QV. Y. Y 

Ay 2 Aju, A > Am, Aes 2 ۰ QV. Y. Y) 

t; 20, 3 )۱۱ . Y.Y) 

(۱۱۰۲۰۵ با j=1,...,J,k=1,.... K,‏ وگم...1 ود و مینیمم کنید 


که QU PID‏ و RO‏ ضرایبی هستند که امین مرز پوش شکست هر لایه (:) در فضای کرنش را تعریف 





1) Schmit and Farshi 


بخش ۱۱.۲ :طراحی «Yum‏ ۵۵۷ 

می کنند و Eliks Ezik‏ و 112 کرنشهای اصلی جهتهای مواد در d I‏ و در اثر ‏ امین شرایط بارگذاری اند . 
برای یک معیار کرنش ماکزیمم ساده» که برای مقادیر ماکزیمم کرنشها در جهات اصلی مواد» کرانهایی 
تعریف می کند» پوش شکست. ۶پخ دارد RIQ «PAS‏ به عنوان وارون کرنشهای شکست نرمال و 
برشی در جهت طرلی و عرضی الیاف در کشش و فشار OF‏ است. معادلات (۱۱۰۲۰۳) حد پایین 
Ais, Azar‏ و :466 سختیهای غشایی a‏ را اعمال می کنند . 

رویکردی که توسط اشمیت و فرشی استفاده شد. مسأله برنامه ریزی غير خطی تعریف شده در معادلات 
(Y Y.)‏ تا (۲۰۵ ۱۱۰) را په دنباله ای از برنامه‌های ues‏ (بخش ۱ ۶۰ را ببینید) تبدیل می نماید . 
قیود نامساوی معادله CVV Y Y)‏ که نشان دهنده معیار مقاومت است یک تابع غیر خطی از متغیر 


ضخامت است و بنابراین به شکل زیر حطی می شود : 


I 
۱01 Ota; 0012; 
9 (t) = aft = (i) ۶ (i) 6 (i) OIE | Y. 
gii (6) = 9' (t0) +$ (t: tu) (Pl Gà 95 oa tA) orn 


i=] 
امین لایه با رابطه انتقال زیر به مشتقات کرنشهای چند لایه مربوط‎ i که مشتقات کرنشهای اصلی در‎ 
می شوند‎ 
Eik de? 
c m. )۱۱ ۰ Y. v) 
at at, 


که Eik = (Gus Cue Naik)”‏ و T;‏ ماتریس انتقال امین لایه است که به شکل زیر تعریف می شود 


cos? 0, sin? 0; cos 0; sin 6;‏ 
T= sin? 6; cos? 6, — cos 6; sinê; (Y. Y.A)‏ 
—2cos@;sin@; 2cosÓ;sinf; (cos?0; — sin? @;)‏ 
برای بارگذاری صفحه ای (Nar, Nye, Nei)!‏ = ۰3۷ مشتق کرنشهای چند لایه نسبت به quA‏ 
ضخامت را می تون با دیفرانسیل گیری از معادله (۴ ۸۶2۰6۱۱۰۱۰ = N‏ به دست آورد. 


aN, ðA ðe? 
ON: _ GA, | 4 o ۱۱۳۹ 
at, an t ^a 0 ( ) 


از آن جا که A‏ ماتریس یک تابع خطی از متغیر ضخامت است (معادله ۶ . Y.‏ اراببینید)» مشتق بر ابر 


با سختیهای کاهش acl‏ تبدیل شده :امین Y‏ است . 


BBA‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی بهینه سازه های ساخته شده از مواد مرکب جند لایه) 





0۸ Cie 
à; Qe (3. Y, Y) 
در نتیجه از معادله )4 ۲۰ ۱۱۰) داریم:‎ 
95 _ او‎ QV. Y.) 
8t; =—A Qe} . T Y 


معادله LP)‏ ۰۲ ۱۱) په همراه (۰۷ ۰۲ ۱۱) و 0 Y‏ 0 را می توان به عنوان تقریبهای خطی در هر 
مرحله از بهینه سازی طراحی مورد استفاده قرار داد . 

اشمیت و فرشی علاوه بر تقریب قیود یک فن حذف قید را نیز مورد استفاده قرار دادند که در آن تنها 
43 62( که در هر مرحله تقریب سازی قبود بالقوه بحرانی اند در نظر گرفته می شدند . 


جدول ۱۱۰۲.۱ لایه‌های با وزن مینیمم با قیدهای سختی در حالت بارگذاری فشاری محوری 


تعداد UM‏ ^ طراحی نهایی طراحی نهابی طراحی dsl; Mal‏ جهت الباف og‏ چیدمان و 


ت oe‏ تعدان لابه ها 
(deg) t; (in.) ty (in.) % ee)‏ " 

[0/ +45 / 90], 

1 0.032281 0.018793 28.96 4 

2 +45° 0.032281 0.023048 35.52 6 

3 — 45° 0.032281 0.023048 35.52 6 

4 90° 0.032281 0.000000 0 0 
Dt 0.129124 0.064890 

[0/ + 45], 

1 0? 0.034194 0.012555 21.12 3 

2 +45° 0.034194 0.023441 39.44 6 

3 —45? 0.034194 0.023441 ۵ ۰۵ 4 6 
3 ti 0.102583 0.059438 


نتایج طراحی بهین برای انواع چند لایه های متداول با جهت لای 0 can‏ 145 درجه و 90 درجه و با 
ترکیب مختلف بارهای نرمال صفحه ای و بارهای برشی که در مرجم [6] ارائه شده اهمیت انتخاب ترتیب 
چیدمان در طرح بهین را با زگو می کند . به عنو ان «JU‏ برای یک جند M‏ که تحت اثر تنش محوری قرار 
دارد و رری سخنی برشی آن محدودیت وجود دارد» بین این که لایه‌ها را ,]45/90 + /0[ یا ,]45 + /0] 


انتخاب کنیم» تفاوت و جود خواهد داشت ؛ حتی اگر در انتهای چرخه‌های طراحی ضخامت LY‏ 90 درجه 
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اولین «M‏ حذف شود. نتیجه این لایه ها که در مرجع[6] آمده» در جدول ۱ ۲۰ ۱۱۰ خلاصه شده است . 
در طراحی نهایی اولین لایه قید مقاومت بحرانی در لاه 90 درجه است . اگر آن را با لایه دوم ,[45 + /0] 
مقایسه کنیم» حدود )99 به سبب لایه اضافی 0 درجه ضخیمتر است . این M‏ اضافی به سبب جلوگیری 
از نقض قید مقاومت در لایه" 90 درجه در اولین چند لایه است . بنابراین به منظور رسیدن به جواب بهین 
صحیح: طراح Lb‏ فرایند بهینه سازی را با تعریف لایه‌های متفاوت تکرار کند» به ویژه با حذف لایه هایی 
که به palin‏ حدی پابین خود همگرا می شوند. با این وجود. این حقیقت که یک لایه مقداری به جز حد 
بایین خود می ca xS‏ نباید این تصور را به وجود آورد که آن لایه برای طراحی get‏ ضروری است . یعنی » 
این که اگر یک لایه با ضخامتی به جز حد پایین خود حذف شود روش بهینه سازی می تواند سایر لایه ها 
را تغییر اندازه دهد تا به وزنی کمتر از آنچه بود برسد» SUS‏ امکان پذیراست . این واقعیت می تواند روند 
طراحی را دشوار سازد» زیرا نیاز است که تمامی ترکیبهای با زوایای مشخص که قبلا انتخاب شده اند 
آزمایش شوند . با این وجود؛ در بیشتر کاربردهای عملی. a‏ هایی با البافهای در جهت خاص (مانند 
الیافهای در جهت عمود بر بارگذاری) به کار می رود. بنابراین حد پایینی که معمولاً غیر صفر است 
اعمال می شود و حذف لایه را به عنوان یک گزینه قرار نمی دهند . در مورد بارگذاری چند گانه نیز طراحی 
چنان است که حذف لایه ها امکان پذیر نیست . 

متغیرهای جهت لایه : برای یافتن ترتیب چیدمان چند M‏ که در بارگذاری مورد نظر بهترین حالت 
باشد» جهت قرار گرفتن لایه ها و ضخامت لایه ها بايد په عنوان متغیرهای طراحی استفاده شوند . در 
واقع » در soley‏ از کدهای" (برنامه‌های) طراحی هر دو پارامتر به عنوان متفیر طراحی در نظر گرفته 
می شود . به منظور تشریح استفاده از جهتهای لایه به عنوان متفیرهای طراحی » روی مثالی با تنها متغیرهای 
جهت لایه متمرکز می شویم . برای مسائل بهینه سازی که برای مینیمم شدن وزن طراحی رابطه سازی 
شده‌اند» تابع هدف مستقل از جهت AM‏ هاست . بدین سبب در همگرایی به جواب بهین در بعضی از 
الگوریتمها ممکن است مشکلاتی ایجاد شود. یک گزینه جایگزین برای تابع هدف مینیمم سازی وزن» 
ماکزیمم سازی مقاومت لایه هاست که توسط پارك" [7] و مسارد" ]8[ تشریح شده است . 

پارك[7] برای چند لایه هایی که تحت تأٹیر شرایط بار گذاری صفحه ای اند (Ne, Nys Ney)‏ بر اساس 
تقریب پوش شکست در فضای کرنش[9] یک معیار شکست اولین لایه (FPF)‏ درجه دوم به کار برد . این 


1) Codes 2) Park 2) Massard 


یوش شکست تقریبی عبارت است از : 
42 2 ۳ 
bo^, (1.1.1۲)‏ = ,)1/2( ,€ + > 


که bo‏ ننها بر حسب خواص سختی در جهات ماده اصلی تعریف می شود . تابح هدف که باید مینیمم شود 


به صورت زیر تعریف می شود : 


f = € + + (1/2)73, : (1.1.1۳) 


که بیانگر مجذور نرم بردار کرنش است . هر چه مقدار تابع هدف کوچکتر باشد» باری که می توان قبل از 
نقض پوش شکست به جند لایه اعمال کرد بیشتر امست» بنابراین» چند لایه در ۴۴۴ قوی تر است . یکی از 
ریژگیهای این برش شکست کرنش تقریبی این است که در مورد کرنشهای چند لایه اعمال می شود و به 
محاسبات کرنش در سطح Wa‏ نیازی ندارد. در مرجم[7] تنها چند لایه های متقارن متوازن مورد توجه 
قرار گرفتند و شش چند لایه متفاوت مورد مطالعه قرار گر فتند که پنج تای آنها زوایای قراردادی ء(8+ ,8-]) 
,]6+ ,8,0-[« ,,]0+ ,6,90-[« ,]4+ ,90 ,6,0—[ و ,[6+ ,45+ ,45— ,6-] بودند . چند لاي ششم 
یک چند لایه پیوسته نامیده می شود و فرض می شود که جهت الیاف آن از سطح بالایی تا صفحه میانی چند 
لایه به طور خطی تغییر می US‏ و محدوده ای از جهتهای ۵- تا 0 درجه را می پوشاند . 

نتیجه های مرجع[7] نشان داد که در شرایط بارگذاری ترکیبی بهترین چند لایه » بر اسماس معیار 
FPF‏ برای بارگذاری طولی بدون برش نوع ,]6 ,۵,0-] است» و برای بارگذاری برشی بزرگ بدون 
بارگذاری طولی بهترین چند لایه ,]6 ,45+ ,45— ,6-]است . زاویه بهین برای چند لایه ,]6 ,9,0-] 
بستگی به مقدار بار عرضی Ny‏ دارد» و برای0 = My‏ برابر 0درجه بود . با افزایش بار عرضی؛ زوایه بهین 
برای ۷/2 = Ny‏ به 45 درجه رسید و برای MUN, = Ne‏ 60 درجه بود. به طور مشابه برای چند لایه 
,]6+ ,45+ ,45— ,۵-] (با بارگذاری برشی و بدون بار محوری) زاویه بهین برای 0 = Ny‏ برابر 
5 درجه بود . با افزایش بار عرضی ,۰/۷ زاویه بهین افزایش 3G‏ و در N, = Ney‏ به مقدار 73 درجه 
می رسد. چند لایه پیوسته در مجموع بهترین عملکرد را در شرایط ترکیبی بار گذاری طولی و برشی داشته 
با 5 در ym Q‏ 


nes‏ های بالا از این جهت جالب به نظر می رسند که الیافها عموماًدر یک جهت موازی با بارهای 
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وارده قرار می گر فتند . اما چنین برداشتی ممکن است در کار با مواد مرکب هميشه به طراحی بهین 
نینجامد . په عنوان مثال » به مورد استفاده معبار تنش تسلیم هل" که توسط شای ]10[ در مواد مرکب 


برای پیش بینی مقاومت مواد مرکب تک جهته به شکل زیر به کار می رود توجه کنید . 


G++ 0‏ )= 
polis‏ × » ۲ استحکامهای نرمال در راستای الباف و عمود بر الباف؛ و 6 مقاومت برشی تک لایه است . 
برند مایر " نشان داد[11] که اگر مقاومت عرضی نرمال ۲ از مقاومت برشی S‏ کمتر باشد؛ جهت بهینه 
قرارگیری الیافها در امتداد جهت تنشهای اصلی نیست و به مقادیر کمیتهای مقاومت و تنشهای اعمال شده 
بستگی دارد. این موضوع را می توان با بیان تتشهای اصلی بر حسب تنشهای اعمال شده Trs Oy, Tay‏ و 
جهت الیانها ۰۵ و برابر صفر قرار دادن مشتق معادله(۱۴ ۲۰ ۱۱۰) نسیت به جهت الیاف نشان داد (تمرین 
| رابېینید) . 

یک روش ترسیمی برای طراحی بهین : یک روش ترسیمی که توسط میکی "[12,13] برای طراحی چند 
لایه ها با حواص سختی صفحه ای ارائه شد ابزاری بسیار عملی در بهینه سازی طراحی است . این روش 
برای چندلایه هایی با زوایای تک لایه متوازن چندگانه از نوع E011) AE)‏ / ,):56([ 
که تعداد کل لایسه‌ها CN = 23714 Ni‏ مناسب است . افزون بر تعدادی SLAY‏ زاویه دار 
متوازن. یک لایه تک جهته که محورهای اصلی مواد آن با محورهای چند لایه منطبق باشد نیز می توانند در 
چیدمان قرار داشته باشد . 

کار اصلی در این روش طراحی ساخت نمودار پارامتر لایه است که ناحیه قابل قبول پارامترهای لابه 
و Vr‏ را تعیین می کند . این پارامترها از نرمال سازی مژلفه‌های صفحه ای Via‏ و Vaa‏ در معادله 
(1.1.۲1 ۱) با ضخامت کل لایه ها به دست می آیند . برای یک ماده م رکب لایه ای با ضخامت ch |S‏ که 
در آن نسبت حجم M‏ ها با جهت ;±8 برابر ;1 است» پارامترهای «M‏ به شکل زیر است . 


: i 
, _ Via _ ه‎ _ ۷۵۸ _ 
VT TR D? C0626 شت = ۷ و‎ =} wcos4d6,, (V1.1. 10) 


h k=} 


1) Hill 2) Tsai 3) Brandmaier 4) Miki 


arf‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۱۱ : طراحی بهینه ساز» های ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 
I‏ 


_ 2(zi — zi-1) x 
wm. و‎ eus Q3. Y. NF) 
برای یک‎ VE > 1۰-1 > ۷ هميشه کراندارند یعنی‎ a بارامترهای‎ polis به سبب نرمال سازی»‎ 
: جهت دار پارامترهای لایه عبارتند از‎ UI لایه با یک زاویه‎ 
VW = cos 26, و‎ Vy < 60940 , (NY.Y. W) 
. و دو پارامتر به شکل زیر به هم مربوط می شوند‎ 


Ve = 212-1. (11.۲.1۸ 


* 
V3 


[| * 
-1 X17 1 "1 
-] B 


شکل ۱۱۰۲۰۱ نمودار پارامتر e Y‏ برای یک ماده مرکب با ,]3:8[ 
می گیرد که توسط رابطه VA)‏ 4۲ داده می شود. توجه کنید که نقاط tA‏ 3و به ترتیب به چند 
لایه‌هایی با زاویه تک لایه .]145[ ,0 و ]90[ مربوط می شوند. برای هر نقطه روی منحنی ABC‏ 
مقادیر ثابتهای ارتجاعی مهندسی می تواند به شکل زیر به دست آید . 


E (Su Au) 


h Ay 
p .l(AuAm-4n (3. Y. 34) 
Y h Áy : 
1 A12 
Gry T PLI J Vry = An 
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که عناصر ماتریس سختی کششی چند لایه از معادلات زیر از جدول D‏ ۱۰ ۱۱۰) به دست می آیند . 


Anu U Va Va 5 

Anl _ |U -Via Va U 6۲۱۲ Y») 
Au Uy 0 Vaj f’ 

Aw] [Us 0 -V 3 


که U;‏ خواص مواد نامتغیر از نظر جهت است که در معادله (V. ۱. V)‏ معرفی شد. 

اگرچندلایه ازدو جهت الیاف بابیشترتشکیل شده باشد» میک ی ,]12[ نشان داد که معادله YA)‏ ۲۰ ۱۱۰) 
یک نامعادله می شود . 

y; > 2V? -1. )۱۱۰۲۰۲۱(‏ 
ناحیه مجاز پارامترهای «Y‏ عبارت است از سطحی که توسط منحنی ABC‏ در شکل ۰۱ ۰.۲ ۱۱ محدود 
شده است ‏ و به تعداد جهتهای تک لایه های مختلف بستگی ندارد. بنابراین هر نقطه در داخل نمودار 
پارامتر لایه مربوط به چند لایه‌ای با دو جهت الیاف یا بیشتر می شود. از آن جا که یک نقطه با دو پارامتر 
تعریف می شود این بدان معنی است که تنها دو زاوبه جهت ,8 و م9 برای طراحی مواد مرکب Y‏ ای با 
سختی دلخواه کافی است . برای چند لایه ای با زاوبه تک لایه متوازن با بیش از دو جهت» ترکیبهای متعددی 
از زاویه تک AY‏ وجود خواهد داشت که پارامترهای لایه مشابهی دارند و بنابراین خواص سختی آنها همانند 
است . هر نقطه در داخحل فضای طراحی یک نقطه لایه نامیده می شود و به یک لایه با uel‏ سختی خاص 
مربوط می شود. محدود سازی مقادیر مجاز سختیهای مهندسی موثر Er, Ey, Go) AAA‏ و Wey‏ از 

یق ترسیمی نیز امکان پذیر است . این کار با تعریف خطوط سختیهای مهندسی موثر ثابت (کانتورها) 


برای هر ثابت مهندسی که از معادلات (۱۹ OY Y‏ و(۱۱۰۲۰۲۰) به دست می AT‏ انجام می شود . 


_ UV - ولا‎ EQ ~U} +U? 


VI , )۱۱۰۲۰۲۲(‏ : کانتورهای E,‏ ثابت 
dl 8 US(2U, + 2U, — E.)‏ 
y. ovy‏ ی VreUP TUBE HEU CIFU‏ , کانتورهای جر ثابت 
RU Dobo E um U3(2U, + 2U, — Ey) i R‏ 
ie Valli cure. )۱۱ . Y. YY)‏ : کانتورهای Vey‏ ثابت 
vy )U3‏ + 1( 
v = G Gey 4۱۱۰ ۲۰ YO‏ . کانتورهای ہا ثابت 


U3 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱ : طراحی بهینه سازه‌های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 


20 50 80 0 140 170 170 140 110, 80 50 2 
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کانتورهای خحواص مهندسی موثر ثابت چند لایه در شکل ۲ ۲۰ ۱۱۰ نشان داده شده اند . شکل نشان 
می دهد که اگر قیود دیگری تعریف نشوند» مقادیر ماکزیمم Ey Er‏ و Gey‏ در نقاطی از مواد مرکب که 
ET ERAP E diei, Dee Cad dotes‏ همچنان که انتظار می رود 
ماکزیمم برای Er‏ و E,‏ برای لایه‌های 0 درجه و ٩۱‏ درجه به دست می آیند» ماکزیمم سختی برش برای 
چند «V‏ ,]45 [ به دست می آید . با این وجود. به دست آوردن مقدار زاویه لایه [E0],‏ که ضریب 
پواسان موّثر را ماکزیمم می سازد» راحت نیست و یک تابع از خواص لایه است که توسط معادلات 
(۱۱.۱۰.۷) و(۱۱.۱۰۴) تعریف شدند. به عنوان مثال» برای مواد گرافیت /اپوکسی ` 1300/5208 و 


1) Graphitefepaxy 
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تک لایه اسکاج پلی 10002 اپوکسی/ شیشه. لایه هایی که بیشترین ضریب پواسان را تولید می کنند به ترتیب 
عبارتتد از ,]£25[ و ,]£31[ . 

در مسائل طراحی که یک یا چند ثابت مهندسی موثر مقید است. کانتور خحواص ثابت را می توان برای 
شناسابی فضای طراحی قابل قبول و نقطه لایه ای که حاصیت سختی مورد نظر را ماکزیمم (یا مینیمم) 
می سازد به کار برد (تمرین Y‏ را بینید) . 
Y‏ ۲۰ .۱۱ طراحی مواد مرکب لایه ای برای پاسخ خمشی 

متغیرهای ضخامت تک لایه : برای صفحات مستطیلی تحت تأثیر بارهای فشاری صفحه ای » اگر 
ابعاد صفحه نسبت به ضخامت OT‏ زیاد باشد » قید مقاومت بی اهمیت می شود. برای چنین صفحاتی 
پایداری ارتجاعی و ارتعاشات که به صلبیت خمشی بستگی دارد» باید مورد توجه قرار گپرد. یکی از 
مطالعات اولیه ای که در طراحی بهینه صفحات مواد مرکب قید پایداری ارتجاعی را در نظر گرفته بود 
توسط اشمیت و فرشی[14] انجام شده است . 

برای یک چند لایه اورتوتراپیک که به صورت متقارن متوازن لایه چینی شده باشد قید پایداری ارتجاعی 
فتط با استفاده از ضخامت به عنوان متغیر طر احی زیر اعمال می شود. 


y ۱ N, 
| c e 
xy 
N, ag × 
۲ CREE RN 
Niy E = 
Is 


gs‏ ۱۰۳۰۳ ۱ صفحه چند لایه تحت تأثیر بارهای صفحه ای 


(«Y طراحی بهینه سازه های ساخته شده از مواد مررکب چند‎ D) ۱ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل‎ Aff 


g(t) 2 1 — A(t) » 0, )۱۱ ۰ Y. Ye) 
می باشد و ۸ ضریب بار کمانش‎ GV بردار متغیرهای طراحی و ضخامتهای هر لایه در چند‎ t که در آن‎ 
که مرزهای آن تکیه گاه ساده است و تحت تأثیر‎ b است . برای یک چند لایه متوازن متقارن به ابعاد » و‎ 


- DD Wn = sin, (Y. Y. YY) 


XN‏ 1 از این قیدها را می دهد که نشان دهنده M X N‏ مود کمانش مربوط به الگوی تغییر مکانهای عرضی 





است . این نوع تغییر مکانها» شرایط مرزی را به طور کامل برآورده می سازند . یک سری قطع شده را 


fee eae E gee dd 


Aw Ow ۲ , Ow w 
Pu gza +D + 9۳۸ و‎ iat برچ هط‎ = ۲ a +N, جرج‎ t Ne ara) 
)۱۱ ۰ ۲ ۰ YA) 


که ۰7۷ Nays Ny‏ برابر با بارهای طراحی اعمال شده می باشند . با جایگزینی معادله (۰۲۷ ۲ ۰ ۱۱) در 
معادله تعادل و کاربرد روش گلرکین " برای یک مسأله مقدار ویژه به شکل : 

Kw = ۷, CAN. Y. 79)‏ 
که بردار ویژه حاوی ضرایب مجهول تابع تغییر مکان w ={W))...WinWo...Woy..... Wun}‏ 
است . ماتریسهای × و «Ko‏ شکل زیرند : 

K = ریق‎ p QV. Y. Y-) 


n,g=1l,..., N 
aS 


fn = 7! 2: (zy + و20‎ +2Dee) (zy (2) Ds. (1 0 6۱۱۰۲ ۰۳۰( 
دلتای کرانکر آند و‎ Eng و‎ bmp و‎ 


b a 2 =1,...,Af 
Ke = [BN = رده‎ (ine. + rN, )| urs 1,...,N ! : 
)۱۱ . ۲ .۳۲( 


1) Galerkin 2) Kronecker delta 


بخش ۱۱.۲ ۰ طراحی چند لایه ۵۶۷ 


0 واگر‎ = m 0۲ ٩ = n 


mnpq gpm gan ,‏ 5 مرو 
(p! — m*)(q? — n?)‏ 


pm _ 1 اگر‎ m) >2 وم و‎ 15 (gcn) فرد‎ 
i ا‎ a ? "REIS dde 


اندیسهای م و q‏ به عنوان شمارنده معادلات به کار می روند و ym‏ ۸ اندیسهای ضرایب Was‏ ها در هر 
معادله است. Coil ats‏ در محاسبه عتاصر دو ماتریس روی اندیسهای ٩ 4p on ym‏ جمع بسته نمی شود . 
برای یک صفحه با تکیه گاه ساده تحت بارهای فشاری محوری تنها )0 = (Ney‏ 6 صفحه وقتی کمانش 


می کند که پارامتر دامنه بار A‏ به مقدار بحرانی ۸ برسد که از رابطه زیر به دست می آید : 


x? [Pu (2)*+2(Dio + 2Dgs) (2) (2)? + Do a 


; ; (1.1.۳) 
(2) ۷۰+ ($) N, 


àrm, n) = 


که ym‏ به ترتیب تعداد نیم موجهای در a m pr‏ است که Aor‏ را مینیمم می سازد. 
اشمیت و فرشی همجنان که در مورد فید مقاومت Y) dabo‏ ۲ ۱۱۰) انجام دادند » یک تقریب per‏ 


I 
g(t) = 1 - X(to) - (ti = to) 


My T 


(33. Y. YY) 


i=] 
متغیرهای طراحی مستقل است. و‎ IKG می توان نتیجه گرفت که‎ OY Y Y) توجه کنید که از معادله‎ 
می توانیم نشان دهیم که مشتقهای امین ضریب بار کمانش عبارت است‎ (V. ۳۰ ۵( با استفاده از معادله‎ 
:3l 
wî Ky, 
9. Ont. )۱۱ Y. Yo) 
Ot; wiKcw, 
نسبت به متفیرهای طراحی یک‎ K از آن جا که ماتریس 1 تابعی از سختی خمشی است. برای مشتن‎ 


عبارت صریح می توان نوشت: 





Ô frn INE‏ مس اب 
(۰۳۶ ۰۲ ۱۱) اس میم | © L‏ 


SFA‏ مبانی dings‏ سازی سازه ها (فصل ۱۱ : طراحی dings‏ سازه های ساخته شده از مواد م رکب جند لایه) 








a [Be Cy et C e 7]‏ سا 


)۱۱ ۰ Y. YY) 


مشتقات جزئی سختیهای خمشی را می توان به مشتقات جزئی ماترس سختی صفحه ای A‏ مربوط کرد . 
برای یک چند لایه شبه همگن که در آن از جملات پیوند خمش- پیچش Dig‏ و Dog‏ صرفنظر می شود Qi‏ 
جملات با افزايش تعداد گروههای تک لایه به صفر نزدیک می شوند). مدولهای خمشی و صفحه‌ای 
توسط رابطه زیر بهم مربوط می شوند (صفحه" ۲۰۴ مرجع EA‏ را ببینید) . 


h? 


TA QV. Y. YA) 


Diy =‏ 
که h‏ ضخامت چند لایه می باشد . بنابراین مشتقات جزئی سختیهای خمشی عبارتند از 


ODrs - ux) i+ 24ut] | وج‎ 1,26, QV. Y. Y) 





که مشتقات ماتریس A‏ از معادله (۱۰ ۰ ۲ ۰ ۱۱) به دست می آیند . 

dingy‏ سازی کمانش ترسیمی: مانند نمودار صفحه ای که قبلاً بحث شد» میک ی ]15[ نشان داد که برای 
طراحی چند لایه‌ها برای پاسخ کمانش نیز می توان نموداری ساخت . بارامترهای چند لایه خمشی را به 
شکل زیر تعریف می کنیم : 


12Vip 
h3 


12V 
We = ید‎ 








W= ES edd: (3.Y. Y?)‏ و acos2,‏ و 


k=1 


که ۷/۵ (P=‏ و 


22i 3 22-1 3 
= UR) -( 3 ) , )۱۱۰ ۲ T) 


میکی نشان [15]5l5‏ که رابطه ای مانند (۲۱ ۰۳۰ ۱۱) به دست می آید . 





W; > 2Wwy?-1. QV. Y. FY) 


بنابراین» هر چند لایه زاویه ای متقارن متوازن با جهتهای چند گانه را می توان به عنوان نقطه ای از ناحیه 


بخش ۱۱.۲ :طراحی جند لایه 854 


محصور شده با رابطه زیر فرض کرد : 
W; = 2Wy? -1, Qv; T‏ 

که طراحی در مرزها مربوط به طراحی تنها با یک زاویه لایه چینی ,[,(±0)] می شود» و 
Wy -cos20, 3 Ws =cos4é. QV. Y. *Y)‏ 


نمودار پارامترهای مواد مرکب لایه ای خمشی را می توان برای طراحی چند لایه هایی با بیشترین بار 
کمانش تحت بارهای تک محوری پا دو محوری استفاده کرد. برای مقادیر مشخص errr‏ 
بار جانبی به بار محوری ثابت» می توان با استفاده از معادله (۲۰۳۳ . ۱۱) نشان داد که منحنیهای بارامتر 
بار بحرانی ہے ثابت در نمودار لایه های خحمشی خطوط مستقیمند . با این وجود» یک مشکل در استفاده از 
پارامتر چند M‏ حمشی در طراحی چند M‏ های با ماکزیمم بار کمانشی این است که «n ym‏ ندرت از 
قبل معلومند. از آن جا که این دو عدد به متغیرهای طراحی و نسبت طول به عرض" صفحه و بار اعمال 
شده بستگی دارد» همیشه نمی توان آنها را دقیقاً پیش بینی کرد . برای بحث بیشتر در زمینه استفاده از 
پارامتر چند لایه خمشی در ماکزیمم سازی کمانش مرجع[15] را ببینبد . همچنین» بحث تحلیلی زیر در 
مورد استفاده از متغیرهای جهت تک uM‏ برای مسائل کمانش نقش :7و ۸ را توضیح می دهد . 

متغیرهای جهت تک لایه : تعدادی از پژوهشگران روی مباحث تحلیلی بهینه سازی کمیتهای پاسخ 
خمشی مختلف مانند بسامد ارتعاشی[16-18] و نرمی سازه ای [19] و پاسخ کمانش ]20[ صفحات با 
تکیه گاه ساده؛ کار کرده اند . برای صفحه ای به AS gh‏ و cb ua e‏ پدرسون ]20[ پارامتر ف را که متناسب 
با مجذور بسامد طبیعی و بار کمانشی است و به طور معکوس با تغیبر مکانهای خارج از صفحه نیز متناسب 
است» تعریف کرد . کمیت ف از یک ترکیب خطی از سختی خمشی بی بعد (6 ,1,2 = dij (i,j‏ تشکیل 


شده که به شکل زیر تعریف می شود : 


$ = dii + 27۴ جو۵)‎ + 2des) + dz; , (11.۲. YO) 


که 7 پارامتر مود است که به عنوان نسبت طولی و عرضی طول نیم موجها تعریف می شود 


1) Aspect ratio 2) Structural compliance 3) Pederson 


gle ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی بهینه سازه های ساخته شده از مواد eu pa‏ چند لایه) 
)1.۲.۴۶( ۷ 
mb‏ 


که 7 و m‏ تعداد نیم موجهای مودال به ترتیب در جهتهای x‏ و لاست (معادله ۱۱۰۲۰۲۷ را ببینید) . 


سختیهای خحمشی بی بعد. dij‏ بر حسب سختیهای خمشی به شکل زیر تعریف می شوند : 


91 om 72721 ( (\ ۱ ۲ 
= کت‎ iy . Y. YY) 
d Eh D 


برای یک چند لایه با ضخامت تک M‏ ثابت » ماکزیمم سازی بار کمانش يا بسامد ارتعاشی» يا مینیمم 


سازی تغیر مکانها با به دست آوردن مقادیر ایستایی ف نسبت به جهتهای تک GY‏ حاصل می شود. 


a6 = ae + 2) OR eonim e Dan ے‎ O QV Y. YA) 


با محدود سازی چند لایه به چند Gla gy‏ زاوبه ای متوازن و متقارن و صرفنظر کردن از جملات بیوند 


خمشی- بیبجشی 6 می توانیم ماتریس سختی خمشی از جدول ۱ .1 ۰ رابه شکل خلاصه زیر در 


: آوریم‎ 
Di] ی از‎ mp 
Di 12 4 0 -W3 ۳ (NV. Y. Y4) 


Des Us 0 مب‎ 


که ۷ و :۲۷ با معادله (۰۴۰ ۱۱۰۲) تعریف می شوند. با استفاده از معادلات QUY Y Y)‏ 


Y. FA)‏ .40 (۱۱۰۲۰۴۹) دازیم: 


= C - 3 (a ~ n°) + )و4‎ - 67 + 1°) cos 26) sin 26) (V ۲:۵۰( 


EIE: 


مقادیر ghey!‏ 4 به ازای زوایای زیر است : 


(۱۱۰۲۰۵۱) ,90— ,8 با ,۵-0 

1 fU: (m-l) 

۳ کے‎ 1 ee 
ایا ي‎ 5۶ |) 13 (V. ۲۰۵۲( 


وجود مقادیر چند گانه برای جهت OUI‏ که سبب ایستا شدن کمیت ف می گردند نشان دهنده بهینه های 


محلی است . دو ريشه اول از خواص ماده و هندسه مستقل است. از طرف دیگرجواب معادله 


بخش ۱۱.۲ :طراحی چند لابه AYI‏ 
(۲,۵۲ .041( شامل خواص مواد و پارامتر مود 7« است و برای محدردہ «m > nias‏ :2 معتبر است 


(مرجع dU‏ [21] را ببینید) که در آن به ترتیب وقتی 8 به صفر و 90 رسید داریم : 


a, = روط‎ +=, a = EEV 400۱/40 - 1 


2KU;/4U3) — 1] 2[(U3/4U3) + 1] i 

Q3. Y. OY) 

مقادیر بهینه زوایای الیاف برای دو مقدار مختلف از U»/ AUS‏ معادله(۰۵۲ ۰۲ ۱۱) درشکل ۱۱۰۲۰۴ 
نشان داده شده است . محدوده وا 4/ رل که در شکل استفاده شده ee‏ بسیاری از مواد مرکب تجاری در 
دسترس مانند گرافیت-ایوکسی" + برون اپو کسی 0 شیشه اپو کسی و آرامید ایوکسی " را پوشش می دهد. 
بدیهی است که جهت الیاف بهینه نسبت به خواص مواد حساس نیست. ولی به شدت از پارامتر شکل مود 
تأثیر می پذیرد . برای مقادیر کوچک و بزرگ پارامتر مود ۰9 جهت بهینه OL‏ = ,6 با 90 = ,6 درجه 


است و جهت بهینه مستقل از موقعیت لایه در چند JN‏ امست . 


90 
i Uz/4U4 = 0.96 
Mt —— UyAUs = 1.16 
60 
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شکل ۲۰۴ ۱۱۰ جهت تک لایه بهین» به عنوان تابعی از پارامتر مود )7 





1) Muc 2) Graphite- epoxy 3) Boron- epoxy 4) Glass- epoxy 5) Aramid- epoxy 


ONF‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱ : طراحی بهینه سازه‌های ساخته شده از مواد a‏ رکب چند لایه) 
اثر پارامتر مود 7 روی مقدار جهت الیاف بهینه باید پیشتر مورد بحث قرار گیرد . مقدار مینیمم ۵ که به 
شکل مود ارتعاشی با کمترین بار کمانشی مربوط می شود با پارامتر طول موج عرضی 1 = و به دست 
می آید» ولی این که چه مقدار از پارامتر طول مرجع طولی um‏ کمترین مقدار پارامتر ف می انجامد هميشه 
روشن نیست . برای نسبتهای هندسی صفحه ۵/۵ = ۲ کمتر از مقدار بحرانی (re)‏ عدد موج 1 m‏ 
کمترین مقدار را می دهد. برای (re)i‏ > عدد موج چنان به دست می آید که ۵ را مینیمم سازد . نقاط 


تقاطع منحنی ۵ برای پارامترهای مود m‏ و1 + m‏ مقادیر بحرانی نسبت هندسی صفحه را می دهند[15] ۰ 


m?m?(U, + U2 cos 20 + U3 cos 40) i 


11.1.۵۴) 
U, — Ua cos 20 + U3 cos 40 , : 


(rer) = | 


که 1 m+‏ = 7 عدد موج شکل مود مجاور است . با این همه میکی[15] توضیح داد که در محدوده؛ 
(Ter)m‏ > ۲ > م(ی۳)» چند Y‏ هایی که با فرض شکل مود برابر :« طراحی می شوند به چند لایه ای 
منجر می شوند که بار کمانشی کمتری را در ارتباط پا مود 7 دارند . به طور مشابه» چند لایه‌هایی که با 
فرض شکل مود برابر 72 طراحی می شوند. چند لایه ای را با بار کمانشی کمتر در ارتباط با مود "به 
وجود می آورند. این مسأله با زگو کننده" این است که بارهای کمانشی در بهین مانند هم هستند. در 
محدوده ٣‏ که دو مود متوالی به طور همزمان فعال هستند مقدار بهینه جهت UI‏ از solm) = $(m)‏ 
از رابطه زیر به دست می آید : 


U(r + mm?) + /U2(r4 + m2m2)? — 8U,(U, — U3)(r4 — m2m2)? 


a 4U3(r4 — m?m?) 


۱۱۰ ۲ . ۵۵( 


جهت بهین الیافها. با در نظر گرفتن تعامل مودهای مجاور؛ برای ماده مرکب ۲300/5208 
گرافیت/اپو کسی به عنوان تابعی از نسبت هندسی صفحه در شکل ۵ ۲۰ ۱۱۰ نشان داده شده است . برای 
نسبتهای طول به عرض بزرگتر از واحد. زاویه بهین حول 45 درجه نوسان می کند . دامنه" نو سان با افزایش 
نسبت هندسی ٣‏ ۰ کاهش می یابد » بنابراین » در عمل و برای نسبتهای هندسی 4 > ose ir‏ را می توان 
op = 45‏ درجه فرض کرد. 

اگر چند لایه‌ای تحت با ر گذاری فشاری در دو محور است[۰]20 برای نسیتهای طول به عرض کوچک 


5 > زاویه الیاف بهین مشابه حالت فشاری تک محوری است . برای نسبتهای طول به عرض بزر گتر 


بخش ۱۱.۲ :طراحی چند لابه ۵۷۳ 
90 


0 opt 





r-aib 
بهین » به عنوان تابعی از نسبت طول به عرض صفحه‎ Y شکل ۱۱۰۲۰۵ جهت تک‎ 


از ۰1.5 مقدار زاویه بهین با افزايش نسبت بار عرضی به بار محوری (,۸۷,/۸۷) به مسرعت افزايش می یابد . 
(NV < ANE Sly‏ جهت الیاف بهین 90درجه است. 

اهمیت ترتیب چیدمان لایه ها : هنگامی که متغیرهای طراحی ضخامت تک AY‏ استفاده می شود 
ترتیب چیدمان از قبل انتخاب شده است . مانند بارهای صفحه‌ای» طراحی بهین می تواند بسته به این که 
جهت تک لایه خاصی اضافه شود یا نشود» the‏ شود. با این وجود. در پاسخ خمش» ترتیب چیدمان 
مهمتر است زیرا به شدت ماتریس D‏ را تحت تأثیر قرار می دهد» در صورتی که ماتریس A‏ را متأثر 
نمی کند . خوشبختانه» همچنان که در زیر نشان داده خواهد شد» طرح بهین نسبت به ترتیب چیدمان 
حساسیت ندارد . 


اگر موقعیت نسبی مرزهای بین تک لایه ها برای یک چند NV M‏ لایه ۸ / ze‏ = ی باشد» Of‏ گاه: 
1 1 
fk > bet S 5, (k=l. ۸۷ - 1( + )۱۱ ۰ ۲ .۵۶(‏ > ده & و 


“a è 


مشتق ۵ نسبت به متغیر مرز تک Y‏ عبارت است از : 


$ — 2/9412 9086و‎ 43da _ (53. Y. OV) 
13 26 27 ( E ^B Bü peo e ode 


OVP‏ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی dings‏ سازه‌های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 
از آن جا که تأثیر گذاری تک لایه ها در ماتریس ISD‏ تنها به فاصله تک لایه با صفحه میانی بستگی دارد» 


مشتق ماتریس D‏ به شکل زیر بیان می شود: 





و01۲ 
TA = (Dis, E Dj, ( . (11.۲. ۵A)‏ 


در این جا Dij,‏ تنها به حواص و جهت لایه ۸ ام بستگی دارد (فرض می شود لایه های مجاور از مواد 
یکسانی ساخته شده اند و جملات U‏ ثابت حذف می شوند) و به شکل زیر تعریف می شود. 


cos 28, + U; cos 48, — Us; cos 46, 0‏ ولا 
D, = h3 —U; cos 46, — Ua cos 260, + U, cos 48, 0 |‏ 
—U; cos 40,‏ 0 0 

)11.1.۵4( 
آن گام همچنان که توسط چنگ SERS‏ | ]19[ نشان داده شد» مشتق تابع م را می توان به شکل زیر بیان 
کرد: 
2(€2)|-Ua(1—n")—209(1 — 67۴ + n*)(cos 20, + cos 20,41) (cos 20, — cos 201,1) .‏ = = 

(1.1.۶۰) 


از آن جا که علامت مشتق ۵ مستقل از موقعیت مرز است» بسته به علامت مشتق» ماکزیمم يا مینیمم 
ضخامت را برای لایه ۸ ام انتخاب می کنیم . به عنوان مثال» اگر 0 > FE‏ باشد از ہو = Ee‏ استفاده 
می کنیم تا بار کمانش را ماکزیمم کنیم . افزون بر این» بعضی از ترکیبهای خاص جهتهای تک لایه همسایه 
منجر به مقادیر ایستا برای ې می gd‏ معادله (۶۰. ۲ ۱۱۰) را ببینید » که نشان دهنده احتمال وجود 
مینیمم های محلی است . این ريشه ها عبارتند از : 

|+| = 6۰ )۱۱۰۲۰۶۱( 


1-*»( ولا 1 


2U )1- 6n? +) ` ۱۱.۲ FY) 


اگر ضخامت کل دو لایه ثابت نگه داشته شود» مشتق برای این زوایا صفر است و به محل مرز در بین 
برای یک چند a‏ مریم شکل ‏ = 7 ۵ در 


1) Cheng ۵ 


بخش ۱۱.۳ :طراحی ترتیب چیدمان ۵۷۵ 
QI. Y PY)‏ ,6 - 5 = ربا 
ثابت است و به خواص ماده بستگی ندارد. 
شین و دیگران نشان دادند[22] که برای یک چند gY‏ متقارن با ضخامت کل ثابت» ترتیب جهات 
تک لایه ها نیز می تواند به هر شکل دلخواه باشد بدون این که ماتریس D‏ تغییر کند (تمرین ۳ را ببینید) . البته 
ضخامت هر یک از تک لایه ها تغییر می کند . در عمل » این که تک لایه ها باید عدد صحیح باشند» ماتریس(1 
را مجبور به تغییر می نماید» ولی اگر ضخامت کل نسبت به ضخامت زاویه تک لایه بزرگ باشد. این اثر 
کم خواهد بود. این موضوع در جدول Y‏ ۲۰ ۱۲۰ که از[22] گرفته شده دیده می شود که در آن شش 
ترتیب چیدمان صفحه از تک لایه‌های ۰0 90 و 45 نشان داده شده است . ضخامت کل تمامی شش ترتیب 
چیدمان یکسان است )45 به یک نرمال سازی شده) و همگی Dus pb‏ و بار کمانش GLK‏ دارند. اگر 
تعداد کل تک لایه ها 50 باشد» بارهای کمانش شش چند لایه کمتر از یک درصد تغییر می AES‏ (مرجع22 
را ببینید) . 
جدول ۲۰۲ .۱۱ طراحیهای بهینه ماتریس D‏ معادل 


t (t!) to (ti) ts (tt)‏ ۱ ترتیب چیدمان 


0/90/45], 0.0366 (0.04) 0.1539 (0.16 0.8095 (0.80) 
0/45/90], 0.0366 (0.04) 0.2496 (0.24 0.7139 (0.72) 
45/0/90), 0.2228 (0.20) 0.0634 (0.08) 0.7139 (0.72) 
45/90/01], 0.2228 (0.20) 0.3044 (0.32) 0.4729 (0.48) 
90/45/0], 0.1399 (0.12) 0.3872 iun 0.4729 (0.48) 
90/0/45], 0.1399 (0.12) 0.0506 (0.04 0.8095 (0.84) 


. های چندلایه برابر 50 باشد‎ yY ضخامت تک لایه ها چنان گرد شده اند که تعداد کل‎ F 
onm همچنین هر گاه مسأله استحکام مطرح باشد؛ عدم حساسیت طراحی به نوع ترتیب چیدمان از‎ 


می رود . در چنین حالتهایی» ترتیب چیدمان بسیار مهم است و در بخش بعدی راجع به آن بحث می شود . 


۳ طراحی ترئیب چیدمان 

روشهایی که در بخش قبلی ارائه شدند» به نتایجی ختم شدند که برای فهم مسائل اساسی در طراحی مواد 
مرکب لایه ای ارزشمند بود . با این وجود» یکی از دشواریهای اساسی در یک طراحی واقعی نیاز به داشتن 
چند لایه است که در حالت کلی از تک plead‏ با تنها جهتهای ۰0 90 و 245 ( و یا گاهی با جهتهایی با 


1) Shin 


sie ۵۷۶‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۰۱۱ طراحی ings‏ سازه‌های ساخته شده از مواد م رکب چند (Y‏ 
نمو 15درجه بین 0 و 90 درجه) ساخته شده باشند » و ضخامتهای آنها ضریب صحیحی از ضخامت تک 
laa‏ باشد . آل تصمیم در مورد تعداد تک لایه با جهت مشخص برای تعریف یک چشد لابه کافی 
نیست» بلکه موقعیت آن تک لایه در ضخامت نیز Ub‏ مشخص شود. این بدین معنی است که مسأله 
طراحی اساسی این است که ترتیب چیدمان ماده مر کب چند لایه مشخص شود- مسأله ای که JU‏ به فنون 


برنامه ریزی گسسته دارد. در ادامه روشهای مختلفی که این مسأله را عنوان می کنند معرفی می کنیم . 


۱ .۱۱ طراحی نرتیب چیدمان به روش ترسیمی 

نمودارهای پارامتر لایه که در ببخش ۲ ۱۱۰ معرفی شدند رامی توان برای طراحی چند لایه هایی با جهت 
زاویه تک لایه از قبل تعیین شده به کار برد. میکی و سوگیاما" [23] نشان دادند که ناحیه" قابل قبول برای 
چند لایه ها با زاویه تک لایه ثابت یک چند ضلعی است که نقاط رأس Ol‏ روی پوش نمودار یارامتر لایه 
قرار دارد . اگر نقطه طراحی در دور نمودار بود» چند لایه یک چند لایه زاویه ای با یک جهت الیاف 
می‌باشد . بنابراین؛ با یک مجموعه اعداد صحیح جهت تک لایه» رآسهای چند ضلعی در موقعیتهایی 
قرار می گیرند که مربوط به زوایای انتخاب شده می باشد . به عنوان مثال» فضای طراحی برای چند لاه 
ساخته شده از تک cla a‏ با جهتهای۰0 145 و 90 درجه و 0 330( 360 و 90 درجه به ترتیب در 


شکلهای ۱۵ ۳۰ ۱۱۰ و ۳۰۱0 ۱۱۰ نشان داده شده است . برای چند لایه‌هایی با تک لایه0» 45 و 90 





شش ۲ .۱۱۰۳ نمودار Y‏ صفحه ای برای چند لایه هایی با زاویه تک لایه صحیح 





1) Miki and Sugiyama 


بخش ۱۱.۳ :طراحی ترئیب چیدمان ۵۷۷ 
درجه» فضای طراحی یک مثلث با نقاط رأس۰۸ 8 و ٥‏ است همچنان که در شکل دیده می شود. برای 
جهتهای تک AY‏ 0( ۰130 160 و 90 درجه فضای طراحی یک ذوزنقه است. 

نقاط واقع شده در کناره ها و نقاط داخلی چند ضلعی مربوط به چند لایه هایی است که از دو جهت تک 
لایه یا بیشتر تر کیب شده اند و تعداد آنها از تعداد کل لایه‌ها در چند لایه به دست می آید . اگر تعداد کل 
لایه‌ها ۷ و ۸/2 = 7 باشد آن olf‏ علاوه بر رأسهاء 7-1 "dax‏ طراحی با فاصله یکسان از هم در کتاره ها 
و روی خطهای داخلی اتصالی دو رأس به دست می آوریم . از نقاطی که در کناره ها به دست می آوریم؛ 
خطوطی به موازات خطوط اتصالی رآسها می کشیم . اگر آن خطوط در یک نقطه طراحی گسسته دیگری 
در آن طرف چند ضلعی قطع شود. آن گاه با توجه به طراحیهایی که در دو انتها قرار گرفته اند به سادگی 
می توان طراحی هایی که در داخل قرارمی گیرند نام گذاری کرد . به عنوان مثال» برای یک چند لایه هشت 
لایه ای (در کل) با زوایای ۰0 445 و 90 درجه (فضای طراحی (tts‏ پنج نقطه طراحی با فاصله های 
یکسان از هم وجود دارد که جهت الیاف آنها به شکل نموی از یک رآس به رأس دیگر تخییر می کند؛ 
همچنان که در شکل ۳۰۱2 .۱۱۰دیده می شود. توجه کنید که نقاط طراحی در داخل ناحیه مشلشی یک 
ترکیب نموی دارند» ولی ترکیبی از سه زاویه در دسترس دارند . نقاط طراحی برای مواد مرکب چند 
لایه ای با شش لایه در شکل ۱ ۳۰ ۱۱۰ نشان داده شده است . نام گذاری آن طراحی ها ay‏ عهده خوانندگان 
گذاشته می شود (تمرین ۴ را بیینید) . 

دقیقاً مانند نمودار لایه چینی صفحه‌ای» می توان برای چند لایه ای با جهت الیاف مشخص. نمودار 
لایه چینی خمشی را ترسیم کرد . مرزهای فضای طراحی مانند بارامترهای صفحه ای اند» زوایای در نظر 
گرفته شده» روی پوش نمودار لایه قرار می گیرند و رأسهای یک چند ضلعی را تشکیل می دهند . با این 
وجود. در این حالت نقاط طراحی که ترکیبی از زوایای داده شده اند» با فاصله یکسان از هم قرار ندارند 
(هر چند ترکیب زوایای مربوط به دو رأس باز هم روی کناره‌ای که این رأسها را به هم متصل می کند قرار 
می گیرد) ولی محل قرار گرفتن آنها از رابطه (۴۰ ۲۰ OY.‏ تبعیت می کند . 


das pa رابطه سازی تابع‎ ۱۱ ۰۳۰ Y 
در مورد استفاده از تابع جریمه برای رسیدن به طرحهایی با‎ ۰. Y. Y روشی که در ببخش‎ [ALS طراح‎ 


متغیرهای طراحی گسسته تشریح شد. اینک در این بخش برای ماکزیمم سازی کمانش مواد مرکب چند 


gle ۸‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱ طراحی بهینه سازههای ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 
لایه هایی با متفیر جهت الیاف توضیح داده می شود . به منظور داشتن نتایجی که بتوان آنها را با متفیرهای 
جهت تصحیح مقایسه کرد» یک سری از نتایج برای مسائل پیوسته تولید شده است» مرجم گوردال و 
هفتکه ]24[ را بینید . این نتایج با در نظر نگرفتن جمله جریمه برای مقادیر غیر گسسته متفیرهای طراحی 
به دست آمده است . 

مسائل برای صفحات مستطیلی | با in‏ 20 = ۾ و 4b = 10 in (50.8cm x 25.4cm)‏ با تعداد مشخص 
تک لایه و جهت الیاف به عنوان متغیرهای طراحی حل شده اند . مقادیر ویژه بحرانی برای بارفنشاری 
اعمال شده 1 Ng‏ و نسبت Ny/ Na‏ متغیر ماکزیمم شده اند . 

صفحات با چهار ضخامت مختلف به صورت چند slag‏ با ۰8 ۰1۱2 16 و 24 لایه طراحی شده‌اند . 
جهت بهین الباف Y‏ 4 سطحی ( که با حط چین نشان داده شده). و clas‏ مجاور صفحه میانی (خحطو ط 
Cp‏ در شکل Y‏ ۳۰ ۱۱۰ یرای هر چهار چند AM‏ نشان داده شده است . برای فشار تک محوری» 0 = Ny‏ 
Ob‏ = ۸(یا2.5 > ۷,/۸/) مواد م رکب لایه ای در تمام ضخامت جهت الیاف مشابهی دارند که به 


ترتیب EAS‏ درجه و 90درجه اند . برای نسبت بار میانی» زاویه UU‏ در لایه های سطحی از GY‏ 


90 


Oopt (سرجه)‎ 


—— ilu های صفحه‎ dy 





0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 
Ny/Nx 


شکل ۲ ۱۰۲۰ ۱1 جهتهای الیاف (پیوسته) بهین برای ماکزیمم شدن بار کمانش 


1) Gurdal and Haftka 


بخش ۱۱.۳ :طراحی ترتیب چیدمان ۵۷٩‏ 
صفحات میانی بزرگتر است و این اختلاف در چند لایه 24 لایه ای بیشترین است . با این همه . جهت 
الیاف لایه‌های سطحی تنها به نسبت بار بستگی دارد و نه به ضخامت چند لایه . 

سپس همان طراحی با جهتهای الیاف گسسته ۰0 45 و 90 تکرار شده است . جوابها از روش تابع 
جریمه به دست آمده و توسط روش شاخه و کران که در بخش ۳ ۳۰ ۱۱۰ تشریح شد بررسی شده است . 
Ga‏ با زاویه 45+ درجه باید در مجاورت لایه‌های 45 - درجه باشند تا همبستگی خمشی- پیچشی 
مینیمم شود . برای روش تابع جریمه نیز بهتر است که M‏ های با زاویه 0 و 90 درجه به صورت جفتی 
باشند. نمودارهای در صد کاهش بار کمانش با محدودیت گسسته بودن جهت برای چهار چند لایه مختلف 
در شکل ۳۰۳ ۱۱۰ نشان داده شده است . طراحیهای با مقادیر گسسته» با کاهش بار کمانش» دست کم 
روی بخشی از محدوده نسبت بار در نظر گرفته شده» همراهند . بیشترین جریمه برای 0.5 < ۷/2۷ 
(حدود AYY‏ کاهش) در چند clas‏ نازك 8 و 12 لایه بود. با این همه . کاهش پار کمانش مربوط به 
ضخامتهای مختلف کاملاً اتفاقی به نظر می رسد . 


چیدمانی که برای متغیرهای طراحی با مقادیر گسسته به دست آمد برای چند لایه‌های 8 و 16 لایه در 


چند لایه 24 لایه ای 
چند y 16 y‏ ای 


چند ey‏ 12 لایه ای 
چند لایه B‏ لایه ای 


[Acr ۰ Aer(disc.) ] / Ker * 100 
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شکل ۱۱۰۲۰۳ کاهش بار کمانش برای چند لایه‌هایی با لایه‌های ۰0 145 و 90 درجه 


BAe‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۱: طراحی بهینه سازه های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 
جداول ۱ ۳۰ ۱۱۰ و ۲ ۳۰ .۱۱ داده شده اند. در جدول ترتیب چیدمان برای متغیرهای طراحی بیوسته 
متغیرهای گسسته که با استفاده از روش تاپع جریمه به دست آمده» و طراحی بهینه فراگیر نیز آمده است . 
اگر طراحی به دست آمده از روش تابع جریمه» با طراحی بهین فراگیر یکسان باشد» در ستون مربوط به 
طراحی فراگیر چیزی نوشته نمی شود. روش تابع جریمه در بعضی از موارد نمی تواند به بهین فراگیر 
پرسد به خصوص هنگامی که تعداد لایه‌های چند لایه زياد باشد . در هر حالت» طراحی با متغیرهای 
گسسته که از روش تواپع جریمه به دست آمده اند یک چیدمان مشخصی را دنبال می کنند که در آن جهتهای 
لایه های خارجی بزرگتر از جهتهای مربوط به لایه های نز دیک به صفحه میانی اند که شبیه به همان حالتی 
است که در طراحی با متغیر پیوسته مشاهده شد . از طرف «So‏ طراحیهای بهینه فراگیر جهتهایی که 
اتفاقی ترند دارند . تفاوت در بارهای کمانش تا حدود ۸۱۴ است و این تفاوت خطر جستجو برای بهین 


گسسته حول بهین پبوسته را گوشزد می کند . 


حدول rg‏ ترتیب چیدمان بهینه برای چندلایه های B‏ لا یه تحت بارهای فشاری دو محوره 





oe‏ فراگیر روش تابع جریمه نهين پیوسته 
x45, Hs :‏ 00 
,];3-45/90[ ,452+ ,]49.8 + /53.7+ 0.25 
X45], [445/900],‏ .]53.2 + /64.3+ 0.50 
s. s‏ + /:90 ,]58.6 + /70.0+ 0.75 
: ,]45 + /902 ,]65.8 + /73.5+ 1.00 
- ,]45 + /902 ,]70.5 + /79.4+ 1.50 
: ,]45 + /902 ,]18.1 + /83.4+ 2.00 
: 0044 ,]88.4 + /89.2+ 2.50 








حدول ۲ 11.1% ترئیب dbte‏ بهینه برای te‏ لایه های ۱6 لایه ای تحت بارهای فشاری دو محوره 











بهین فراگیر روش تابع جریمه بهین پیوسته ut‏ 

00 +45}45 x45]4, : 

0.25 -52.2/ -.. / 3: 46.5], i45]. [2455/90,], 

0.50 +65.3/--- / ± 60.0], [905 + 454], [245/904], 

0.75 t10.9/.../ +52.3], 905/ + 453], ]902/ + 455/90], 
1.00 [+74.9/---/+52.6}, 904/ + 454]. [005/ + 45/904], 
1.50 [:80.0/ --- / x 64.1], 90/ + 45], (904/ + 455], 
2.00 :83.9/.../ +71.8], 905/ + 45], [904/ + 45/905], 


2.50 +89.2/---/ 1: 87.9], 90]s, 


بخش ۱۱.۳ : طراحی ترتیب چیدمان ‏ ۵۸۱ 

۲ رابطه سازی برنامه ریزی خطی عدد صحیح 
انتگرالهای نرمال سازی شده که در روش ترسیمی به عنوان متغیرهای طراحی استفاده شدند(معادلات 
(۱۴ ۲۰ .۱۱) و (۳۹ ۲۰ OV‏ را ببینید) ممکن است یک انتخاب خوب برای مسائل طراحی کلی تر 
نباشند . به منظور تعریف انتگرالهایی که برای بیان ویژگیهای یک چند لایه لازم است» یک دسته از 
متغیر های جدید که وجود یک لایه با جهت مشخص و یا جهت یک A‏ مشخص را تعریف می کند توسط 
هفتکه و والش" [25] ارائه شد . چنین متغفیرهایی متغیرهای طراحی شناسایی تک لایه نامیده می شوند . په 
عنوان مثال. اگر امکان چهار جهت قرار گرفتن لایه‌ها را داشته باشیم و ۸ تک لایه : می توانیم برای 
تعریف ترتیب چیدسان N‏ متغیر طراحی که مقادیر ۱ تا ۴ می گیرند را تعریف کنیم . اگر از تقارن استفاده 
شود این عدد به ۸/2 کاهش می یاد . 

استفاده از متغیرهای طراحی شناسایی لایه صفر و یک نیز امکان پذیر است . به عنوان مشالء اگر 
لایه ها از تک لایه های LO‏ 90 و FAS‏ درجه ساخته شده باشد ترتیب جیدمان رامی توان بر حسب چهار 
دسته از متغیرهای شناسایی جهت تک لابه foni io;‏ و ۳/ با ۸۷/۵ ,1.۰.۰۰ = ۶ تعریف کرد که اعداد 
صحیح صفر و یکند . اگر به ترتیب تک OEY‏ ۰90 45 یا 45- در امین لایه وجود داشته باشد متغیرهای 
ff eni «0j‏ یا ”رگ برابر با یکند. 

مزایای استفاده از این متغیرهای شناصایی صفر و یک این است که انتگرالها» و در نتیجه ماتریسهای ۸ 
و5 توابع خطی از این متغیرهایند. انتگرالهای Via Vou‏ و Vaa‏ بر حسب متغیرهای شناسایی تک لایه و 
ضخامت یک تک لایه/ به شکل زیر خواهند بود : 


A2 2 
w= f dz = 2Y (o, +m + fF + fF), 


—h/2 k=1 
و‎ N/2 
Va = f cos20dz = 2Y (or ~ne), QY.Y. Y) 
—h/2 d= 
h/2 N/2 
Via = / cos4@dz = 2ty "(oy + n. ره رگ‎ 
—h/2 k=1 


برای پاسخ حمشی » انتگرالهای Vin Von‏ و Vip‏ شکل زیر بیان می شوند : 


1) Haftka and Walsh 


AAf‏ مبانی بهینه سازی سازه ها gol pb if 1 fai)‏ بهینه سازه های ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 


20 X2 SE Y feb - 2 لا‎ 3 3 p 
Vop = 3 2:50) e d ] = 72k -(k-1) (or + ne + fF + ۶ J; 


E 3 NP‏ 2 قرو 
(k — 1) Kos — ne)‏ - وک Vip 2 — 3:2 5 cos 204] == SE‏ 
k=1 k=l‏ 


N/2 3 N/2 


Vio زد‎ p- Fy هرن کے ے‎ (t= lent mi = (۰ 


(53. Y. Y) 


FPS‏ و ۶۳ در عبارت Vj‏ و Vip‏ ظاهر نشده اند چون کسینوس 90 درجه برابر صفر است . متغیر Dk‏ در 
معادله Y)‏ ۳۰ ۱۱۰) اگر لایه :ام اشخال شده باشد براپر واحد و اگر خالی باشد برابر صفر است . 

ترتیب چیدمان برای طراحی کمانش: از Of‏ جا که بار کمانش برای چند لایه‌های متقارن تحت تأثیر 
بارهای دو محوری یک تابع خطی از پارامتر لایه خمشی است که خود توابم خطی از متغیرهای شناسایی 
تک لایه اند (معادلات (۳۲ ۳۰ ۱۱۰) و OY. ۲۰ YA)‏ راببینید) بنابراین JU‏ یک مسأله برنامه ریزی 
خطی صحیح است . 

رابطه سازی مسأله بهینه سازی به دو گونه امکان بذیر است . یک رابطه سازی این است که چند لایه با 
یک ضخامت مشخص برای ماکزیمم شدن بار کمانش بهینه سازی شود. و دومین رابطه سازی عبارت 
است از بهینه سازی چند لایه برای مینیمم شدن ضخامت در یک بار کمانش مشخص. برای مسأله 
بهینه سازی «dul‏ پایین ترین بار کمانش ۸۳ برای مقادیر ym‏ « ماکزیمم می شود. تابح هدف ۸۳ یک QU‏ 
هموار از متفیرهای طراحی نیست. و ابزار استاندارد (بخش ۴ ۲۰ را ببینید) برای مرتفع کردن این مسأله 
این است که AT‏ په عنوان متغیر طراحی در نظر گرفته شود که باید کمتر پا مساوی هر Ae (m, n).‏ باشد . 


بنابراین مسأله بهینه سازی به شکل زیر رابطه سازی می شود : 


,۷/۵ ,1,۰۰۰ < و A', J OV, Nis Jf ft.‏ را چنان dolu‏ که 


A‏ باقیود 
n=l, eny,‏ 1,۰۰۰,۱77 ع< A* € Ae (m,n), m‏ 
j otni + f? + fra : i1, --,N/2, (1. ۳ ۰ ۳(‏ 


N/2 


0= 1۳ - (ارر ماکزیمم شود 


i=1 


بخش ۱۱.۳ : طراحی ترتیب چیدمان BAP‏ 

ماکزیمم سازی روی و با بررسی تمامی مقادیر ہین 1 و ٣و‏ تمامی مقادیر nyal yn‏ 
صورت می پذیرد . قید آخر در معادله (۳ Y.‏ ۰ این اطمینان را به وجود می آورد که تعداد GAN‏ 
45درجه و 45- درجه یکسان باشد و به عبارت دیگر چند لایه متوازن باشد . مسأله بهینه سازی معادله 
(۳ ۳۰ ۱۱۰) یک مسأله برنامه ریزی خطی صحیح است و روش های ارائه شده در بخش ٩‏ ۲۰ می تواند 
در مورد آنها به کار گرفته شود . 

برای مسأله دوگان مینیمم سازی وزن یک چند AY‏ که قادر باشد بار مشخصی را بدون کمانش کردن 
تحمل کند. تعداد کل لایه‌ها باید متغیر طراحی باشد . این به نظر مغایر با استفاده از متغیرهای شناسایی 
تک لایه به عنوان متغیر طراحی است که در آن باید ۷ از پیش معلوم باشد . یک چاره جویی برای این 
مغایرت. این است که با یک تعداد لایه به اندازه کافی زياد شروع کرد که طراحی اولیه کمانش نکند» ولی 
اجازه دهد که بعضی از تک لاه ها خالی باشند(1 > fP + fm‏ + رو (ot‏ البته » تک لایه هابی که اجازه 
داده می شود خالی باشند باید لایه های حارجی چند لایه باشند تا کلیت جند لایه حفظ شود . رابطه سازی 


به شکل زیر خواهد بود . 
oi, nj, fP, JP, i=l, N/2, )۱۱۰۳۰۴(‏ را چنان بیابید که 
۷/2 
fl)‏ + ۲و + :۸ Y (oit‏ مینیمم شود در صورتی 

3545 i=] 
Ac (m,n) > 1, m-l,-,my, mn-c1l,--,mny, 
نو‎ + ni + f? + fF S1, isl N/2, 
N/2 


2۲ - ۳ =0, 
(=1 


oi + n: + f + f7 > oia nia t fL t fra.‏ برآورده شوند. 


که قید آخر جهت اطمینان از این است که تک لایه خالی در لایه‌های خارجی چند لایه قرار داشته باشد . 

به طور کلی» جواب مسأله مینیمم سازی وزن یگانه نیست . برای طراحی کمترین وزن یک CY N*‏ 
می توان جهت الیافها را تغییر داد» به گونه ای که وزن یکسان باقی بماند ولی بار کمانش تغییر کند . خارج 
از طراحیهای قابل S55‏ در حالت آرمانی؛ فرد ممکن است بخواهد Of‏ طراحی را انتخاب کند که حاشیه 
امن بیشتری از Jai‏ قید کمانش داشته باشد . این کار با کم کردن یک کسر کرچک از Aer‏ تابع هدف 


ile DAP‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی بهینه سازه‌های ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 
امکان پذیر است که در نتیجه al OT‏ هدف بهبود acil‏ عمل د و گانه مینیمم سازی وزن و ماکزیمم سازی بار 
کمانش را همزمان انجام می دهد . برای نتایج طراحیهای مینیمم سازی وزن » خواننده را به مرجع هفتکه و 
والش[25] ارجاع می دهیم . در بند بعدی» نتایج ماکزیمم سازی کمانش ارائه می شود . 

برای نتایج ارائه شده در این بخش» حل معادله (۳ ۳۰ ۱۱۰) توسط برنامه لیندو [26] به دست آمده 
که از الگوریتم شاخه و کران بخش ۱ ٩.‏ ۳۰ استفاده می کند . ابتدا حالتهای بار دو محوری را که قبلا در 
جدول ۱ ۳۰ .۱۱ و ۲ ۳۰ ۱۱۰ به عنوان بهین فراگیر گزارش شدند. ارائه می دهیم . نموداری مانند 
نمودار نشان داده شده در شکل ۳۰۳ ۱۱۰ برای طراحیهای بهین فراگیر که با استفاده از روش برنامه ریزی 
صحیح خطی به دست آمده جهت مقایسه در شکل ۴ ۰ ۱۱۰ نشان داده شده است . به طور کلی» در 
کاهش بار کمانش برای چند لایه‌ها مقدار کمی بهبود حاصل می شود. به عنوان مثال» بدترین کاهش بار 
کمانش (در مقایسه با متغیرهای طراحی پیوسته) برای چند لایه" 8 لابه ای برای نسبت بار 0.5 = Nz‏ / ,۸ 


است که YA‏ در مقایسه با ۲۲/ است . همچنین با اضافه شدن ضخامت چند لایه یک بهبود قاعده مندی 





40 
ای‎ «y 24 ay sip 
ای‎ 42y 16 «y چند‎ 
e ليه ای‎ 12 ay چند‎ 
= 30 چند لایه 8 ليه ای‎ 
* 
ed 
—20 
4 0 
i 
0 — : 
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 
Ny/Nx 


شکل ۱۱,۲۰۳ کاهش بار کمانش برای چند e Y‏ های بهینه b‏ زوایای تک لایه 0( 45+ و 47,290 





1)LINDO 


بخش ۱۱.۳ :طراحی ترتیب چیدمان BAD‏ 
وجود دارد. کمترین و بیشترین کاهش بار کمانش به ترتیب مربوط به چند لایه‌های 24 لایه و 8 لایه 
است . 

هنگامی که تعداد تک لایه های مجاور هم با زاویه جهت یکسان زیاد است» مواد م رکب لایه ای ترك بر 
می دارند . بنابراین؛ بهتر است تعداد چنین تک GLa‏ محدود گردد. استفاده از جنین فیودی در طراحی 
به دست آمده برای 2 = ,/,۷/ را شرح می دهیم . با طراحی که در جدول ۲ ۳۰ ۱۱۰ ارائه شد شروع 
می کنیم ]45/907 ± /,90]» که در آن قید این که تک لایه‌ها با جهات مختلف به صورت جفت ظاهر 
می شوند را اعمال کردیم. ضریب بار بحرانی برای این طراحی بهینه 36.19 = Au‏ بود. اکنون این 
ضرورت را رها ساخته و صفحه را بار دیگر به گونه ای طراحی می کنیم که بتوانیم تک لایه‌های با جهات 
مختلف را در مجاورت همم داشته باشییم . این کار به طراصی که ۵ تک GY‏ 90 درجه دارد 
,]45/90 — /45 + /905] می انجامد. ضریب بار بحرانی برای این طراحی 36.84 = hee‏ است که نسبت 
به طراحی که محدود به جفت ظاهر شدن هر جهت بود 1.806 افزایش نشان می دهد . این حقیقت که تک 
لایه های 45 درجه به صورت جفت ظاهر شوند » یک امر بدیهی و هماهنگ است . اکنون ضرورت مجاور 
بودن تک لایه‌ها را با قید زیر اعمال می کنیم . 


n4 + ns + ng + nr ng € d. CVF ô) 


طراحی به دست آمده با این قید عبارت است از ,]45 — /45/902 + /904] و نسبت به طراحی قبلی یک 
ضریب بار کمی کوچکتر دارد 36.59 = Au‏ با این همه نسبت به طراحی جدول ۲ ۳۰ ۱۱۰ باز هم 
ضریب بار کمی بزرگتر دارد ولی این ضرورت را که زوایای زاویه دار با محور باید به صورت جفت ظاهر 
شوند را نقض می AS‏ با معرفی قیدی به شکل : 


pP—f™,=0, is12...(I1-1), 


)۱۱۰۳۰۶( 
که‎ fi" —0, J fF =0, 


طراحیهابی که تک لایه 45درجه دارند به صورت جفتهای مثبت و با منفی می تواند به وجو د آید بدون آن که 
لازم می باشد تک لایه های 0 و 90درجه به صورت جفت باشند و تعداد تک لایه های با یک جهت یکسان 
از ۴ بیشتر شود. در این حالت خاص. بار دیگر طراحی ارائه شده در جدول ۲ ۳۰ ۱۱۰ به دست می آید . 


طراحی سختی و کمانش : در بعضی از حالتها لازم می آید که قیودی روی سختی صفحات اعمال 


DAF‏ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۱ : طراحی بهینه سازه‌های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 


ML 
Au/A9, -12 0. Qi. v.v) 


همان گونه که در ]25[ نشان داده شده: این قید را می توان به صورت یک تابع خطی از متفیرهای طراحی 
شناسایی تک cu Y‏ مانند قید کمانش نوشت . بنابراین؛ می توان آن را به عنوان یک قید در مسأله 
رابطه سازی شده به وسیله معادله (Y V. ۳۰ Yo‏ استفاده کرد . اثر داشتن شرط سختی مینیمم برای 
2 = ۷,/۸۷ بررسی می شود . لایه های بهین برای این حالت بیشتر از تک لایه‌های 90 درجه تشکیل شده 
و تلها ۱۶ درصد از کل لایه 0درجه AP.‏ سختی محوری ر4 دارد. این شرط که Ay‏ دست کم ۰ درصد 
از لایه های تک جهته باشد گذاشته شد. با در نظر گرفتن این که بیشتر از چهار eM‏ مجاور هم نباشند و پا 
باشند . نتیجه ها با طراحی اصلی در شکل ۵ ۳۰ .۱۱ مقایسه شده اند . می توان دید که شرط سختی با 
گذاشتن GLA YS‏ صفر درجه در نزدیکی صفحه تقارن که کمترین اثر را روی سختی خمشی و در نتیجه 
بار کمانش داشته باشد. تأمین شده است . کاهش بار کمانش حدود ۸ درصد است برای این طراحی اثر 
گذاشتن این شرط که بیش از ۴ تک M‏ مجاور هم نباشند اثر قابل توجهی (حدود V‏ درصد) روی بار 


کمانش دارد. 





شکل ۲۰۵ ۱۰ ۱ اثر شر ط سختی روی طراحی مواد مرکب لاپه ای 


بش ۱۱.۳ :طراحی نرئیب چیدمان BAY‏ 
چیدمان برای طراحی مقاومت وکمانش : در OLE‏ بارهای برشی ‏ کرنشهای لایه ها > و ب>‌رامی توان 
(برای ضریب بار 1 = ) از روابط زیر به دست آورد : 


(A22N, — Ais Ny) F _ (AuN, = Aun NN) 


= (1.۳.۸) 
(An موش‎ — A2) * (Ai, A22 — A2) 


€; = 


کرنش تک Y‏ ام از انتقال زیر محاسبه می شود . 


€f = وی‎ + sin êk€y , 
k : 
€ = sin?8,e, + cos ue, , (1.۳.4 


Vig = sin28,(e, — €z) . 


گرچه سختیهای کششی Aij‏ توابع خطی از متغیرهای طراحی اند » کرنشهای محاسبه شده از معادله 
CVV. ۳۰ ۸(‏ توابع غیر خحطی از این متغیرهایند . این کرنشها آن گونه که ناگندرا" و دیگران[27] نشان 
دادند با سری تلور حطی برای Aij‏ می تواند خطی شوند. داریم : 


de x de x 
€x(x) = e(x;) + (a) (Au - Ai) + (ax) (Ai? - Aii) 


Qe ۳‏ 
(ax), tm m‏ 
که در آن Re‏ مولفه کرنش نمونه ( 1 = ۰)2 »> تقریب خطی (Ol‏ و AT?‏ و Aij‏ سختیهای کششی محاسبه 
شده به ترتیب در نقطه طراحی اسمی ,× و طراحیهای همسایه است . مشتقات کرنش نسبت به سختیهای 


محاسیه شده اند . بنابراین تقریب کرنش خطی می تواند در امتداد یک جهت الیاف خاص و در جهت عمود 


(33.Y. 33) 


بر آن با ارزیابی کرنشهای وه ,۶ و یو برای هر جهت (چون جهت از قبل انتخاب شده» یا یا 45درجه) 
بر حسب کرنشهای صفحه میانی با استفاده از معادله )4 ۳۰ .۰ ۱۱) ساخته شود . په عنوان مثال» کرنشها در 
امتداد و عمود بر الیاف 45 درجه و در برش به شکل زیر به دست می آید : 


1 
Le zé eS (A142 - Afa) 


(Au + Ai) Ny — (A22 + A12) Ne 
712 = ley — €z] = س ا ددا‎ ds 
{Arı موش‎ = Aia) 


Is ~ Ai) ۷ + (Au — d 
$ QV Yam 


1) Nagendra 


BAA‏ میانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی بهیته مازه های ساخته شده از مواد م رکب جند لایه) 
مشتقاتی که برای تقریب کرنش معادله (۱۰ ۳۰ ۱۱۰)نیاز است را می توان از دیفرانسیل گیری معادله 
(۱۱ ۳۰ .۱۱۰) به دست آورد. به عنوان مثال» مشتق کرنش در امتداد الیاف 45درچه نسبت به 4 را 
می توان به شکل زیر نوشت . 


de, = 1 (Ai — Ay) 


ONU AY)‏ اس ون یت 
QA; — 2(Au Ang — A25)‏ 


که Aj;‏ سختیهای کششی در نقطه طراحی اسمی است . مشتقات کرنش مشابهی نسبت به Aza‏ و Ata‏ را 
می توان به دست آورد. سختیهای کششی توابع خطی از متغیرهای طراحی شناسایی لایه اند بنابراین 
تقریب کرنش یک تابع خطی از متغیر شناسایی لایه است . توجه به این نکته مهم است که کرنشها ابتدا بر 
اساس یک مقدار مبنا برای بار محاسبه می شوند . به منظور کاربرد قید کرنش باید آنها را در مقدار ضریب 


بار کمانش .۸ که خود تابع متغیرهای طراحی است ضرب کرد 


Xe € e" (1.۳.1۳) 


t 3 


که ٤‏ کرنش مجاز است . قید کرنش معادله (۰۱۳ ۳ . ۱۱) را می توان با انتقال ,۸ به طرف راست معادله 


و بسط VA,‏ بر حسب سری تیلور خحطی » خحطی MAL‏ داریم : 


3 
Ae + Ee € ۳ Gyr Ah) 


o 


که A,‏ ضریب بار کمانش برای طراحی اسمی است . 
قید کرنش خطی معادله (۱۴ CV Y‏ را اکنون می توان به مسأله ای که در معادله QV. Y LY)‏ 
رابطه سازی شد. اضافه کرد که مسأله طراحی مواد مرکب برای مقاوم بودن در مقابل شکست کمانش و 
مقاومت استا. 

از آن جا که رابطه سازی یک تقریب خطی برای قید مقاومت است» برنامه ریزی خطی دنباله ای باید 
استفاده شود . در استفاده پر نامه ریزی خطی دنباله cus‏ اعمال حدود حر کت به طور کلی توصیه می شود تا 
طراحیهای به وجود آمده بر اساس قیود خطی در فضای طراحی قابل قبول یا نزدیک آن قرار گیرند. در 
حالتی که متغیرهای شناسایی تک لابه صفر / یک اند اعمال حدود حرکت روی متغیرهای طراحی عملی 
نیست . بنابراین حدود حرکت به عنوان کرانهای سختیهای کششی ز4 اعمال می شوند که بر حسب 


بخش ۱۱.۳ : طراحی ترتیب چیدمان  ۵۸٩‏ 
Ny = 025 ۰‏ 





(45 4/909/445/903/90} 0) (4520245/0 g/ 2450245/0 و(‎ (FO 445 5/0/3450 4/24502), 
Acr = 13441.85 A or = 12622.44 A or = 12674.84 


Ny = 0.5 Ib/in. 





(905/2453/905 7145/50 4/45/90), 145/905). (905/2452/902/145/902/145). — (909/1:455/905/245/905/1456). 
Ar = 9999.13 Aor = 9998.18 A or = 9998.18 





شکل ۱۱۰۳۰۶ طراحیهای براساس با رکمانشی ماکزیمم» با فیدهای مقاومت 


متغیرهای شناسایی تک لایه است . این کار شش قبد دیگر را په مسأله اضافه می کند 
AL SA; SAG, ij=1,2. (11.۳. 10)‏ 


طراحی با فیدهای مقاومت» برای مواد مرکب لایه ای که از مواد مرکب حالت قبل ضخیمتر است به 


۰ مبانی بهینه سازی سازه ها frat)‏ ۱۱: طراحی dings‏ سازه‌های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 
دست آمده» در نتیجه بارهای کمانشی بیشتر قیدهای شکست کرنشی را می خواهند نقض کنند . 
نتیجه های طراحی برای یک ماده م رکب FA‏ لایه تحت دو نوع بار ترکیبی دو محوری(0.25 < N,/N,‏ و 
(N,/N, = 0.5‏ برای Nz = 0.25 Ib/in (175 Nim)‏ به همراه نتایج طراحیهای بدون قید کرنش در 
شکل ۶ ۳۰ .۱۱۰ ارایه شده است . از آن جا که روش استفاده شده تقریبهای محلی دارد» طراحی نهایی 
ممکن است یک طراحی بهین محلی باشد . برای اطمینان بیشتر از به دست آوردن بهین فراگیر استفاده از 
یکی از الگوریتمهای جستجوی احتمالاتی در مسائل برنامه‌ریزی غیر خطی با متغیرهای طراحی با مقادیر 
گسسته (فصل Y‏ راببینید) توصیه می شود. آخرین طراحی در هر یک از حالتهای بارگذاری ارائه شده در 
شکل ۶ ۳۰ .۱۱۰با استفاده از الگوریتم ژنتیکی که در بخش ۲ ۴۰ ۴۰ بحث شد به دست آمده و طراحی 
بهین فراگیر بودن آنها تأیید شده است . در مقایسه با طراحی بدون در نظر داشتن قید شکست مقاومت 
ضریب بار شکست برای 0.25 = Ny‏ به میزان 6.05% کاهش ail,‏ است . گرچه طراحی در این حالت 
بارگذاری تنها یک ماکزیمم محلی بود» ضریب بار نسبت به طراحی بهین فراگیر تنها کسری از درصد 
تفاوت می کند . برای نسبت بار۰0.3 طراحی بدون قید کرنش» مقاومت برشی را 7% نقض می کند . 


طراحی به دست آمده از برنامه ریزی خطی صحیح دنباله ای نیز بهین فراگیر بود . 


Y. Y‏ روشهای جستجوی احنمالاتی 

روشهای جستجوی احتمالاتی مانند سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده و الگوریتم ژنتیکی پارامترهایی 
دارند که می توان آنها را برای مسأله موجود تنظیم کرد . در روش سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده» این 
پارامترها عبارتند از : درجه حرارت اولیه و سرعت سرد شدن . برای الگوریتم ژنتیکی پارامترهای تنظیمی 
عبارتند از : احتمالات عملگرهای مختلف ژنتیکی مانند جهش. اندازه جمعیت و معیار همگرابی . طراحی 
موادم رکب سخت نشده با استفاده از نظریه لایه بندی کلاسیک مسأله خوبی برای تنظیم این پارامترهاست» 
زیرا از نظر محاسباتی بهینه سازی آن کم هزینه است . 

لومباردی" [28] اثر درجه" حرارت اولیه و سرعت سرد شدن را در روش سرد شدن تدریجی شبیه سازی 
شا.ه» روی عه.لکرد الگوریتم برای مسأله ماکزیمم سازی بار کمانش که در بخش گذشته بحث شد مطالعه 
کرد. عملکرد الگور«. از دو نظر مورد قضاوت قرار گرفت : هزینه محاسبات و میزان اطمینان از یافتن 


1) Lombardi 


بخش ۱۱.۴ : کاربردهای طراحی 841 
بهین فراگیر . مسأله جوابهای زیادی (چیدمان) دارد که بارهای کمانشی مشابهی دارند. به این tebe‏ 
موفقیت برای جوابی تعریف شد که در 0.1% بار ماکزیمم کمانش باشد . نتیجه‌ها برای صفحه ۳۲ لایه که 
لایه ها در گروههای CO‏ 90درجه یا 45+ دسته بندی شده بودند به دست آورده شد . برای لایه بندی متقارن» 
این تقسیم بندی مستلزم تعریف ۸ چیدمان و در کل 6561 = *3 احتمال است . الگوریتم سرد شدن تدریجی 
شبیه سازی شده برای قابلیت اطمینان بالا ۱۰۰۰ تحلیل نیاز داشت که یک کسر بزرگ از فضای طراحی 
است. با این وجود. هنگامی که تعداد تک لایه‌ها از ۳۲ به ۴ ۶ افزایش می پابد» تعداد تحلیل مورد نیاز 
تنها حدود ۳۰۰۰ افزایش پیدا می کند» در صورتی که تعداد طراحیهای ممکن به میلیون 43 = 31 
افزایش می یابد . 

لریج و هفتکه" ]29[ مسأله کمانش مشابهی را برای مواد مرکب ۴۸ و ۶۴ لایه با استفاده از الگوریتمهای 
ژنتیکی حل کردند . تنظیم احتمالات عملگرهای ژنتیکی و اندازه جمعیت می تواند به طور چشمگیری 
تعداد تحلیل مورد نیاز را کاهش دهد. به عنوان مثال» برای ماده مرکب «Y YA‏ تعداد تحلیل مورد نیاز 
۰ بود. یک مزیت الگوریتم ژنتیکی این است که به چندین طراحی بهین نزدیک به هم می انجامد 
ونه به یک بهین . به عنوان مثال برای یک صفحه پا 2010 = N,=0.5lb/in , N,- 110/0 «b = Sin ca‏ 
دو مورد از بهترین طراحی ها عبارتند از : 
,454+ ,,90 ,45+ ,,90 ,,45+ ,,90[ و ,]45+ ,,90 ,.45+ ,,90 ,45+ ,90 ,45], اولین ماده مرکب 
بار کمانش 9998 A=‏ دارد در حالی که دومی در 9976 = A,‏ کمانش می‌کند . برای طراح» تفاوت بین 
مواد مر کب لایه‌ای » مانند وجود تک لایه‌های 45 درجه در a‏ حارجی. با درصد کاهش یافته از تک 
لایه های 90درجه در دومین ماده مرکب ممکن است از تفاوت 520.266 بارهای کمانشی آنها بسیار مهمتر 


hh 
کاربردهای طراحی‎ ۴ 


1 ۲۰ ۱۰ طراحی صفحات سخت 
صفحات لایه ای که با اعضای طولی یا عرضی سخت شده باشند» یکی از عمومی ترین اعضای 


1) Le Riche and Haftka 


۳ مانی بهینه سازی سازه ها (نصل ۱۱: طراحی بهینه سازه های ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 
سازه ای اند . استفاده از سخت کننده ها سبب می شود که صفحه در مقابل بارهای در آن جهت خاص 
مقاومت بالایی داشته و مسیرهای بار گذاری چند گانه ای را دارا LAL‏ که تحت بارهای فشاری و کششی در 
مقابل شکست و رشد ترك مقاوم باشد . بیشترین مزبت سخت کننده ها عبارت است از افزایش سختی- 
خمشی با حداقل افزایش ماده که آن را برای بار گذاریهای خارج از صفحه و متوازن سازی بارهای فشاری 
مناسب می مازد. افزون بر قرار دادن سخت کننده ها جهت مقاومت در مقابل بارهای جهت خاص. استفاده 
از مواد مرکب این امکان را به وجود می آورد که خواص سختی و مقاومت اجزای خاصی از یک صفحه 
سخت شده افزایش یابد(مانند جان » بال و پوسته) تا نیازهای مختلف سازه ای را تأمین کند . این افزایش 
مقاومت محلی از راه انتخاب جهت تک لایه ها و ضخامت قسمتهای مختلف یک صفحه تأمین می شود . 
همچنین استفاده از مواد مرکب این امکان را به وجود می آورد که سطح مقطعهای محکمتری را داشت که 
تولید آنها با استفاده از مواد فلزی هزینه بر است . 

با این وجود» عملکرد بیچیده صفحات م رکب سخت شده. اختیار کردن فرضهای ساده کننده که در 
لایه‌های تخت استفاده می شد و غالبا به جوابهای دقیق می انجامید. با دشواری مواجه می سازد . 
بتابراین» بهینه سازی طراحی چنین صفحاتی معمولاً نیاز به الگوریتمهای عددی دارد . در این بخش ما 
طراحی صفحات مرکب سخت شده را که تحت بار گذاری فشاری و برشی اند و عموماً قیدهای کمانشی 
دارند بحث می کنیم . 

در یکی از مطالعات اولیه طراحی بهین صفحات سخت شده؛ استرودو آگرانوف" ]30[ صفحه سخت 
شده در جهت طولی را که از اجزای صفحه ای اورتوتراییک تشکیل شده بود مورد مطالعه قرار دادند . 
شکل صفحات موج دار و کلاه مانند پودند» ولی روش استفاده شده در مرج [BO]‏ می تواند برای شکلهای 
هندسی So‏ مانند آنچه در شکل ۱ ۰ .۱۱ نشان داده شده نیز به کار رود . تحلیل ساده سازی شده 
مربوط به کمانش صفحات اورتوتراپیک با شرایط مرزی تکیه گاههای ساده بود. هر دو مود فراگیر و 
محلی کمانش در نظر گرفته شدند . تحلیل کمانش فراگیر صفحه سخت شده را به عنوان یک صفحه 
اورتوتراپیک با سخت کننده های چسبی در نظر می گیرد و فرض می کند که مانند یک ستون پهن کمانش 
می کند . برای EH‏ از صفحه به عنوان یک صفحه نواری بار یک اورتوتر ابیک با شرایط 


مرزی 435 گاه ساده در امتداد اتصال اجزای مجاور هم در نظر گر فته شد . یعنی» از مقاومت چر خشی بین 





1) Stroud and Agranoff 


بخش ۱۱.۴ : کاربردهای طراحی ۵٩۳‏ 


cv A 
oe 


s‏ ۱ ۱۲۰۳۰ | مثالهایی از مفاهیم صفحات سخت شده نمونه 


اجزای صفحه مانند سخت کننده و پوسته صرفنظر شده» و بیوستگی بین شکل مودهای اجزای مختلف در 
نظر گرفته نمی شود . معادلات بارهای کمانشی حاصل از این فرضیات برای صفحاتی که با بارهای فشاری 
و برشی بارگذاری شده‌اند» در چدول ۱ ۴۰ ۱۱۰ ارائه شده است. 

معادلات کمانش محلی جدول به هر جزء صفحه به عرض « و طول ا اعمال می شود . در هر دو نوع 
بارگذاری طولی فشاری و برشی LO do‏ هر جزء بسیار بزرگتر از عرض آن جزء فرض می شود. Dij‏ ها 
ضرایب سختی خمشی (معادله ۱۸ ۱۰ (V.‏ جزء صفحه اند . برای کمانش فراگیر تحت فشارهای طولی » 
صفحه به عنوان یک ستون پهن که لبه های بارگذاری آن تکیه گاه ساده و لبه های بدون بار آزادند در نظر 
گرفته می شود . سختی طولی ستون برابر با سختی طولی چسبی صفحه. El‏ است . برای حالت با رگذاری 
برشی ۰ صفحه سخت شده به عنوان یک ماده مرکب چند لایه اورتوتراپیک با ضخامت یکنواخت (که 
خواص اورتوتراییک چسبی (D,‏ ر2 و ) که در امتداد عرضی بی نهایت بلند و در لبه های بارگذاری 
شده تکیه گاه ساده اند مدل می شود . عبارتهای سختی چسبی CED‏ ,۰2 ر2 و (D,‏ در رابطه‌های 
کمانش فراگیر به شدت به شکل سطح مقطمهای سخت کننده ها بستگی دارند . محاسبه این سختیهای 
چسبی برای شکلهای هندسی پیچیده صفحات اجتناب ناپذیر است و فرضیات سینماتیکی مختلفی را بسته 


gil. ۳۴‏ بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۱: dings uml o‏ سازه هاءی ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 
جدول ۱۱.۳۰۱ معادلات کلی و محل ی کمانش از مرجع[30] 


en‏ معادله بارگذاری 

















کمانش فراگیر 
z EI 1 Eq. (92), [31]‏ 
سس سس ی N, a‏ فشاری در امتداد طول 
e ge "URP. TE Eq. (3). [32]‏ ای 
by Age,‏ 217 
) 
E (- e Eqs. (2.2.2-21),‏ 
3 
5.05 
C» 1, Nou -G a) ?(D3D.2)#(8.125 + wa, (2.2.2-22), [33]‏ برای 
Nia Gn ? V DD3(11.7 + 0.5326 + 0.9386?) pp. 468-471, [34]‏ ,1 > ) برای 
N, NQM _ :‏ : 
uias New T (et) =1 Eq. (105.8), [34]‏ 
کمانش محلي 
2r? 1 Eq. (92), [31]‏ ۳ ۲ 
Neer = 95 (Du Da) + Dj + 2Dse| Eq. (3), [32]‏ فشاری در امتداد طول 
V Dii Dog‏ 
Ed chai. Eqs. (2.22-21),‏ ۲ 
Dis + 2Deg qs. ( 1‏ ¢ برشی 
Nou m p *(Dy D3,) (8.125 + v) (2.2.2-22), [33] ;‏ ,1< ) برای 
ر .2 
D66) pp. 468-471, [34]‏ 2 + ور( Neyer = (FY ۷ Do‏ ,1 > ) برای 
0.938C?)‏ + 0.532€ + 11.7( 
N, Nj )‏ 
Eq. (105.8). [34‏ 1= | .۷ + تر کید 
aba N a (e iid‏ 


به نوع بار اعمالی لازم دارد. به دست آوردن بعضی از عبارات سختی چسبی برای صفحات موج دار و 
کلاهی شکل در مرجع[30] تشریح شده است . 

dL.‏ طراحی مرجع[30] به عنوان یک مسأله برنامه ریزی ریاضی که جرم صفحه بر واحد عرض آن 
تابع هدف است» رابطه سازی شده است . متغیرهای طراحی عرض اجزاء و ضخامت لایه هایی است که 
اجزا را می سازند. قیود طراحی بار کمانش؛ محدودیتهای مقاومت و سختی و کرانهای بالا و پایین بعضی 
از ابعاد صفحه است . یک برنامه بهینه سازی جامع[۰۸12۹0]35 که بر اساس رابطه سازی تابع جریمه 


خارجی tical‏ برای بهینه سازي طراحی استفاده شده است . 


بخش ۱۱۰۴ : کاربردهای طراحی ۰ ۵۹۵ 

یک روش طراحی اساسی تر[36] بر مبنای کد تحلیل کمانش و ارتعاش صفحه سخت شده[38 ,37] 
VIPASA‏ یک کد برنامه ریزی ریاضی بر اساس روش الگوریتم جهتهای قابل قبول (بخش ۶ ۵۰ را 
ببینید) CONMIN[39]‏ معرفی شده تا بعضی از فرضیات مرجع[30] را بهبود بخشد . کد تحلیل 
۸ قادر است بارهای کمانش سازه‌هایی که از اجزای صفحه‌ای مستطیلی که در امتداد طول خود 
به هم متصل شده اند را محاسبه نماید . بر خلاف روش استفاده شده در مرجع[30] » با برقرار بودن پیوستگی 
شبکه کمانش در تقاطع اجزای صفحات همسایه» تحلیل اتصال فیزیکی بین اجزای مجاور را مورد نظر 
قرار می دهد . حل کمانش بر اساس معادلات دقیق صفحات نازك با جملات سختی غير ایزوتراییک 
(ناهمسانگرد) ی 2 ویر است ؛ در نتبجه بیوند شحمشی- چرخشی مجاز است . اجزای صفحه به تنهایی 
ممکن است ایزوتراپیک (همسانگرد) اورتوتراپیک . يا غیر Kal sy pl‏ (ناهمسانگرد) باشند.با این 
وجود» صفحاتی که اجزارا تشکیل می دهند باید چیدمان متقارن متوازن داشته باشند په گونه‌ای که 
پیوندهای خمش- کشش و کشش- برش از بین برود. محدودیت دیگر» تحلیل شرایط مرزی کمانش 
است. گرچه لبه های طولی غیر متصل ممکن است شرایط مرزی مختلفی داشته باشند» شرایط مرزی 
لبه های بارگذاری شده محدود به شرایط تکیه گاه ساده است . هر ترکیبی از بارهای طولی» عرضی و 
برشی که در امتداد طول صفحه ابتند رامی توان اعمال کرد (شکل Y‏ ۴۰ ۱۱۰ راببینید) . با این وجود» 
در حالت بارهای برشی محدودیت شرایط مرزی 455 گاه ساده در لبه های بارگذاری شده ممکن است 


باعث به وجود آمدن عدم دفت در محاسبات بار ues‏ شود که درباره؛ آن در آینده بحت 





شکل ۱۱۰۴۰۲ شرایط بارگذاری و شرایط اولیه ناکامل 


gle BAF‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی بهینه سازه های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 
خواهیم کرد. 

سرانجام برنامه تحلیل VIPASA‏ توسط استرود و آندرسون" به عنوان اساس یک کد طراحی به نام 
PASCO[AO, 41]‏ که بیشتر برای طراحی اولیه سازه های صفحه‌ای سخت شده تک محوری استفاده 
می شود مورد استفاده قرار گرفت. PASCO‏ برای بهینه سازی از کد برنامه ریزی ریاضی غير خطی 
CONMIN[39]‏ استفاده می کند . مسأله طراحی به شکل مینیمم سازی جرم صفحه برای یک حالت 
بارگذاری رابطه سازی می شود. قیدها عبارتند از کرانهای بالا و gal‏ روی متغیرهای طراحی» کران 
پایین برای مقاومت ماده و بار کمانش» کران بالا و پایین روی سختی های خمشی» کششی و برشی. و 
obs‏ پایین برای بسامدهای ارتعاشی . افزون بر شرط طراحی که در تحلیل ۷1۳۸۹۸ بیان شد 
PASCO (Na, Ny, Nay)‏ نیز دارای بارگذاری گشتاور خمشی (M)‏ فشار جانبی() 6 خمیدگی 
OLS‏ مانند اولیه و درجه حرارت می باشد. 

اثر کرنشهای حمشی که در اثر اعمال گشتاور خشمی » فشار؛ خمیدگی اولیه یا درجه حرارت به وجود 
می آید در تحلیل شکست کرنش با تر کیب آنها با کرنشهای یکنواخت حاصل از بارهای صفحه ای در نظر 
گرفته می شود . کرنشهای خمشی حاصل از فشار و خمیدگی کمان مانند بر اساس یک روش تیر -ستون[42] 
با محاسبه گشتاور خمشی مربوط در میانه طولی صفحه محاسبه می شوند . این گشتاور خمشی ماکزیمم با 
فرض محافظه کارانه ای فرض می شود که روی تمامی طول صفحه اعمال می شود. این روش مانند 
ضرورت ثابت بودن توزیم تنش در امتداد طول در WIPASA‏ است . برای بحث بیشتر در مورد گشتاورهای 
خمشی مرجع[40] را ببینید . در PASCO‏ استفاده از چند مجموعه شرایط طراحی نیز مجاز است . مجموعه 
متغیرهای طراحی عبارتند از عرضها. Lb‏ ضخامت تک لایه ها yf‏ جهتهای هر جزء صفحه که صفحه 
را تشکیل می دهند . کاهش تعداد متغیرهای طراحی از راه ایجاد بیوند بعضی از ابعاد اجزا یا جهتهای تک 
لایه با تعریف روابط خحطی نیز امکان پذیر است . PASCO‏ همچنین قادر است برای قیدهای کمانش و 
ارتعاشات از طریق بسط سری تیلور مرتبه اول برای آنها و تعریف محدوده" حرکت برای متغیرهای طراحی ‏ 
مسأله را به شکل تقریب حل کند. این جنبه از کد آنها را از نظر محاسباتی کارا و برای طراحی اولیه بسیار 
ارزشمند می سازد و به طراح این امکان را | دهد که مفاهیم طراحی مختلف را با روش کم هزینه ای 
مقایسه کند . 





1( Stroud and Anderson 


بخش ۱۱.۴ : کاربردهای طراحی ۵٩۷‏ 


مثال ۱۱۰۳۰۱ 





€( صفحه سخت cud‏ کلاه مائند 


b2 iei ud 


(dd‏ صفحه سخت شده توسط پره 





€( صفحه سخت نشده 
شکل ۱۱۰۳۳ شکافهای مختلف طراحی 


این مثال که توسط سوانسون و گوردال" [43] ارائه شده» مقایسه‌ای است از راندمان سازه‌ای شکل 
بهینه صفحه کناری بال که از مواد مرکب ساخته شده است » که نمونه ای از بال مرکزی مربوط به مخزن 
سوخت یک هواپیمای باری بزرگ است . ابعاد رینگ عبارت است از 28 اینچ ارتفاع و 80 اینچ عرض . 
ساختار صفحه به گونه ای انتخاب شده که عملی و از نظر تولید مقرون به صرفه باشد . این شکلها در شکل 
VY. ۴. ۳‏ نشان داده شده اند که عبارتند از صفحه موجدار » و صفحه موجدار که لایه ها در سرتاسر طول 
و عرض به صورت پیوسته قرار دارند و یک صفحه که به وسیله شکلهای کلاه مانند سخت شده است . 
صفحه موجدار از نظر تولید نسبتاً ساده است . زیرا لابه های پیوسته ای دارد که در سرتاسر آن قرار دارد و 


1) Swanson and Gurdal 


۸ مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۱: طراحی dings‏ سازه های ساخته شده از مواد م رکب چند 4( 
باعث ایجاد سختی می شود و نیازی به بستن آنها نیست . آنها همچنین برای فرایند شکل دهی حرارتی در 
مواد ترموپلاستیک که از نظر تولیدی اساسا کم هزینه تر است مناسبند . در شکل همچنین صفحاتی که با 
پره سخت شده اند وجود دارند که از این مفهوم بیشتر در رینگ بالها استفاده می شود و در انتها یک صفحه 
سخت نشده صاف که برای مبنای مقایسه استفاده می شود. 

قیدهایی که در این مثال در نظر گرفته شده اند عبارتند از : محدودیتهای مقاومت» کمانش وهندسی. 
معیار شکست مصالح: معیار شکست کرنش ماکزیمم انتخاب شده است . معیار کمانش بر مبنای طراحی 
سازه‌های بال است که اجازه نمی دهد در پارهای حدی طراحی» LS‏ رخ دهد . بنابراین طراحی 
رینگ بال هیچ گونه توانایی تحمل بار پس از AILS‏ را برای صفحه در نظر نمی گیرد . 

متغیرهای طراحی ضخامت تک لایه های با جهتهای مختلف در سطوح مختلف صفحه اند . زوایای 
تک لایه معمول 345 0 و 90 درجه انتخاب شده اند . همچنین ابعاد سطح مقطع برای متغیرهای اندازه ای 
در نظر گرفته شده اند تا بهترین هندسه سطح مقطع به دست آید . هرکولس ! ۸۹4/3502 که با نوار گرافیت- 
اپوکسی " آغشته شده به عنوان ماده گرافیت - اپوکسی نمونه انتخاب شده است . 

هندسه اجزای تکراری عموماً با متغیرهای طراحی عرض اجزای صفحه ای by‏ تا ,۵ مانند شکل 
۲ ۱۱ تعریف می شوند. به عنوان مثال؛ برای صفحه موجدار. کلاهکهای موج بالا و پایین به خحاطر 
تقارن هم عرض می شود . عرضهای اجزای صفحه by‏ و ین زوایای جان صحفه موجدار را تعریف می کنند . 
جان صفحه تنها از تک لایه های 45 درجه تشکیل شده اند» شکل ۴ ۴۰ ۱۱۰ که به طور بیوسته در 
سرتاسر عرض سطح مقطع قرار دارند. چنین تک لایه‌های پیوسته هزینه‌های ساخت را کاهش داده و 
تمرکز تنش را که می تواند در نقاط انتهایی تک لایه 2-45 اتفاق بیفتد» از بین می برد . در اجزای صفحه ای 
که کلاهکها را می سازند» تک لایه های 0درجه بین لایه های الیاف 45 درجه فرار دارند . بنابراین» ماده 
مرکب لایه ای با دو متغیر طراحی ضخامت ا و را که به ترتیب مربوط به تک لایه های 45 و 50 جه اند 
تعریف می شود. مشخصات سایر سطح مقطعها را می توان از مرجع [43] به دست آورد. 

بارهای در Jai‏ گرفته شده در مرج[ 43[ عبارتند از : ترکیبی از بارهای فشار محوری صفحه ای ) «(Ns‏ 
برش (Ny)‏ فشار()» با مقادیر واقعی که به عنوان نمونه در رینگ بالای مخزن p‏ یک هواپیمای 
باری بزرگ وجود دارد . در اين مثال یک نماد بار £ NL‏ استفاده می شود که طول صفحه است و مقادیر 





1) Hercules 2) Graphite- epoxy 


بخش ۱۱.۴ : کاربردهای طراحی ۰ 844 
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شکل ۴ ۱۱.۴ مدل صفحه موج دار 


این نماد بین 0.3 تا Ib/in?‏ 1000 است . این محدوده شامل بارهای gal‏ تر و بالاتر از بارهای رینگ نمونه 
می شود» در نتیجه طراحی صفحه سایر اجزا مانند پوسته بال را نیز در بر می گیرد . 

اثر شدت بار فشاری محوری روی راندمان سازه و هندسه صفحه مورد مطالعه در شکل ۵ ۴۰ ,۱۱۰ 
OLY‏ داده شده است . مفهرم صفحه موجدار با لایه های مختلف در تاج موجدار و جان. از نظر سازه‌ای 
بهترین راندمان را دارد. مفهرم صفحه موجدار با لایه های aca yo‏ از نظر راندمان سازه ای درمرتبه دوم و 
مفهوم صفحه سخت شده توسط پره هاء مفهوم صفحه سخت شده کلاه مانند و صفحه تخت سخت نشده 
در مرتبه های بعدی قرار دارند (شکل ۵ ۴۰ ۱۱۰ را بینید) . اختلاف وزن این محدوده از بار پیشتر به 
مدلسازی لایه‌ها که هندسه صفحه را تعریف می کنند بستگی دارد. هر شکل به گونه ای مدلسازی می شود 
که برای تعریف هندسه حداقل تعداد تک «Y‏ لازم باشد و این تعداد برای هر مدل متفاوت است. برای 
شدت بار محوری کم» در تمام شکلها» به جز صفحه تخت سخت نشده» قید حداقل ضخامت 0.0005اینچ 
در تمامی لایه‌ها در نظر گرفته شده است . بنابراین» وزن یک صفحه تقریباً با تعداد slag‏ سطح مقطع 
متناسب است و از شدت بار مستقل است .۰*۰ ۰ 

یک عیب pte PASCO‏ دقت احتمالی در مدلسازی شرابط مرزی بارهای برشی است . شرایط مرزی 


انتهایی صفحه ای عمود بر سخت کننده ها فرض می شود که تکیه گاه ساده است و نمی تواند تغییر یابد . 


(4 سازه های ساخته شد از مواد م رکب جند‎ dings سازی سازه ها (فصل ۰۱۱ طراحی‎ dings giles pee 
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شکل ۴۵ BP‏ راندمان سازه ای یک صفحه که با بارهای فشاری محوری با رگذاری شده است 


بدون بارهای برشی شبکه کمانش از یک سری از حطوط گره‌ای مستقیم تشکیل شده که بر بارهای لبه 
صفحه منطبقند . هنگامی که برش به صفحه اعمال شود. شبکه کمانشی از یک سری از خطوط گره‌ای 
انحراف ail‏ تشکیل شده و پار کمانش محاسبه شده برای این حالت gh‏ ممکن است از بار کمانش یک 
صفحه با تکیه گاه ساده متفاوت باشد . به ویژه» اگر یک نیم موج کمانش تنها به طول A‏ در امتداد طول 
صفحه» eL‏ تشکیل شود. تحلیل PASCO‏ ممکن است بار کمانش را کمتر پیش بینی نماید . در PASCO‏ 
برای حالت ASL‏ یک گزینه جواب سختی چسبی[38] وجود دارد تا هنگامی که بار برشی وجود دارد 
چوابی دقیقتر بدهد . در مرجع[44] نشان داده شده که روش سختی چسبی یک جواب بهبود یافته است 
ولی هميشه یک جواب محافظه کارانه نیست . افزون بر اين» برای به دست آوردن یک ساختار صفحه 
سخت شده بهینه . جزئیات سطح مقطع باید برای کمانش سخت کننده محلی در نظر گرفته شود و در 
همان حال در لبه های با گذاری شرایط مرزی تکیه گاه ساده است . حل سخت کننده" چسبی در PASCO‏ 
برای چنین جزئیاتی تدوین نشده است . یک تحلیل بهبود یافته در برنامه GG VIPASA) VICON‏ ,45[ 
[46و جود دارد که تحلیل کمانش VIPASA‏ را برای شرایط تکیه گاه در جای دلخواه در امتداد طول صفحه 


با استفاده از ضربگرهای لاگرانژ بهبود می بخشد . با مشخص کردن تکیه گاهها در بازه هایی که مربوط به 
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دو انتهای طول صفحه دلخواه می شوده برای هنگامی که برش اعمال می شود» می توان در لبه‌های صفحه 
شرایط مرزی تکیه گاه ساده را در نظر گرفت . تحلیل VICON‏ اخیراً توسط بوتلر و ویلیامز" [47]در کد 
طراحی VICONOPT‏ گنجانده شده است . 

طراحی که در Of‏ در بارهای حدی کمانش صفحه را اجازه نمی دهند» برای بال و صفحه پوشش دم 
هواپیما مناسب است» زیرا باید جنبه های غیر سازه ای مانند یک سطح آثرودینامیکی حوب مورد توجه 
باشد. با این وجود» صفحات سازه‌های فلزی Gul ya‏ در قسمت اصلی بدنه معمولاً به گونه ای طراحی 
می شوند تا در پایین تر از بار نهایی کمانش کنند . در گذشته اطلاعات ناکافی از پاسخ بعد از کمانش صفحات 
مواد م رکب سبب می شد که از این فلسفه طراحی استفاده ای نشود. با توجه په احتمال صرفه جویی در 
وزن» انگیزه طراحی صفحات با پس کمانش در سالهای اخیر تقویت شده است (به مراجع دیکسون" و 
دیگران[49 ,48] و شین " و دیگران[50] مراجعه کنید) . یک نظریه غیر خطی برای پیش بینی رفتار 
صفحات سخت شده که به طور محلی غیر سختند توسط بوشنل " در برنامه بهینه سازی طراحی PANDA2‏ 
ارائه شده است[]5]. با این 2 c3‏ به دلیل پیچیدگی و هزینه‌های محاسباتی بالا در تحلیل پس کمانش 


سازه‌های صفحه ای سخت شده؛ طراحی بهین چنین صفحاتی از سطح یک کار معمولی فراتر است. 


Y. Y‏ ۱۱۰ متناسب سازی آثروالاستدکی 
یکی دیگر از زمینه gle‏ اصلی کاربردهای بهینه سازی طراحی متناسب سازی آتروالاستیکی سازه های بال 
هواییماست که در آن قیدهای آثروالاستیک وجود دارد. متناسب سازی آثروالاستیکی عبارت است از 
استفاده از تغییر شکلهای سازه ای» جهت بهبود بخشیدن به خواص سازه ای و آثرودینامیکی یک صفحه 
در حال صعود. یک تعریف استاندارد ارائه شده عبارت است از[52]: 

متناسب ساز یآثروالاستیک عبارت است از به کا رگیری سخت کننده های جهتی در طراحی سازه های 
هواپیما. به منظو رکنترل تغییر شکلها یآروالاستیک. ایستایی یا دینامیکی ؛ به گونه ا یکه عملکرد سازه ای 
وآب رودینامیک یآن هواپیما به شکل مفیدی تغییر یابد . 

خواص رفتاری مفید» خواصی مانند پیچش آثروالاستیک . خمیدگی آثروالاستیک. لرزش توسعه پافته 
و سرعتهای واگرا. افت کنترل غلطش آثروالاستیک. و مقاومت افزايش یافته را گویند[53]. 


1) Butler and Williams 2) Dickson 3) Shin 4) Bushnell 


۳ مبانی بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی dings‏ سازه‌های ساخته شده از مواد م رکب چند لایه) 

موضوع متناسب سازی آتروالاستیکی در دهه" گذشته شهرت فزاینده ای یافته زیرا رشته بهینه سازی 
سازه‌ها پیشرفت کرده و استفاده از مواد م رکب در سازه‌های هواپیما نیز افزایش یافته است . طراحی بالها 
از جنس مواد مرکب اغلب از نوع فلزی col‏ انعطاف پذیرتر است و باعث مناسب بودن آنها در اثرات 
آثروالاستیکی می شود . بیشتر مواد مرکب برای طراح این موقعیت را فراهم می کنند که با متناسب سازی 
پاسخ cal ys‏ با استفاده از متغیرهای طراحی ضخامت و جهت تک لایه‌ها» اثرات آثروالاستیک دلخواه را 
به وجود آورند و رفتار آثرودینامیکی را بهبود بخشند . هر چند با متناسب سازی طراحی انعطاف پذیری 
افزايش می یابد» افزایش تعداد متفیرهای طراحی و پیچیدگی خواص پاسخ در مواد مرکب مسأله دشوار 
طراحی بال را مشکلتر می سازد[55 ,54] . این حقیقت لزوم استفاده از فنون بهینه سازی پیشرفته را روشن 
می سازد . استفاده از الگوریتمهای dingy‏ سازی در مدلهای سازه ای سطوح در حال صعود رسیدن به بهبود 
مورد نظر در عملکرد آن را امکان pb‏ می سازد» هر چند این کار هزینه بر است . بیشتر مطالعات اولیه 
مبتنی بر ساده سازی مدل سازه بودند تا هزینه طراحی را کاهش دهند . این ساده سازی‌ها در بعضی از 
حالتها مدلهای تیر پرای سازه بوده است . مروری بر کاربرد فنون بهینه سازی سازه ها در مسائل طراحی با 
قیدهای آثروالاستیک توسط هفتکه[56] ارائه شده است . 

یکی از تلاشهای اولیه در کاربرد بهینه سازی سازه‌ها در متناسب سازی آثروالاستیک برنامه TSO‏ است 
که توسط مک کولرز و لینچ" [57] تدوین شده است. برنامه ابعدا تحت نام WASP!‏ (روش سنتز 
آثروالاستیک بال)[58] بود و از روش برنامه ریزی ریاضی مبتنی بر رویکرد جریمه (بخش ۷ ۵۰ را ببینید) 
برای تبدیل مسأله مقید به تعدادی مسأله نامقید استفاده می کند . مینیمم سازی نامقید از راه الگوریتم 
دیویدان- فلتچر - پاول ‏ (بخش ۴۰۲ را ببینید) انجام می شود. مدلسازی سازه بال بر اساس تحلیل 
صفحه با فن حل ریت" انجام می شود . تابع هدف می تواند هر ترکیبی از وزن» شیب منحنی صعود. مؤثر 
بودن سطح کنترل» سرعت لرزش» بسامد طبیعی اصلی یا تغییر مکانها باشد . متغیرهای طراحی ضرایب 
چند جمله ای که جهت تک لایه های مختلف و ضخامتها را کنترل می کند است . استفاده از شکل چند 
جمله ای برای پارامترهای طراحی و روش ریتز کاربرد روش برنامه ریزی ریاضی را برای بهینه سازی مناسب 
می سازد. پرنامه TSO‏ در طراحیهای مختلفی در کاربردهای متناسب سازی آثروالاستیکی برای 








1) McCullers and Lynch 2) Wing Aeroelastic Synthesis Procedure 
3) Davidon- Fletcher- powell 4) Ritz 
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هواپیماهای موجود به کار رفته است[59 ,58 ,54]. 

برنامه مشهور دیگر برای طراحی سطوح در حال صعود که دارای قیدهای مقاومت و آثروالاستیکند 
برنامه اجزای محدود FASTOP‏ است که توسط گرومن ‏ ]60[ ارائه شد . برنامه روشهای معیار بهینگی 
(فصل ٩‏ را ببینید) را به کار می گیرد و قادر است قیود لرزش را هم در بر بگیرد. روشهای معیار بهینگی 
برای طراحیهایی که تنها یک قید دارند. بسیار کارایند . بنابراین با وجود تحلیل اجزای محدود که هزینه بر 
است e‏ هزینه بهینه سازی با استفاده از روش دنباله ای بر ای 6393 در سطح قابل قبولی نگاه داشته می شود . 
ابتدا با یک طراحی تمام تنیده FSD)‏ بخش ۱ ٩۰‏ را ببینید) غیر بهینه قیود تنش در نظر گرفته می شوند. و 
په دنبال آن برای هر یک از قیدهای آتروالاستیک یک معیار بهینگی (موثر بودن هزینه ای یکنواخت» (بخش 
(A. ۳‏ در نظر گرفته می شود. فرایند با قیود مقاومت و آثروالاستیک تکرار می شود تا همگرایی حاصل 
شود. متخیرهای طراحی ضخامت و مساحت سطح مقطم هایند و جهت تک لایه ها در طول طراحی باید 
بدون تغییر بمانند . 

یک برنامه طراحی جدید دیگر که بر مبنای اجزای محدود است ASTROS‏ (سیستمهای بهینه سازی 
سازه ای خودکار)611] است که توسط نورث روپ" و ضمن یک قرارداد با نیروی هوایی تدوین شد. 
5 به طور خودکار طراحی شده تا نقش چند کاره بودن آن در طراحی مقدماتی سازه‌های -i pa‏ 
فضا به خوبی ایفا شود . بخش تحلیل سازه ای ASTROS‏ از نسخه عمومی اجزای محدود NASTRAN‏ 
گرفته شده و هسته اصلی روش را تشکیل می دهد . بخش تحلیل سازه‌ای برای به دست آوردن پاسخ سازه 
به بارهای مکانیکی» ثقلی » آثرودینامیکی» حرارتی و وابسته به زمان استفاده می شود. قیدهای طراحی 
می تواند حدودی روی تنش کرنش» تغییر مکان بسامدهای مودال» پاسخ لرزش» مزثر بودن صعود 
آثروالاستیک و Spe‏ بودن بالچه کنترلی هواپیما باشد . متغیرهای طراحی که می توانند در فرایند استفاده 
شوند عبارتند از : مساحتها و ضخامتهای اجزا. ماندهای سازه‌ای و جرم های متمرکز . اجزای غشایی و 
حمشی که در تحلیل سازه به کار می روند توان مدل سازی کامل ماده مر کب را فراهم می سازند . ضخامت 
تک لایه ها را می توان به عنوان متغیر طراحی استفاده کرد اما متغیرهای طراحی جهت تک WAY‏ مجاز 
نیست . به منظور کاهش تعداد متغیرهای طراحی و حصول اطمینان از معنی دار بودن فیزیکی ابعاد» پیوند 
متغیرهای طراحی استفاده می شود . پیوند متغیرهای طراحی به همراه روشی که متغیرهای طراحی را به دو 


1) Gritmman 2) Northrop 
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گروه فراگیر و محلی تقسیم می کند پیاده سازی و اجرا می شود. یک متفیر طراحی فراگیر عبارت است از 
جمع وزنی تعدادی از متغیرهای طراحی محلی . مشابه TSO‏ برای تعریف شکل cle‏ مانند یک تغییر 
ضخامت هموار (ملایم) در امتداد جهت e alaa‏ پیوند Ab‏ شکل گونه می توانند استفاده شود. بخش 
بهینه سازی طراحی که در ASTROS‏ استفاده می شودبرنامه ADS‏ (سنتز طراحی خودکار)[62] است . 
تمامی حساسیتهای تابع هدف و قیدها بر حسب مشتقات تحلیلی محاسبه می شود . هر دو روش مستقیم و 


متغیر مجاورتی (به فصل ۷ مراجعه کنید) در دسترس است. 


۵ عدم اطمینان های طراحی 

گرچه مواد م رکب آزادی و اختبار وسیعی » که شاید تاکنون از همه آنها استفاده نشده» در متناسب سازی 
پاسخ سازه برای نیاز طراح فراهم می کنند. اما از طرف دیگر ۰ مسائل خاصی را نیز به وجود می آورند که 
در مصالح معمولی اتفاق نمی افتد . سازه‌های بهینه نسبت به تغییرات شرایط بارگذاری و هر گونه نقص 
حساسند . به دلیل تعداد زیاد متغیرها که طراح را قادر می سازد طرح را متناسب و نزدیکتر به ویژگیهای 
مورد نظر طراحی کند؛ این حساسیت برای سازه‌های مواد م رکب شدیدتر است . ساده ترین مثال حساسیت 
به تغییرات شرایط بارگذاری؛ ماده مرکب لایه ای است که برای بارهای تک محوری طراحی شده 
است[63] . برای این کاربرد» به راحتی می توان نشان داد که بهترین طراحی عبارت است از طراحی که 
تمامی لایه ها در آمتداد جهت بار باشد . همچنین بدیهی است که این طراحی برای تحمل بارهای عرضی 
عمود بر جهت الباف در امتداد جهت بار باشد . همچنین بدیهی است که این طراحی برای تحمل بارهای 
عرضی عمود بر جهت الیاف به شدت ضعیف است . بنابراین هر تغییری در جهت بار اعمال شده به 
احتمال زیاد باعث شکست خواهد شد» در صورتی که یک طرح مشابه که از مصالح Sal gig jul‏ ساخته 
شده باشد. قادر است بار عرضی را به اندازه بار طراحی اصلی تحمل کند . 

بیچیدگی دیگر در طراحی سازه‌های مواد م رکب بهینه این است که گاهی شناسایی و اعمال قبود مقاومتی 
مناسب دشوار است . نه تنها بار و توزیم تنشها توابعی از متغیرهای ضخامت تک لایه‌ها و جهت الیاف 
است. بلکه خواص مقاومتی نیز به این متغیرها وابسته اند . از بین رفتن مواد مرکب بیشتر په سبب تنشهای 
محلی بالاست . تعداد مودهای شکست محلی ممکن بالاست و این مودهای شکست معمولاً ریز مکانیکی 


1) Automated design synthesis 
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و بیچیده اند . شکست الیاف» ترك برداشتن زمینه جدا شدن الباف از زمینه » و جدا شدن لایه‌های مختلف 
می تواند باعث ترك در سطح و در عمق ضخامت» تکه شدن » و جدا شدن لایه‌ها گردد. تحت بارهای 
فشاری حتی ناپایداری الیافها در مقیاس میکروسکوپی aS)‏ اغلب به عنوان ریز کمانش الیاف خوانده 
می شود) به عنوان یک شکست ساز و کار مطرح شده» اگر چه بنا بر مطالعات جدیدتر شکستهای فشاری 
برای مواد م رکب با عملکرد با لا یک شکست مقاومتی شناخته شده است . افزون بر این » مودهای شکست 
می توانند بر یکدیگر تأثیر گذارده و بیش بینی مقاومت را دشوارتر سازند. 

بعضی از فرضهای اساسی که برای ساده سازی تحلیل تنشهای مواد مرکب په کار می رود و طبیعت سه 
بعدی مواد مرکب را به دو بعد کاهش می دهد؛ نیز ممکن است سیب از دست رفتن اطلاعاتی شود که 
برای پیش بینی شکست مهمند . روشن است که صفحات مواد مرکب لایه ای در هر نقطه یک حالت تنش 
سه بعدی دارند . بیشتر مثالهای این اثرات سه بعدی» تنشهای لبه های آزاد» و تتشهای بین لایه ای در قصل 
مشترك پوسته سخت کننده در صفحات سخت شده اند . طراحان باید هنگام رابطه سازی مسأله بهینه سازی 
از این اثرات موضمی آگاه باشند و قیدهای مناسبی را برای در نظر گرفتن این اثرات در نظر بگیرند . 

اگر ادعا شود که بعضی از مسائل مربوط به طراحی در شکست مواد م رکب په خوبی شناخته نشده اند» 
سخنی گزاف نیست . گاهی کمیتهای مقاومتی که برای در نظر گرفتن 93 2 تنش خاصی مورد نیاز است؛ 
در دسترس نیستند . به عنوان مثال» بر اساس تجربه از مصالح فلزی» طراحان اغلب به دنبال یک حد برای 
مقاومت فشاری موادند که پتوانند در مسأله بهینه سازی آن را در نظر بگیرند . می توان گفت که مقاومت 
شکست فشاری یک کمیت به شدت وابسته به مسأله است تا این که وابسته به پارامتر مقاومتی مصالح . در 
بعضی از کاربردها » عدم اطلاع و یا در دسترس نبودن مدلهای پیش بینی برای یک طراحی خاص ‏ ممکن 
است کار طراحی را با مشکل مواچه کند . به عنوان مثال» بر حلاف مصالح فلزی. مواد مرکب در مقابل 
ضربه های با سرعت یابین نیز حساسند . در حال e pale‏ یک مدل پیش بینی که بتواند به طور واقع بینانه ای 
برای طراحی مواد مرکب تحت تأثیر شرایط خرابی ضربه ای استفاده شود وجود ندارد. بعضی از این 
موضوعها هنوز در دست مطالعه اند و تلاش زیادی را در زمینه مکانیک مواد مرکب می طلبند . 

با این مشکلات » طراحان اغلب به سوی توصیه های عملی سوق داده می شوند . به جای استفاده از 
زاویه تک لایه به عنوان متغیر طراحی» طراحان اغلب آنها را در زوایای معمول ۰0 $45 و 90 ثابت در نظر 


می گیرند. حتی اگر بار وارد شده بیشتر در یک جهت خاص باشد. مانند صفحه تحت بارگذاری محوری» 


2 مبانی بهینه سازی سازه ها (فصل ۱۱: طراحی بهیه سازه gla‏ ساخته شده از مواد مرکب جند CY‏ 
وجود تک لایه هایی در غیر امتداد بار باعث افزايش ایمنی برای شرایط باری غیر طراحی. مانند بارهای 
غیرقابل پیش بینی عرضی» می گردد. به منظور حصول اطمینان از حذف نشدن متغیرهای طراحسی 
ضخامت مربوط Sa‏ لایه هایی که بر اساس توصیه های شهودی قرار داده شده اند یا کران بایینی برای 
UT‏ ضخامتها استفاده می شود و یا بارهای اضافی تحریف می شوند . به عنوان مثال. کاربرد درصد معینی از 
بار محوری به عنوان بار برشی به ضخامت غیر صفر لایه های ±45 می انجامد هر چند کران پایین برای آن 
لایه ها صفر باشد . 

انتخاب چیدمان در ماده مرکب نیز از تجرییات شهودی تعیین می شود. به عنوان مثال» استفاده از تک 
لایه های 145 درجه به عنوان لایه های خارجی یک ماده مرکب sla‏ به خاطر تحمل صدسات مفید 
است . توصیه عملی دیگر این است که تعداد تک لایه های متصل OLS‏ بیش از ۴ نباشد . این توصیه 
سبب می شود تنشهای بین تک لایه ھا با جهتهای مختلف کاهش پیدا کند . به منظور برآورده سازی چنین 
قواعد چیدمان» از یک روش تکراری مانند آنچه در مرجع[46] عنوان شده می توان استفاده کرد . اگر 
الگوریتم شاخه و کران با متغیر شناسایی تک لایه استفاده شود این خصوصیت را می توان به سادگی با 
استفاده از معادله (۵ ۳۰ ۱۱۰) اعمال کرد همان گونه که S‏ تشریح شد . 


۱ برای یک ماده مر کب لایه ای تک جهت که تحت اثر تنشهای پکنواخت :۰7 Uy‏ و jl Tey‏ دارد» 
نشان دهید که مقادیر ایستای تابع تثای- هیل ! 


= +(جی- ی‎ QN. or 


با معادلا زیر حاصل می شود 


acos 20 + 510 20 = 0, 








3 
asin 26 — cos 20 = b, 
Ty i Oy — 008-۵." 





1) Tsai and Hill 


بخش ۱۱.۶ :تمرینها ‏ ۶۰۷ 
a < AJY, 3 û=XxX/S, 3‏ 
که X‏ و ۷ مقاومتهای عمودی موازی با جهتهای الیافها و عمود بر آن است و S.‏ مقاومت پرشی است . 
۲ . با استفاده از روش ترسیمی بخش ۰۲ جهت و نسبت ضخامت یک تک لایه متقارن با زاویه متوازن 
AN [CEA Joy /( 460) v0]‏ گرافیت ایو کسی 1300-5208 با بیشترین سختی برشی موثر Gay‏ را به دست 
آورید. ماده مرکب باید شرایط سختی های زیر را نیز دارا باشد : 
.20.3 پوت < 0.1 4 E, > 17.5 10° psi, E,25810 psi,‏ 
خواص مهندسی مصالح 1300-5208 گرافیت اپرکسی و جهتهای اصلی مصالح آن عبارتند از : 
.2028 ورن و E, = 26.25 10° psi, E» = 1.49 10° psi, Giz = 1.04 10° psi,‏ 
۳ نشان دهید یک ماده مرکب شبه ایزوتراپیک ]457+ ,492 ,907 ,13102 می توان با 
]452+ ,457— ,02 ,909[ یک ماتریس واحد D‏ جایگزین کرده» در صورتی که و و( به گونه ای باشند که 
:2 = ۾ + ز (توجه: وم ممکن است غیر صحیح باشند) . 
F‏ برای یک ماده مرکب که از تعداد صحیحی تک لایه با جهتهای -۰0 -30+ ۰ -60+ و 90 درجه 
تشکیل شده و فضای طراحی در شکل Vb‏ ۳۰ ۱۱۰ نشان داده شده 


qo 
wf? 


= 


Se 





شکل ۱۱۰۶.۱ یک صفحه سخت شده توسط پره که تحت تأثیر فشارهای محوری است 


gle ۸‏ بهینه سازی سازه‌ها (فصل ۱۱: طراحی dings‏ سازه های ساخته شده از مواد مرکب چند لایه) 

الف) شکل را با قرار دادن چیدمان لایه ها در نزدیکترین نقطه طراحی گسسته مناسب در شکل کامل کنید . 

ب) اگر ماده م رکب بخواهد ضریب پواسان Vay‏ بز رگتر از 0.3 داشته باشد » چیدمانی را که مدول 
عرضی By‏ را ماکزیمم می سازد به دست آورید . 

۵ لایه بوسته یک صفحه با تکیه گاه ساده که با پرده سخت شده در شکل ۱ ۶۰ ۱۱۰ نشان داده شده 
که ساختاری [45n],‏ دارد و سخت کننده ها از لایه های تک جهته ساخته شده اند . سختی چسبی طولی ع 
را که می توان برای محاسبات بار کمانش فراگیر جدول ۱ ۳۰ ۱۱۰ استفاده کرد به دست آورید. با فرض 
این که ضخامت تک لایه ها متغیرهای بیوسته اند» طراحی با وزن مینیمم را برای فشار محوری 
N, = 10000 / ۸‏ به دست آورید . تنها قیود کمانش را در نظر بگیرید . 
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انحراف offset‏ 
انرژی ویژه specific energy‏ 
انعکاس reflection‏ 
انقباض contraction‏ 
ایجاد اختلال کردن - تغییرات کوچک perturb‏ 
ایستا stationary‏ 

- 
پارحد limit load‏ 
پار مجازی و pseudo load wld‏ 
بار نهایی ultimate load‏ 
ہار فروریختگی collapse load‏ 
بالجه" کنترلی هرابیما aileron‏ 
بخش domain‏ 
پردار الحاقی adjoint vector‏ 
بردار جفت کننده coupling vector‏ 
magnitude "37‏ 
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الف 
آثروالاستیک aeroelastic‏ 
آزمون و حطا trial and error‏ 
ابتدایی primal‏ 
random AU‏ 
احتمالاتی probabilistic‏ 
اصل gle‏ لایقترین survival of the fittest‏ 
اضافی subsidiary‏ 
اعوجاج distortion‏ 
افراز partition‏ 
اکسترمم extermun‏ 
اکسترمم سازی extermization‏ 
الحاقی- مجاورتی adjoint‏ 
الگوریتم ژنتیکی genetic algorithm‏ 
الگوریتم شاخه و OUS‏ 

branch and bound algorithm 
fiber الیاف‎ 
expansion bls! 


transformation 


dete 


تبدیل دوباره مقیاس بندی شده" تصویری 


Projective rescaling transformation 


decomposition 
cumulative 
transpose 


decision making 


thermal equilibrium 


تجزیه ای 
تجمعی 
ترانهاده 
تصمیم سازی 
تعادل حرارتی 


overall finite difference تفاضل محدود کلی‎ 


crossover 
discretized 
univariate 
unimodal 
iterative 
periodic 
steepest descent 
robust 


reproduction 


dislocation 
backtracking 
back-substitution 
line-search 
univariate search 


eigen pairs 


تقاطع 

تقسیم بندی شده 
تک تغیبری 

تک حالتی 
تکراری 

تتاوبی 


تندترین کاهش 


جای گذاری er‏ 
جایگذاری پسین 


جست وجوی خطی 


جست و جوی یک تغییری 


جفتهای ویژه 


۴ مبانی dings‏ سازی سازه ها 
به انتها رسیده fathom‏ 
بهره برداری از لاغری ماتریسها 


exploiting sparsity 


بهنگام update‏ 
بهنگامهای رتبه یک rank-one updates‏ 
بهینه سازی چند سطحی 

multilevel optimization 
bit string بیت رشته‎ 
absurdity بیهرده‎ 
w 
transition parameter بارامتر انتقال‎ 


بارامتر وسعت بخشیدن گام 
step expansion parameter‏ 


double- dogleg 


پاسگی دو برابر 


conservative b 
constraint qualification AS بذیرش‎ 
post-tensioned پس-کششی‎ 
postbuckling پس کمانش‎ 
plastic ( JS A پلاستیک(خمیری‎ 
plane-tapered پله ای صفحه ای‎ 
envelope پوش‎ 

ت 
تابلو- جدول tableau‏ 
تثوری گراف graph theory‏ 


واژه‌نامه فارسی- انگلیسی ‏ ۵ ۶۱ 


دامنه amplitude‏ 
درجه دوم quadratic‏ 
دروئیابی interpolation‏ 
درونیایی درجه سه cubic interpolation‏ 
exact d»‏ 
دوبخشی bisection‏ 
دوتایی binary‏ 
دور و محیط perimeter‏ 
دوگان dual‏ 
دهانه" ساختمان bay‏ 
P‏ 

رتبه rank‏ 
رشته های کروموزوم chromosom strings‏ 
روش تغییرمکان مودی 


mode displacement method 
substitution method روش جایگذاری‎ 
روش شتاب مودی‎ 


mode acceleration method 


fixed mode approach eub رویکرد مود‎ 
microstructure ریز ساختار‎ 

j 
acute angle زاویه" حاده‎ 
obtuse angle زاویه" منفر جه‎ 
redundancy زاید‎ 


جنشی- سینماتیک kinematics‏ 
جواب دفیق exact solution‏ 
جهش گاه به گاه occasional mutation‏ 
€ 

roulette wheel چرخ رولت‎ 
ductile چکشخوار‎ 
multidisciplinary چندمنظوره ای‎ 
c 

steady-state bb حالت‎ 
bound das 
safeguarded حفاظت شده‎ 
domain حوزه‎ 
c 

5 شدن- له شدن crush‏ 
خطا( تلرانس)۰ تحمل (رواداری) tolerance‏ 
Glas‏ برش truncation error‏ 
خمیدگی camber‏ 
خمیده (استخوان دنده) rib‏ 
خود لغو شونده self canceling‏ 
è‏ 


دارای حواص یکسان در سه جهت متعامد- 


orthotropic اورتوتراپیک‎ 


mode shape 


intuitive 


صفحات مرکب لایه ای 


laminated composite plates 


closed from 


cross product 


Lagrange multiplier 


fully stressed desing 
practical design 


move distance 


dummy 


generic 

thrust 
factorization 

load scaling factor 


condition number 


صورت کامل- حل دقیق 


ve 
ضرب برداری‎ 


BUSY ضربگر‎ 


e 
طراحی تمام تنیده‎ 
طراحی کاربردی‎ 


طول حر کت 


ظاهری 


عامل جلوپرنده 
عامل گیری 
عامل مقیاس بندی بار 


عدد شرطی 


۶ مبانی بهینه سازی سازه‌ها 

زمان بندی scheduling‏ 
زمان بندی سرد شدن cooling schedule‏ 
زیادی surplus‏ 
زیر جهت ده subordinate‏ 
j‏ 
ژوردوزی hemstitching‏ 
س 
ساختار configuration‏ 
سازوکار mechanism‏ 
سازوکار مایل (با حرکت جانبی) 

sway mechanism 
skeletal structure سازه اسکلتی‎ 
substructure سازه زیر مجموعه‎ 
ground structure سازه بایه‎ 


سرد شدن تدریجی شبیه سازی شده (نابکاری 


شبیه سازی شده) 

simulated annealing 
series صری ھا‎ 
push-off سوق دهنده‎ 
undamped system سیستم نامیرا‎ 
T. 
niche Ub شانس‎ 
lattice شبکه‎ 


واژه نامه فارسی- انگلیسی ‏ ۶۱۷ 


کاهش deflation‏ 
کاهش shrinkage‏ 
کشش سطحی traction‏ 
کمبود slack‏ 
کمترین مربعات least squares‏ 
کمکی auxiliary‏ 
کمی اضافه وزن داشتن lightly- redundancy‏ 
کهاد minor‏ 

J 
ply لاه - تا‎ 
flutter لرزشی‎ 

P 
projection matrix BPD ماتریس‎ 
non- sparse matrix ماتریس غیرلاغر‎ 
nested متداخل- تودرتو‎ 
slack variable متغیر کمبود‎ 
variable metric متغیر متریک‎ 
intervening variable متغیرهای مانع‎ 
adjoint مجاورتی‎ 
state of the art مدرن و پیشرفته‎ 
second order مرتبه" دوم‎ 
first order مرتبه" اول‎ 
Q- conjucate Q مزدوج‎ 


directional derivative مختی‌سوتن‎ 


passive member 


structural performance 


dominance 


gap 

overdetermined 
coordination process 
extreme 


extrema 


فا له نهی 
فرامعین 
فرایند جهت دهی 


فرین 


فرین ها- اکسترهم ها 


فن گرادیان مزدوج دوباره شروع شده 


restarted conjugate gradient technique 


transcendental 


superlinear 


portal frames 
compliance 
chord 


envelope constrain 


فوق العاده 
فوق خطی 


à 


قابهای سردر 


ut p موافقت- وادادگی»‎ T» 


قوس -زه 


فیدیوش 


ك 


Suls‏ ارتجاعی- خمیری 


elastic- perfectly plastic 


bifurcation point 
stationary point 
saddle point 
regular point 
increment 


flow chart 


inversion 


analogy 
isotropic 


smooth 


flat 


monotonic 


۶۸ مبانی dings‏ سازی سازه‌ها 


مصنوعی artificial‏ 
مقدار برش cutting value‏ 
مقطع (بر شی از سطح کریستال) facet‏ 
مقیاس بزرگ large- scale‏ 
مکملی complementarily‏ 
منفرد singular‏ 
مرضعی- ارتجالی ad-hoc‏ 
میدان تغیبرمکان قابل قبول 

legitimate displacement field 
illegitimate field میدان غیرقابل قبول‎ 
e 
spatial discontinuities — ناییوستگی فضایی‎ 
inconsistent ناسا زگار‎ 
nonsingular نامنفرد‎ 
Euclidean norm نرم اقلیدسی‎ 


نسبت ابعاد- نسبت ظاهر aspect ratio‏ 


نقب زنی tunneling‏ 





A 
absurdity 
acute angle 
ad-hoc 
adjoint 
adjoint vector 
aeroelastic 
aileron 
amplitude 
analogy 
artificial 
aspect ratio 


auxiliary 


B 


back-substitution 


backtracking 


bay 


بیهوده 

زاویه" حاده 
موضعی- ارتجالی 
الحاتی- مجاورتی 
بردار الحاقی 
آثروالاستیک 


بالچه" کنترلی هراییما 


دامنه 


واژه نامه انگلیسی - فارسی 


bifurcation point 4L نقطه‎ 
binary دوتایی‎ 
bisection دوبخشی‎ 
bit string بیت رشته‎ 
bound do 


branch and bound algorithm 


الگوریتم شاخه و OLS‏ 

C 
camber خمیدگی‎ 
chord قوس - زه‎ 
chromosom strings رشته های کروموزوم‎ 


closed form o3» صورت کامل- حل‎ 


بار فروریختگی 


complementarily مکملی‎ 


collapse load 


قبول» موافقت- وادادگی» نرمی compliance‏ 
عدد شرطی condition number‏ 


configuration ساختار‎ 


conservative 
constraint qualification 
contraction 

colling schedule 
coordination process 
coupling vector 
cross product 
crossover 

crush 

crystalline 

cubic interpolation 
cumulative 


cutting value 


D 


decision making 
decomposition 
deflation 
directional derivative 
discretized 
dislocation 
distortion 
domain 
dominance 
double-dogleg 
dual 


پایستار 

پذیرش قید 

انقباض 

زمانبندی سرد شدن 
فرایند جهت دهی 
بردار جفت کننده 
ضرب برداری 
تقاطع 

خرد شدن- له شدن 
بلوری 


دروئیابی درجه سه 


تجمعی 


مقدار برش 


gle ۰‏ بهینه سازی سازه‌ها 


ductile چکشخوار‎ 
dummy ظاهری‎ 
E 

eigen pairs جفتهای ویده‎ 


elastic-perfectly plastic 


کاملاً ارتجاعی- خمیری 


envelope . پوش‎ 
envelope constrain قید پوش‎ 
Euclidean norm نرم اقلیدسی‎ 
exact دفیق‎ 
` exact solution جواب دقیق‎ 
expansion PLI 


exploiting sparsity 


بهره‌برداری از لاغری ماتریسها 


اکسترمم extermization Ty‏ 
اکسترمم extermum‏ 
فرین ها اکسترمم ها extrema‏ 
فرین extreme‏ 
۳ 

مقطم (برشی از سطح کریستال) facet‏ 
عامل گیری factorization‏ 
به انتها رسیده fathom‏ 
الیاف fiber‏ 


first order مرتبه" اول‎ 


واژه نامه انگلیسی-فارسی 1 Pr‏ 


fixed mode approach 


flat 
flow chart 


flutter 


fully stressed design 


G 

gap 

generic 

genetic algorithm 
graph theory 


ground structure 


H 


hemstitching 


I 

illegitimate field 
inconsistent 
increment 


interpolation 


intervening variable 


intuitive 
inversion 
isotropic 


iterative 


رویکرد مود ثابت 
یکدست 


نمودار جریانی 


لرزشی 
طراحی تمام تنیده 


زوردوزی 


میدان غیرقابل قبول 
ناسا زگار 

نمو 

درونیابی 

متفیرهای مانم 
شهودی 

واژگونگی- وارونگی 
همسانگرد 

تکراری 


K 
kinematics 


L 


Lagrange multiplier ضربگر لا گرانژ‎ 
laminated composite plates 


ola’ eS a صفحات‎ 


large- scale مقیاس بزرگ‎ 
lattice شبکه‎ 
least square کمترین مربعات‎ 
legitimate displacement field 

میدان تغییرمکان قابل قبول 
کمی اضافه وزن داشتن lightly- redundancy‏ 
بارحد limit load‏ 
جست و جویی خحطی line- search‏ 
عامل مقیاس بندی پار load scaling factor‏ 
M‏ 
بزرگی magnitude‏ 
ساز و کار mechanism‏ 
ریز ساختار microstructure‏ 
کهاد minor‏ 


mode acceleration method روش شتاب مودی‎ 


mode displacement method 


روش تغییرمکان ^ $2( 
شکل مود mode shape‏ 
یکلوانحت monotonic‏ 


طول حرکت move distance‏ 
چند منظوره ای multidisciplinary‏ 


بهینه سازی جند سطحی multilevel optimization‏ 


N 

متداخل- تو در تو nested‏ 
شانس niche Ly‏ 
ماتریس غیرلاغر non- sparse matrix‏ 
تامنفرد nonsingular‏ 
0 

زاویه" منفر obtuse angle dom‏ 
جهش گاه به گاه occasional mutation‏ 
انحراف offset‏ 


orthotropic 
دارای خواص یکسان در سه جهت متعامد-‎ 


overall finite difference — | s تفاضل محدود‎ 


overdetermined فرامعین‎ 
۳ 

partition افراز‎ 
passive member عضو غیرفعال‎ 
perimeter la دورو‎ 
periodic تناوبی‎ 


ایجاد اختلال کردن- تغییرات perturb Som SF‏ 


۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها 


plane- tapered 
plastic 

ply 

portal frames 
post- tensioned 
postbuckling 
practical design 
primal 


probabilistic 


projection matrix 


پله ای صفحه ای 


پلاستیک (خمیری شکل) 


لایه- تا 

قابهای سردر 
پس- کششی 
پس کمانش 
طراحی کاربردی 
ابتدایی 
احتمالاتی 


ماتریس تصویر 


projective rescaling transformation 


تبدیل دوباره مقپاس بندی شده تصویری 


pseudo load 


push-off 


Q 


Q-conjucate 


quadratic 


R 

random 

rank 

rank-one updates 
redundancy 
reflection 


regular point 


بار مجازی و کاذب 


سوق دهنده 


Q مزدوج‎ 


درسجه؛ د 
رجه دوم 


۶۳۲۳ امه انگلیسی-فارسی‎ edly 
reproduction تولیدمثل‎ 
restarted cojugate gradient technique 


فن گرادیان مزدوج دوباره شروع شده 


خمیده (استخوان 6459( rib‏ 
توانمند robust‏ 
چرخ رولت roulette wheel‏ 

S 
saddle point نقطه" زینی‎ 
safeguarded حفاظت شده‎ 
scheduling زمان بندی‎ 
second order مرتبه" دوم‎ 
self canceling خود لغوشونده‎ 
series مری‌ها‎ 
shrinkage کاهش‎ 


simulated annealing 


سرد شدل تدریجی شده (تابکاری شبیه سازی شده) 


singular منفرد‎ 
skeletal structure سازه اسکلتی‎ 
slack کمبود‎ 
slack variable متغیر کمبود‎ 
smooth هموار‎ 
spatial discontinuities ستگی فضایی‎ Jë 
specific energy انرژی ویهه‎ 
statc of the art مدرن و بیشرفته‎ 
stationary ایستا‎ 


steady-state UL حالت‎ 
steepest descent تندترین کاهش‎ 
step expansion parameter 
پارامتر وسعت بخشیدن گام‎ 

عملکرد سازه ای structural performance‏ 
زیرجهت ده subordinate‏ 
اضافی subsidiary‏ 
روش جایگذاری substitution method‏ 
سازه زیر مجمو عه substructure‏ 
فوق superlinear sar‏ 
زیادی surplus‏ 
اصل بقای لایقترین survival of the fittest‏ 
sway mechanism‏ 

سازه و کار مایل(با حرکت جانی) 
1 
تابلو- جدول tableau‏ 
Jala‏ حرارتی thermal equilibrium‏ 
عامل جلوبرنده thrust‏ 
خطا (تلرانس)» تحمل (رواداری) tolerance‏ 
کشش سطحی traction‏ 
فوق transcendental voles]‏ 
تبدیل transformation‏ 
بارامتر انتقال transition parameter‏ 
ترانهاده transpose‏ 


trial and error آزمون و خحطا‎ 


truncation error 


tunneling 


U 
ultimate load 
undamped system 


unimodal 


۶۴ مبانی بهینه سازی سازه‌ها 
تک تغییری univariate‏ 


جست وجوی یک تغییری univariate search‏ 


update بهنگام‎ 


V 


variable metric متغیر متریک‎ 


الگوریتمهای شبه نیوتن یا متغیر متریک ۱۸۸ 
انبساط ۱۷۰ 

اندازه گام ۳۳۶ 

انرژی پتانسیل مینیمم ۷۷ 
انرژی داخلی ذخیره شده VP‏ 
انرزی کرنشی ارتجاعی ویژه VV‏ 
انعکاس ۱۷۰ 

انقباض ۱۷۰ 

۵٩۹۲ ۰۵۴۸ اورترتراییک‎ 

اولر - برنولی ۰۸۶ ۴۰۱ 
اولر لاگرانة ۵۲ 

ایزوتراییک ۶۰۴ 


ایمنی ۱۰۵ 


اب 

بار بحرانی ۲۰۹ 

بار حدی کمانش YYY‏ 
بار فرو ریختگی ۱۰۳ 
بار کمانشی ۴۳۴ 

۱۱۴ ۰۱۱۲ ul ہار‎ 


بار حد ۱۰۳ 


الف 

آثروالاستیک ۳۸۰ 

اجزای ایزوبارامتریک ۴۴۵ 

آرامید اپ رکسی ۵۷۱ 

ارتعاشات نامیرا ۳۷۲ 

ارتعاشات هارمونیک آزاد ۴۳۲ 

از نظر ایستایی معین ۰۷۰۰۴۵ ۰۱۵۴۰۱۱۶ 
YAY‏ ۳۰۷ ۴۶۴ 

V? بقای آنرزی‎ bel 

اکسترومم ۰۵۱ ۶۰ 

اکسترومم سازی ۱۰۱ 

الگوریتم دی اف پی ۱۷۳ 

الگوریتم ژنتیکی ۰۱۹۹ ۰۲۰۴ ۵۹۰ 


الگوریتم o pea‏ شدن تدریجی شبیه سازی شده ۰۱۹۹ 


۹۰ 

الگوریتم سیمپلکس ۱۳۹ 

الگوریتم شاخه و کران ۱۴۱ 6 ۵ ۶۰۶ 
الگوریتم کارمارکار ۱۳۹ 

الگوریتم گرادیان مزدوج فلتچر -ریوز VAY‏ 
الگوریتم متروپلیس ۲۰۰ 


الگوریتمهای جست وجوی چند متغیره ۲۰۴ 


برنامه پارس (PARS)‏ ۳۲۰ 

برنامه" پراس (PROSSS)‏ ۳۲۰ 

برنامه" تی اس او (TSO)‏ ۳۲۰ ۶۰۲ 
“ub,‏ دات (DOT)‏ ۳۲۱ 

بر نامه" داك (DOC)‏ ۳۲۱ 

برنامه" دی ساپ (SESAP)‏ ۳۲۰ 

برنامه ژنسیس (GENESIS)‏ ۳۲۱ 

برنامه" شیپ (SHAPE)‏ ۳۲۱ 

پرنامه" نستاپ (FASSTOP)‏ ۳۲۰ 

برنامه" کان مین (CONMIN)‏ ۲۴۷ ۰ ۳۲۰ 
برنامه ا وپتيمم (OPTIMUM)‏ ۳۲۰ 

پرنامه" نسترن (NASTRAN)‏ ۳۲۱ 

۳۲۱ (NISAOPT) cul برنامه" نیسا‎ 

برنامه نیسای دو (NISAH)‏ ۳۲۱ 

برنامه" واسپ (WASP)‏ ۳۲۰ 

پرنامه ریزی خطی YA‏ ۱۰۱ 

برنامه‌ریزی خطی به شکل استاندارد ۱۲۳ 
برنامه ریزی خطی عدد صحیح ۰۱۴۴ ۵۸۱ 
برنامه ریزی خطی عدد صحیح مخلوط ۱۴۵ 
برنامه ریزی درجه دوم دنباله‌ای ۲۶۹ 

برنامه لیندو ۵۸۴ 

برنامه ریزی uas‏ دنباله ای ۰۱۰۲ ۰۲۷۹ ۳۰۳ 
برنامه ریزی حطی oe‏ دنباله ای ۵٩۰‏ 
برنامه ریزی ریاضی ۴۶۵ 

برون ابوکسی ۵۷۱ 

۳۷۲ یابی خطی‎ Oy» 

بزرگی مشتق ۳۴۳ 

بسامد ارتعاشی ۴۳۳ 


ile ۶۴۶‏ بهینه سازی سازه‌ها 
بارهای حدی 4 ۳۵ 
بارهای حرارتی ۳۶۱ 
بارهای فرو ریختگی ۵۳۳ 
بارهای مرده و زنده ۱۱۴ 
باز توزیم مصالح ۲۹۶ 
بازه" عدم اطمینان NFO‏ ۱۶۸ 
بال هواپیما ۵۳۹ 
بتن پیش تنیده ۱۱۴ 
بردار الحاقی ۰۳۵۹ ۳۹۴ 
بردار گرادیان ۴۴ 
بردار ویژه ۰۳۶۲ ۳۶۸ 
برنامه اپتیمم (OPTIMUM)‏ ۳۲۰ 
برنامه" اجزای محدود ۲۷۷ 
برنامه" اس یو ام تی جدید (NEWSUMT)‏ ۳۲۲ 
پرنامه اسپار (SPAR)‏ ۳۲۰ 
برنامه" استارز (STARS)‏ ۳۲۰ 
برنامه آستراس (ASTROS)‏ ۳۲۱ 
برنامه" استرویت (STROPT)‏ ۳۲۱ 
“aol‏ اکسس (ACCESS)‏ ۳۲۰ 
برنامه" اوپ (OPTSTAT) za‏ ۳۲۰ 
برنامه" اوپت (OPT)‏ ۳۲۲ 
پرنامه" اوپت سیس (OPTSYS)‏ ۳۲۱ 
برنامه' cu sl‏ کومپ (OPTCOMP)‏ ۳۲۰ 
برنامه" ای | ال (EAL)‏ ۳۲۰ 
برنامه" ای اس اوپ (ASOP)‏ ۳۲۰ 
برنامه" ای دی اس PYA (ADS)‏ ۶۰۴ 
برنامه" آی دیاس (IDEAS)‏ ۳۲۱ 
برنامه" ای دیزاین (IDESIGN)‏ ۳۲۲ 


۶۳۲۷ «al 
۲۹۴ پاسخ ایستایی خطی‎ 
۴۲۸ پاسخ پیش کمانش‎ 
۳۸۲ پاسخ گذرا‎ 
۴۶ پایداری‎ 
۵۶۵ پایداری ارتجاعی‎ 
۳۶۱ پایستار‎ 
۵۵۷ پخ‎ 
۶۰۱ پس کمانش‎ 
۱۰۵ پلاستیسیته‎ 
۵۲۳۴ پهنای نوار قطری‎ 
بیش کمانشی۴۳۵‎ 


- 
تابع پوش ۵۳۲ 

۱۶۱ تک حالتی‎ ali 

۵۷۷ جریمه‎ ali 

تابع جریمه برداری OY‏ 

۵۲۹ ۰۲۷۵ ۰ ۲۵۵ ۰۲۵۱ جریمه خارجی‎ wll 
۳۲۰ ۰ ۲۷۵ ۰ ۲۶۰ ۰ ۲۵۵ تام جریمه داخلی‎ 
۲۶۳ ۰۲۶۰ ad تابعم جریمه داخلی گسترش‎ 
۲۵۷ تابم جریمه داخلی گسترش یافته درجه دوم‎ 
۲۵۶ تابع جریمه داخلی لگاریتمی‎ 

تابح جریمه وارون ۲۵۶ 

تابع دیراك ۳۸۷ 

تابع گرین ۳۸۸ ۰ ۰۳۹۰ ۳۹۷ 

تابع گشتاور ماند تیر ۶۲ 

۲۲۸ SUSY ab 


تابع لاگرانژین افزایش یافته ۲۶۶ 


بسامد طبیعی ۳۶۶ 

بسامدهای اصلی ۰۸۸ ٩۵‏ 
بسامدهای طبیعی ۴۳۴ 

بسته های نرم افزاری بهینه سازی ۳۱۹ 
بسط بینم ۴۹۶ 

بهنگام برویدن ۱۸۹ 

بهنگام های رتبه" دو ۱۸۹ 

بهنگام های رتبه" یک ۱۸۹ 

بهین فراگیر ۰۸۵ ۵٩۹۰‏ 

بهین محلی ۰۷۵ ۵٩۹۰۰۸۵‏ 

۲۳ سازی ادج ورث پارتو‎ se 
۵۳۶ ۰۳۱۶ بهینه سازی اندازه‎ 

بهینه سازی پارامتر ۱۹ 

بهینه سازی متداخحل ۴۶۹ 

بهینه سازی تقریبی دنباله ای ۲۷۷ 
بهینه سازی تقریبی غیر خطی دنباله ای ۳۱۳ 
بهینه سازی چند معیاری ۲۲ ۰ ۲۴ 
بهینه سازی دو سطحی ۵۱۲ 

بهینه سازی ساختار ۰۳۱۶ ۰۳۱۸ ۵۳۵ 
بهینه سازی شکل ۰۲۷۹ ۳۱۶ 

بهینه سازی کمانش ترسیمی OFA‏ 
بهینه سازی مقید ۲۱۵ 


بهینه سازی نامقید ۱۵۷ 


v 

پارامتر بار بحرانی ۸۳ 

بارامتر مسیر fY.‏ 

YYO FFA پارامترسازی دامنه‎ 


تقاطع ۲۰۴ 


تقاطع دو نقطه ای ۲۰۷ 
تقاطعهای جند نقطه ای ۲۰۷ 
تقریب پوش شکست ۵۵۹٩‏ 
تقریب az‏ ۲۴۱ ۰ ۲۷۸ 
تقریب در ax‏ دو VAY‏ 

تقریب دو جمله ای ٩۳‏ 
تقریب دو نقطه ای ۲۹۲ 
تقریب دی ای بی Y* Y‏ 
تقریب محافظه کارانه VAY‏ 
تقریب مودال ۳۸۸ 

تقریب هسیان ۱۸۸ 

تقریب وارون ۰۲۸۳ ۰۳۱۵ ۰۴۷۸۰۳۲۸ YAN‏ 
تقریبهای صریح ۲۷۸ 
تقریبهای عام ۲۸۰ 

تقریبهای فراگیر ۰۲۸۰ ۲۹۰ 
تقریبهای کاهشی ۳۸۸ 
تقریبهای محلی ۰۲۷۸ ۰۲۸۰ ۳۱۴ 
تقریبهای مرتبه اول ۴۷۸ 
تقریبهای میانه ۲۹۲ 

تمام تنیده ۴۵ 

تندترین کاهش ۱۷۹ 

تنش غشایی ۴۶۵ 

۲۶۲ جریمه گسسته‎ pul 
YY توابع هدف چندگانه‎ 
۶۳ cep توزیع ات‎ 
۲۰۴ تولید مثل‎ 


تیر اولر - برنولی ٩۳‏ 


FTA‏ مبانی بهینه سازی سازه ها 
تابع محدب ۲۲۵ 
تابع هدف ۲۲ 
تابع هدف افزايش ail‏ ۲۶۲ 
تابعی ۰۵۰ ۶۰ 
تابعی انرژی پتانسیل ۵۳ 
تابلو سیمیلکس ۱۳۹ 
تانسور عمومی تنش ۴۰۴ 
تبدیل دوباره مقیاس بندی شده تصویری ۱۴۳ 
تبدیل مختصات ۱۴۲ 
تجزیه ۰۸۵۱۱ ۵۱۳ 
تحلب ۴۶۹ 
تحدب تابع VO‏ 
تحلیل آثروالاستیکی ۵۳۹ 
تحلیل ایستایی ۴۱۹ 
تحلیل ایستایی خطی ۲۰۳ 
تحلیل حد ۰۱۰۳ ۱۰۶ 
تحلیل و طراحی همزمان CY‏ ۰۵۱۲ ۵۳۳ 
ترازهای تابع هدف ۱۲۱ 
ترتیب چیدمان برای طراحی کمانش ۵۸۲ 
ترتیب چیدمان aay‏ ۵۷۳ 
ترتیب چیدمان لایه های مواد مرکب ۵۴۷ 
تعادل حرارتی ۲۰۱ 
تغیبرات کوچک۰ ۵ 
تفاضل محدود کلی (OFD)‏ ۴۵۷ 
تفاضل پیش رو ۰۱۹۶ ۰۳۳۶ ۳۵۳ 
تفاضل محدود ۱۹۶ ۰ ۰۳۳۵ ۴۳۱۰۳۵۳ ۰ ۰۵۲۱ 
Ory‏ 


تفاضل مرکزی YY?‏ 


نمایه ۶۳٩‏ 
جواب oU ys‏ ۱۳۴ 
جواب یگانه ۱۲۴ 


جوابهای سری ٩۰‏ 


€ 
چرخه‌ای نقطه ثابت OF:‏ 
چگالی انرژی کرنشی ۲۶۶ 


چند رجهی محدب ۱۲۲ 


C 

حالت تباهیده ۱۲۲ 

حدود حرکت YYA‏ ۳۰۳ 

حساب تغییراتی ۱۹ ۰ ۰۴۳ ۰۵۰ ۶۰ ٩۳‏ 
حساسیت جواب بهین ۲۳۳ 

حساسیت شکل ایستایی ۴۴۱ 


حل ترسیمی ۱۰۷ ۱۳۹۰۰ 


t 

خارج قسمت ریلی APAP: VA‏ 

خحاصیت پایانی درجه دوم ۱۷۴ 

خرپای بیست و پنج میله ای ۳۲۴ 

۱۰۸ csl alo پنج‎ sh > 

۰ ۲۳۹۰ ۲۴۳ ۰ ۲۲۵ ۰ ۱۱۹ چهار میله ای‎ Gh > 
Povo YYA 

sh >‏ ده میله ای ۲۰۳ ۰ ۳۱۴ ۰ ۳۲۲ 

sh >‏ دو میله‌ ای ۲۶۴ ۰ PYA‏ ۴۷۳ 


YAO ۲ FL YAG ۲۳ سه میله‌ای‎ sh > 


تیر بتنی پیش تنیده ۱۵۲ 
تیر پله ای صفحه ای ۶۲ 
تیر مستطیلی ۲۵ 

تیر یکسر گیردار ۱۷۵ 
تیر پس -تنشی ۱۱۵ 
تیرهای ۸٩ Gla‏ 


ثابت بولتزمن ۲۰۰ 


t 

جا به جایی پذیر ۴۴۴ 

جست و جوی استمالاتی ۰۱۹۸ ۵۹۰ 
جست و جوی بخش طلایی ۱۶۳ ۰ ۱۶۸ 
جست و جوی تک تغیبری ۱۷۴ 
جست وجوی gat‏ یک بعدی ۳۳ 
جست وجوی فیبوناچی ۱۶۱ 

جست وجوی یک بعدی ۲۴۲ 

جفت شده ۵۴۰ 

جمعیت ۲۰۶ 

جمله جریمه ۲۶۲ 

جهت حرکت ۱۴۰ 

جهت دهی ۵۲۶ 

جهت قابل استفاده ۲۲۱ 

جهت مزدوج پاول ۱۶۸ 

جهتهای جست و جو ۳۰۳ 

جهتهای مزدوج Q‏ ۱۷۳ 

جهش ۲۰۴ 

جهشهای گاه به گاه ۲۰۴ 

جواب اصلی ۱۲۴ 


E rosis زی‎ 

رشته های بیتی ۲۰۵ 

رشته های کروموزومی ۲۰۳ 

۵۳۵ goog Cale, 

رهیافت رویه پاسخ ۲۹۰ 

رهیافت کمترین مربعات ۲۳۰ 

رواداری c YOY‏ ۰۲۶۳ ۰۳۰۶ ۳۴۰ 
روش الحاقی ۰۳۴۷ ۰۳۸۰ ۳۹۷ 
روش بار ظاهری ۳۴۷ 

روش بار مجازی ۵۷ 

روش بهبود یافته باول ۱۷۴ 

روش «ue‏ سازی تودرتو ۵۲۶ 

روش تحلیل و طراحی همزمان ۳۵ 
روش تصویر گرادیان ۰۳۳ ۰۲۳۶ ۰۲۷۴ FAA‏ 
روش تغییر مکان مودی VAY‏ 

روش تندترین کاهش ۲۴۰ 

روش جهتهای قابل قبول ۲۴۶ 

روش جهذیای مزدوج - پاول ۱۷۳ « ۰۷۶ ۱۷۸ 
روش حالت شکست همزمان ۴۶۶ 
روش حجم کنترل ۴۴۱ 

روش حذف متغیر OF‏ 

روش درون یابی درجه سوم دیویدان ۱۶۵ 
روش دو بخشی ۱۶۵ 

روش دوگان ۴۹۰ 

روش زوتندیک ۱۰۲ 

روش سیمیلکس ۱۰۲ ۰ ۱۳۵ 

روش شبه نیوتن ۰۱۹۴ ۰۲۵۹ ۲۶۱ 


روش شتاب مودی ۳۹۵ 


۰ مبانی بهینه سازی سازه‌ها 

۰0۵۱۶ ۰۴۹۸ ۰ ۴۷۳ ۰ ۴۲۹ FAO 
AFF AFI ۸ 

خرپای هفتاد و دو میله ای ۳۲۵ 

خحزش ۱۱۴ 

خطای برش ۳۳۶ 

خطای تقریب ۳۰۶ 

خطای شرطی ۳۳۷ 

خطای قطع کردن ۱۹۶ 

حطای گرد کردن ۰۱۹۶ ۳۳۷ 

حطای نسبی ۰۳۴۵ TOA‏ 


>] 

درخت تصمیم شاخه و OUS‏ ۱۴۸ 
درحت شمارش ۱۴۶ 

درون gh‏ چند جمله ای حفاظت شده ۱۶۸ 
درون gh‏ درجه دوم ۱۵۹ ۰ ۱۶۷ 
درگان SIG‏ ۵۰۶ 

دوگانی ۴۵۹ 

دینامیک سازه های خطی ۳۹۱ 

3 

رابطه" بهنگام دی اف پی ۱۹۰ 

رابطه" بی اف جی اس ۱۹۰ 

رابطه" شبه نیوتن ۱۸۸ 

رابطه بهنگام دیویدان - فلتچر- پاول ۱۹۰ 
رابطه سازی استاندارد ۲۷ 

رس مجموعه قید ۳۰۷ 

راهبرد پاسگی دو پرابر ۱۹۸ 


راهبرد سی پی آر ۱۹۷ 


$T! xL 


زنجیر ۵۴ 


^ 


P} 
۵۴۱ , ۵۴۰ ,۵۳۹ › OYY ۰ POA ژاکویین‎ 


ژاکوبین اولری ۴۴۶ 


س 

ساختار درخت باریک ۵۱۲ 
ساختار درخت بهن ۵۱۱ 

ساز و کار ترکیبی ۱۱۳ 

ساز و کار تیر ۱۱۳ 

ساز و کار فرو ریختگی ۱۱۳ ۰ VOY‏ 
ساز و کار مایل ۱۱۳ 

سازه پایه ۳۱۸ 

سازه تانژانتی ۴۴۰ 

سازه دو میله ای ۴۶۲ 

سازه مجاورتی ۴۲۲ 

سازه‌های اسکلتی ۳۱۶ 
سازه‌های تلفیفی ۳۲۰ 
ستونهای اولر- برنولی ۷۸ ۰ AY‏ 
سخت کننده ها ۵٩۲‏ 


روش فن جست و جوی یک تغییری ۱۵۸ 
روش کاهش مودال ۳۹۲ 

روش گلرکین ۵۶۶ 

روش گوس- نیوتن ۲۶۰ 

روش لاگرانژی تصویر شده پاول ۲۷۰ 
روش مجاورتی ۰۴۱۰ ۰۴۲۲ ۴۳۲ ۴۳۹ 
روش محصور کردن NOV‏ 

روش مرتبه" دوم دیویدان ‏ فلتچر - Job‏ ۱۷۳ 
روش مرتبه دوم ۱۶۷ 

روش مقید مودال ۳۶۳ 

روش مودال بهبود یافته ۳۹۴ 


روش نیمه تحلیلی ۳۵۳ 


e FAY ۰۴۸۰ ۰۳۵۹ ۰۲۶۰ ۰ VAY Crist روش‎ 


OF OFF AYY 

روشهای تابع جریمه ۲۵۰ 

روشهای تحلیل تقریبی ۳۰۳ 
روشهای تغییراتی ۴۳ 

روشهای تکراری ۳۴۰ 

روشهای جست و جوی مستقیم ۴۵۹ 
روشهای OU s‏ ۲۸۴ ۴۶۷ 

روشهای ضرایب ۰۲۶۶ ۲۷۵ 
روشهای لاگرانژین تصویر شده ۲۶۹ 
روشهای مرتبه" اول ۰۱۵۸ ۰۱۶۵ ۱۷۸ 
روشهای مرتبه" دوم ۱۵۸ 

روشهای مرتبه صفر ۱۵۸ ۰ ۱۶۸ 
روشهای معیار بهینگی ۴۵۹ 
روشهای معیار بهینگی شهودی ۴۶۰ 
رویکرد مود بهنگام ۳۷۴ 


ص 
صفحات نازك AY‏ 


صفحه میانی ۵۵۱ 


v? 

ضرایب سختی خمشی ۵٩۳‏ 

۰۲۲۸۰۲۱۸ ۰۷۹۰۵۶۰۳۲ ELEY ضربگرهای‎ 
e FAY c FAV c FAY ۲۶ YYA 
Gee 

ضریب انبساط دمایی ناهمسانگرد ۴۱۸ 

ضریب بار بحرانی ۵۸۵ 

ضریب بار کمانش DAA‏ 

ضریب جریمه ۲۵۲ ۰ ۰۲۵۴ ۲۶۲ 


ضریب مقیاس بندی ۴۹۵ 


b 

طراحی ترتیب چیدمان ۵۷۵ 

طراحی تمام تنیده ۳۵ ۰۳۲۲ ۰۴۶۰ ۰۵۱۴ 
PU‏ 

۵۳۷ (cl, j Maza طراحی چند‎ 

طراحی حد ۵۳۳ 

طراحی خرپاها ۱۱۶ 

طرح حذفی گوس ۱۲۶ 

طول قوس کابل ۵۳ 


€ 


عاملهای ۱ سوق دهنده» ۲۴۷ 


۳ مبانی بهینه سازی‌سازه‌ها 
سختی چسبی ۵٩۳‏ 
سختیهای کاهش ably‏ ۵۵۰ 
سرعت همگرایی ۵۳۴ 
سری تیلور ۰۲۸۰ ۰۲۸۵ ۰۳۰۱۳ ۰۵۳۶ ۵۸۸ 
سریهای فوریه ٩۰‏ 
سطح بالا ۵۱۱ 
سطح زیر ۵۱۱ 
سیمپلکس دنباله ای ۱۶۸ 
سیستم جرم - فنر ۳۶۵ 
سیستم فرعی ۵۳۷ 
سیستمهای گسسته ۳۳۵ 


^ 


س 

شانس پقا ۲۰۸ 

شرایط بهینگی ۲۷۹ ۰ ۴۵۹ 
شرایط کان - تاکر ۰۲۱۸۰۱۳۱ ۰۲۷۲ ۰۴۶۹ 
FAY‏ 

۳۱ لازم‎ d + 

شرایط لازم کان - تاکر ۳۱ 
شرایط لازم و کافی بهینگی ۷۵ 
شرایط مرزی سینماتیکی ۵۰ 
شرایط مرزی طبیعی OY‏ 

شرط کافی بهینگی ۲۲۲ 

۶۹ مکملی‎ b t 

شرط نرمال سازی ۳۶۴ , ۳۶۶ 
شکل کانونی ۱۲۶ ۱۲۹۰ 
شکل مود ۳۶۲ 


شیشه اپو کسی ۵۷۱ 


۶۳۳ ol 
۵۰۳ قید بحرانی‎ 
VAY قید پوش‎ 
۳۲ نقض شده‎ AJ 
۳۲۳ قیدهای تخیر مکان‎ 
۲۳۷ ۰۲۱۹ ۰۳۲ فیدهای فعال‎ 
۱۳۷ 5 i فیمت های‎ 
۳۱۱ قیود بحرانی‎ 
۲۷ قبود تساوی‎ 
۲۷ فیود جانبی‎ 
۶۰۳ فیردلرزش‎ 
۳۸۲ Jalas oy 
۲۷ تیود نامساوی‎ 
J 
۱۱۳ ۰۷۶ کار خارجی‎ 
۱۱۳ کار مجازی‎ 
۵۸ کار مجازی مکمل‎ 
۲۵۰ کاهش مصرف سوخت خودروهای آمریکایی‎ 
۴۱۸ کرنش مجازی‎ 
۵۰۶ کمانش اولری‎ 
۳۶۳ کهاد‎ 
۴۴ کهادهای اصلی‎ 


J 

گرادیان کاهش ably‏ ۲۳۸ 

گرافیت - اپوکسی ۰۵۶۴ ۰۵۷۱ ۶۰۷ 
گرههای زنده ۱۴۹ 

گسسته سازی فضایی ۳۳۵ 

گشتاور ماند ۰۲۸۲ ۳۲۸ 


عدد شرطی یک ماتریس ۱۸۰ 
عدد موج ۵۷۲ 

عمل کاهش ۱۷۱ 

عملگر خطی دو سویه ۴۱۹ 


فاصله تهی دوگان ۴۷۶ 

فاصله حرکت ۱۴۴ 

فرو ریختگی پلاستیک ۳۱۹ 

فن کاهشی ۵۴۱ 

فن گرادیان مزدوج ۵۳۴ 

فن گرادیان مزدوج دوباره pa‏ شده بیل VAY‏ 
فن نسبت تنش ۰۳۶۴ ۰۴۹۷ ۵۱۴ 
نلون آزمون و حطا ۷۶ 

فنون باز تحلیل سریع ۲۹۴ 

فنون برنامه ریزی ریاضی ۷۵ 

فنون حذفی گوسی ۵۳۴ 


J 
YN. ۱۳۵ ۲۱ ۰ ۱۱۲ قاب سردر‎ 


قانون هوك ۴۰۴ ۰ ۰۴۲۳ ۰۴۲۹ ۴۴۹ 
فرار دادن چیدمان Wa‏ ۵۵۱ 

قضیه کران پایین ۱۰۵ 

قطعه به قطعه خطی ۱۱٩‏ 

قید انتگرالی ۰۶۰ ۷۶ 


متغیرهای مجاورتی ۴۱۱ 

متغیرهای محلی ۰۵۱۵ ۰۵۱۷ ۰۵۲۲ ۶۰۴ 
متغیرهای مصنوعی ۰۱۲۴ ۰۱۳۱ ۲۲۹ 
متناسب سنازی آثروالاستیک ۵۵۳ ۶۰۱ 
مجموعه غیر فعال FAA‏ 

مجموعه فعال ۳۳ 

مجموعه قیدهای فعال ۳۱۱ 

محذب ۳۲۷ 

مدل اجزای محدود ۵۳۴ 

مدول حساسیت بار ۴۲۱ 

۱٩۳ 40 مزدوج‎ 

مسائل ILP‏ دو تایی ۱۴۶ 

مسائل ILP‏ صفر یا یک ۱۴۵ 

مسائل ابتدایی ۸٩‏ 

مسائل برنامه ریزی درجه دوم ۳۳۷ 
مسائل برنامه‌ریزی گسسته ۱۴۵ 

مسائل جدایی پذیر ۴۷۰ 

مسائل چند سطحی درخت باریک ۵۳۳ 
مسائل غیر خطی ۴۶۸ 

مسائل محدب ۰۲۲۴ YAT‏ 

مسائل مقدار ویژه غیر حطی ۳۸۰ 
مسائل مقدار ویژه غیر هرمیتی ۳۷۱ 
مسائل مقید غیر خطی ۱۰۲ 

مسأله ابتدایی ۱۳۴ 

مسأله بهینه سازی محدب ۲۲۵ 

مسأله جعبه ای زاویه ای ۵۱۵ 

مسأله جعبه ای قطری ۵۱۴ 

مسأله جفت شده ۵۳۹ 


sls ۴‏ بهینه سازی سازه‌ها 
J‏ 
لاغری ماتریسها ۱۹۴ 
لا گرانوین ۰۲۲۳ ۰۲۴۹۰۲۳۷۰۲۲۸ ۰۳۱۱۰۲۶۶ 
۴۶۹ 


لایه های مترازن ۵۵۳ 


P 

مژسسه مهندسی وی ام ای (VMA)‏ ۳۲۱ 
ob‏ استهلاك ۳۷۸ 

ماتریس جرم ۳۶۱ 

ماتریس سختی تانژانت ۰۳۵۸ ۴۲۲ 
ماتریس سختی جزء ۳۴۹ 

ماتریس سختی کلی ۳۴۹ 

ماتریس سختی مصالح ۴۰۴ 
ماتریس هسیان ۴۴ ۰ ۱۸۰ 

متغیر شبه زمان ۴۴۳ 

متغیر طراحی محلی ۶۰۴ 
متغیرهای جهت ۵۵٩ a‏ 

متغیرهای زیادتی ۱۲۳ 

متغیرهای ضخامت تک «Y‏ ۰۵۵۶ ۵۶۵ 
متغیرهای طراحی ۲۰ 

متفیرهای طراحی پیوسته ۲۰ 
متغیرهای طراحی گسسته ۰۲۰ ۴۷۲ 
متغیرهای طراحی نرمال شده ۲۸۶ 
متغیرهای طراحی هندسی ۵۳۶ 
متغیرهای فراگیر ۰۱۵۲۲ ۶۰۴ 
متغیرهای کمبود ۱۲۳ 


متغیرهای مانع YAN‏ 


۶۳۸۵ ew 
۴۶۷ مودهای شکست‎ 
۶۰۴ مودهای شکست محلی‎ 
۳۲۱ (VMA) مهندسی وی ام ای‎ mee ja 
۵۴۰ میان یابی‎ 
Y V میدان تنش مجاورتی‎ 
۴۱۱ میدان کرنش مجاورتی‎ 
۴۳۸ میدانهای مجاورتی‎ 
۶۸ مین ماکز‎ 
۱۶۸ مینیمم سازی توابع چند متغیره‎ 
۱۵۷ مینیمم سازی توابع یک متغیره‎ 
۲۵۹ مینیمم سازی نامقید‎ 
FPA < ۱۹۸ مینیمم محلی‎ 
۱۹۸ مینیمم فراگیر‎ 


ن 
ناحیه قابل قبول ۳۲ › ۱۲۱ 

نامتغیرهای لایه ای ۵۵۴ 

نامعین ۴۵ 

نامنفرد ۱۲۴ 

ناهمسانگرد ۵۴۸ 

نرخ همگرایی خطی ۱۷۸ 

نرم اقلیدسی ۲۶ ۰ ۰۱۷۹۰۱۷۵ ۲۳۰۰۱۸۶ 
نرمال سازی ۰۴۸۱۰۳۱ ۵۰۴ 

نرمال سازی قیدها ۲۱۶ 

نسبت ریلی ۰۳۰۱ ۰۴۳۳ ۰۴۳۵ ۵۳۵ 
نظریه" بقای لایقترین داروین ۲۰۴ 

نظریه لایه بندی کلاسیک ۵۵۰ 


نقاط رأس ۱۲۱ 


مسأله دو سطحی ۵۲۷ 

مسأله دوگان AA‏ 

۲۹۹ مقدار ویژه‎ JU 

مشتق سوبی ۱۷۹ ۰۲۳۷۰ ۳۶۲ ۳۶۹۰ 
مشتق لگاریتمی ۰۳۴۳ ۳۷۷ 

مشتق مادی ۰۴۴۱ ۴۵۲ 

مصالح چکش خوار ۱۰۳ 

مصالح کاملاً ارتجاعی c‏ خمیری ۱۰۳ 
معادله اولر - لاگراند ۵۲ ۵۴۰ ۴۵۹۰ 
معادله بایداری ٩۱‏ 

معادله حساسیت فراگیر ۵۳۸ 

معیار بهینگی ۰۳ ۶ 

معیار تنش تسلیم هیل ۵۶۱ 

معیار شکست اولین لایه ۵۵۹ 
معیار همگرایی ۲۵۳ 

معین مثبت ۰۴۴ ۲۲۸ 

معین منفی ۲۴ 

مقادیر ویژه حقیقی ۳۶۱ 

مقدار ویژه ۳۹۶ 

مقدار ویژه کمانش ۰۴۳۹ ۵۰۴ 
مقعر ۴۷۸ 

مقیاس بندی VAY‏ 

مقیاس بندی کلی ۲۹۶ 

مقیاس بندی وارون ۵۰۲ 

مکانیزم های شکست چند گانه ۵۴۷ 
مواد مرکب لایه ای OFA‏ 

مود ارتماش ۳۷۳ 


$ 
وارون هسیان ۱۸۸ 


واژگونگی ۲۰۴ 


wd 
۵۵۳ همبستگی خمشی - کششی‎ 
۵۷٩ همیستگی خمشی- بیچشی‎ 


همگرایی فراگیر ۱۹۸ 


5 
یکتایی جواب ۸۵ 
یکنوا ۰۳۴۰ ۳۵۹ 


۶۶ مبانی dings‏ سازی سازه‌ها 
نقاط فرین ۱۲۲ 
نقطه منظم ۲۱۸ 
daz:‏ ایستا ۴۴ 
نقطه دو شاخه ۳۶۰ 


نمو کاهشی ۲۰۳ 
نمودار جریان الگوریتم سیمپلکس دنباله ای 
۱۷ 

نیروهای آثرو دینامیک ۳۷۱ 

نیروی پیش تنیدگی ۱۱۴ 

نیمه معین مثبت ۰۴۵ ۲۲۸ 


نیمه معین منفی ۴۵ 


